钻井液流变参数的非线性最小二乘估计算法
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摘要： 钻井液流变模式的参数估计问题大多使用线性回归方法进行求解，然而，线性回归方法改变了测量误差的统计特征，使得所得到的流变参数估计不具有无偏性和方差最小等特点。针对3种非线性流变方程(幂律模式、赫-巴模式和卡森模式)的特点，分别提出了非线性最小二乘估计的新算法。该算法不需要人工给定迭代初始值，迭代过程稳定收敛到最小点，不会陷入极小点陷阱，存储需求小，收敛速度很快，所得到的流变参数估计具有拟合残差近似无偏性和方差几乎最小的优良统计特征。大量的实际钻井液算例表明，新方法具有比线性回归方法更小的拟合方差，拟合残差统计特性优于线性回归方法。
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A new method of non-linear least square estimation of rheological parameter for drilling fluid
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Abstract：The estimation problem of rheological parameter for drilling fluid usually requires the linear regression method to get the solution. However, it changes the statistic feature of measurement error, resulting that the derived rheological parameter estimation has no unbiasedness and the least variance. A new method of non-linear least square estimation is proposed in according to the characteristics of three none-linear rheological equations. It is unnecessary to artificially give an initial iteration value. The iteration process can converge steadily to a unique minimum point, and can not fall into the minimum point trap. The method requires little storage and converges rapidly. This is a algorithm which can derive a rheological parameter estimation that shows superior statistic features of near unbiasedness of fitting residual error and almost least variance. A large amount of practical drilling fluid cases indicate that, the new method has smaller fitting variance, similar mean, and more superior statistical feature of fitting residual error than linear regression. 
Key words：drilling fluid; rheological equation; parameter estimation; linear regression; non-linear regression

　　钻井液的合理设计是保证石油钻井工作成功的重要条件，选择合理的钻井液性能、流变参数和水力参数，是提高钻井效率的一个重要前提。钻井液的流变性质用流变方程来描述，不同的流变方程表征了不同的流变模式。目前常用的流变模式有牛顿模式、宾汉模式、幂律模式、赫-巴模式和卡森模式等。要确定流变方程中的参数，需要有一组剪切速率与剪切应力的测试数据，通常用六速旋转黏度计测得。根据实测数据选择一种流变模式进行数据拟合计算，得到该流变模式的参数估计值。

　　实测数据拟合计算目前有几种主要方法：①通过变量变换转化成线性模型后再使用线性回归方法求出流变参数估计值[1-2]；②使用非线性最小二乘法求解[3]；③卡森模式参数估计的灰色系统静态法[4]。然而，这些方法都有一定的缺陷。将非线性的流变方程转化成线性模型的同时改变了实验误差的统计性质，所得到的参数估计值虽然是线性化数学模型的最优无偏估计，但是一般不是原来的非线性数学模型的最优估计。灰色系统静态法没有任何统计学上的优良性质。非线性最小二乘法涉及到迭代初始值的给定、易陷入局部极小点、多解性的判定等问题，给实际应用造成很多困难。

　　本文研究了3种非线性流变模式(幂律模式、赫-巴模式和卡森模式)流变参数估计的非线性回归问题，提出了求非线性最小二乘解的新方法。这种新方法具有非常稳健的收敛性，并且具有拟合残差方差最小的优良统计学性质。

1  非线性回归模型

　　流变方程一般可以写成如下的形式：
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式中，
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是流变方程中的参数，f是以
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为自变量的连续函数。本文研究的三种非线性流变方程的具体形式如下：

　　幂律模式：
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式中：
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为剪切应力,单位为Pa；
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为剪切速率, 单位为s-1；K为稠度系数, 单位为Pa·sn。

　　赫-巴(Herschel-Buckley)模式：
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式中：n为流性指数；
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为屈服值, 单位为Pa。

　　卡森(Casson)模式：
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式中：
[image: image10.wmf]c

t

为屈服值, 单位为Pa；
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为极限黏度, 单位为Pa·s。

　　假设N个实测数据为
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，由于实验误差不可避免，将式(1)写为如下的形式：
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式中，
[image: image17.wmf]i
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是实验误差，一般可以认为它是满足正态分布的随机变量。
　　定义最小二乘目标函数如下：
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则求解非线性最小二乘问题
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得到流变参数的非线性最小二乘估计
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2  非线性最小二乘估计的新算法

　　非线性最小二乘问题(7)极小点的必要条件是


[image: image21.wmf]12

()()()

0

N

FFF

qqq

qqq

¶¶¶

====

¶¶¶

L

                              (8)

　　为推导求解方程组(8)的数值算法，定义几个下面将要用到的函数：
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其中m是实数变量。

2.1  幂律模式

　　幂律模式参数非线性估计方法是新近提出的[5]，主要原理是使用二分法求解优化条件方程组。

　　将式(2)代入方程组(8)，经过化简，得到：
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　　可见，方程(9)是关于未知数n的一元方程，只要能从方程(9)求出n，代入式(10)就能计算另一个未知数K。

　　经过对大量的钻井液旋转黏度计实测数据的分析发现，函数
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随n变化的规律是：当n从0开始增加时，
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从一个很小的负数值开始单调上升，直到达到最大值(正数)；然后开始单调下降，迅速接近于0但永远大于0。

　　根据函数
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的这些特性，给出求方程(9)的正实数根的一个算法。

　　首先任意给定一个很小的正数
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为止。根据函数
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的特性，这样的
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　　令
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为n增加的步长，可取
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开始寻找解的存在区间
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为止。根据函数
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的特性，这样的
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必定是存在的。

　　经过以上步骤找到了解的存在区间
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在该区间上连续、单调上升，并且在区间端点的函数值异号，可以使用二分法在区间
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的唯一解。

　　这样，就得到了求解幂律模式非线性最小二乘问题(7)的一个新算法。由于所构造的函数
[image: image51.wmf])

(

n

p

具有非常好的数学性质，因此使得新算法具有快速、稳定、不需要人工初值等优点。如果使用经典算法(如LMF算法)，则迭代过程经常收敛到问题(4)的平凡解(0,0)。

2.2  赫-巴模式
　　将式(3)代入方程组(8)，经过化简，得到
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其中的函数
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如下定义：
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　　可见，方程(11)是关于未知数n的一元方程，只要能从方程(11)求出n，再依次代入式(12)和(13)就能计算出其他2个未知数。

　　函数
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随n变化的特征与函数
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的特征相同，因此可以使用与求解方程
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相同的算法求解方程(11)，具体细节不再赘述。

2.3  卡森模式
　　将式(4)代入方程组(8)，经过化简，得到
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式中：
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为了书写简明，在以上各式中简记
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　　代数方程组(14)和(15)的解
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的交点，参见图1。交点一般在3个以上，而(0,0)是其中的1个交点。方程组的多解性使得常用的最小二乘算法如LMF算法等很难收敛到所需要的解(第一象限中的交点)。
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图1  曲线F1(x,y)=0和F2(x,y)=0的图形
Fig.1  Map of curve F1(x,y)=0 and F2(x,y)=0

　　由于常规算法对本文最小二乘问题的收敛性能不好，因此需寻找更加有效的新算法。通过对大量实测数据的统计分析，发现了下面的经验规律[6]：

　　①曲线
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　　②在第一象限内，曲线
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的增加
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减小，即都是单调下降的；

　　③在第一象限内，当
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　　据此提出求解代数方程组(14)和(15)的一个新算法。给定x方向的步长
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　　令
[image: image101.wmf]x

x

d

=

1

，从关于y的二次方程
[image: image102.wmf]0

)

,

(

1

2

=

y

x

F

求出最大实数根y，再从关于x的二次方程
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　　(1)如果满足
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　　(2)如果不满足
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　　在循环迭代过程中，每次外层循环都能求出解x的存在区间，并且该区间的长度逐步减少，当区间长度减小到给定小数
[image: image114.wmf]h

时，就得到了方程组(14)和(15)的解。

　　该算法不需要人为指定迭代初始值，并且其收敛性能仅由初始步长和步长收缩系数所决定。大量实例计算表明，当初始步长足够小时，算法必定收敛。当初始步长给定时，算法的收敛速度由步长收缩系数所决定。小的步长收缩系数比大的步长收缩系数的算法收敛速度快。

3 算例及分析

　　算例所使用的钻井液旋转黏度计实测数据来自于文献[1]，参见表1。对5个实测样本数据使用线性回归方法和本文新算法进行了流变参数的非线性最小二乘估计，计算结果见表2,3。
表1  样本数据

Table 1 Data of samples

	样本编号
	旋转黏度计读数/(r·min-1)

	
	θ3
	θ6
	θ100
	θ200
	θ300
	θ600

	1
	0.65
	0.8
	2.86
	4.44
	6.38
	9.25

	2
	14
	16
	30
	38
	44
	60

	3
	5
	7
	20
	26
	33
	46

	4
	13
	14
	41
	56
	72
	101

	5
	22
	25
	48
	58
	65
	76


表2  计算结果(非线性回归方法)

Table 2  Calculation Rusults of non-linear regression

	模式
	参数
	样本1
	样本2
	样本3
	样本4
	样本5

	幂

律

模

式
	n
	0.6171
	0.3069
	0.4508
	0.4682
	0.2410

	
	K/(Pa·sn)
	0.0659
	3.4451
	1.0161
	1.9761
	7.3001

	
	方差
	0.0188
	2.0909
	0.2767
	2.2542
	0.1569

	
	均值
	0.0313
	0.1618
	0.1054
	0.3624
	0.0183

	赫

巴

模

式
	n
	0.6816
	0.5523
	0.5313
	0.5837
	0.2767

	
	K/(Pa·sn)
	0.0408
	0.5332
	0.5546
	0.8344
	5.3465

	
	
[image: image115.wmf]HB

t

/(Pa)
	0.1918
	6.0573
	1.4573
	4.1905
	2.7115

	
	方差
	0.0124
	0.0401
	0.0800
	0.2622
	0.0885

	
	均值
	0.0000
	0.0000
	0.0000
	0.0000
	0.0000

	卡

森

模

式
	
[image: image116.wmf]¥

m

/(mPa·s)
	2.7136
	8.6466
	10.0748
	22.5940
	8.4514

	
	
[image: image117.wmf]c

t

/(Pa)
	0.2959
	6.8451
	2.9931
	6.2333
	12.3594

	
	方差
	0.0264
	0.4057
	0.9375
	2.7455
	6.5789

	
	均值
	-0.0147
	-0.0285
	-0.0781
	-0.1364
	-0.0780


表3  计算结果(线性回归方法)

Table 3  Calculation Rusults of linear regression

	模式
	参数
	样本1
	样本2
	样本3
	样本4
	样本5

	幂

律

模

式
	n
	0.4993
	0.2612
	0.4047
	0.3896
	0.2363

	
	K/(Pa·sn)
	0.1334
	4.4557
	1.3365
	3.1387
	7.4886

	
	方差
	0.0790
	3.1729
	0.6128
	6.8351
	0.1890

	
	均值
	0.0503
	0.1373
	0.0726
	0.3475
	0.0211

	赫

巴

模

式
	n
	0.6954
	0.5426
	0.5217
	0.5904
	0.2780

	
	K/(Pa·sn)
	0.0368
	0.5753
	0.5985
	0.7917
	5.2806

	
	
[image: image118.wmf]HB

t

/(Pa)
	0.2187
	5.8939
	1.2972
	4.3637
	2.8260

	
	方差
	0.0128
	0.0465
	0.0854
	0.2745
	0.0890

	
	均值
	0.0084
	-0.0310
	-0.0255
	0.0692
	0.0071

	卡

森

模

式
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m

/(mPa·s)
	3.0444
	9.2170
	11.8872
	25.5531
	10.0205

	
	
[image: image120.wmf]c

t

/(Pa)
	0.2274
	6.5445
	2.4071
	5.2900
	11.2877

	
	方差
	0.0344
	0.4832
	1.3365
	3.7866
	7.4537

	
	均值
	0.0020
	0.0059
	0.0233
	0.0244
	0.0552


　　从计算结果来看，本文新算法的拟合残差的方差明显地比线性回归方法的拟合残差的方差低，这说明线性回归方法所得到的流变参数估计值不是最优的估计值，即线性回归方法并没有得到非线性最小二乘问题的最优解。另一方面，2种方法所得到的参数估计值比较接近，这也从一个侧面验证了本文新方法的有效性。

4  结论

　　(1)拟合残差具有无偏性和方差最小是评价参数估计的基本原则。根据这一原则，分别得到了3种非线性流变模式(幂律模式、赫-巴模式和卡森模式)参数估计所必须满足的方程组，并根据其数学特征，给出了求解这个方程组的新算法。新算法具有不需要人为给定迭代初始值、无极小点陷阱现象、迭代必定收敛到真解、存储需求小、计算速度快等优良性质。

　　(2)通过大量的实际测量的钻井液的数据对新算法进行了测试。结果表明：新算法是非常稳定和可靠的。参数估计具有良好的统计特性，其拟合残差的方差比线性回归方法的要低得多。
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