自然弯扭梁动力分析的精细积分法
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摘要: 以空间曲梁理论为基础, 对一般横截面形状自然弯扭梁的振动特性进行了研究，包括横向剪切变形、转动惯量以及和扭转有关的翘曲的影响。应用差分法对空间坐标进行离散，把控制方程化为关于时间的常微分方程组，通过求解得到该梁的固有频率。在分析简谐激励作用下结构的动力响应时，对精细时程积分法中的向量积分采用Newton-Cotes公式，避免了矩阵求逆的困难。两端固支曲梁的固有频率以及强迫振动时的位移时程曲线的计算结果表明，数值解和有限元结果非常接近；两端固支圆截面螺旋形弹簧固有频率的计算结果同样表明，数值解和相关文献的结果吻合得很好。
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Precise integration method of dynamic analysis
 for naturally curved and twisted beams

YU Aimin  HAO Ying  YANG Rongqiang 
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Abstract Vibrational behavior for naturally curved and twisted beams with general cross-sectional shapes, based on spatial curved beam theory, is theoretically investigated. The effects of transverse shear deformations, rotary inertia and torsion-related warping are included in the present formulations. The governing equations can be transformed to a set of ordinary differential equations with respect to time by utilizing a finite difference discretization in the spatial domain. Natural frequencies of the beams can be determined by solving these equations. In analyzing the dynamic response of the structures under harmonic excitation, Newton-Cotes formula, which avoids the trouble of the inverse matrix calculation, is used to evaluate vector integration in precise time-integration method. The present analysis will be used to solve the natural frequencies and the response curve of displacement of forced vibration of the beams fixed at both ends. Calculations show that the numerical results obtained are very close to the FE-results. Another example is related to the natural frequencies of cylindrical helical springs of circular cross-sections with both ends fixed. Results are in good agreement with other published data.
Key words: naturally curved and twisted beam; precise time-integration method; Newton-Cotes integration; natural frequency; helical spring
自然弯扭梁因其流线造型以及良好的受力特性，在航空航天、土木和机械工程中得到了广泛的应用。关于该梁静力问题的研究，国内外力学工作者均做了一些工作
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:

，分别得到了它们的控制方程以及在静载下应力和位移的全部解答。然而，在对该梁进行动力分析
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时，其控制方程的推导和求解就会变得异常困难。目前对空间曲梁的分析大多局限于用有限元方法来进行求解
[image: image2.wmf][46]
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。文献[7]虽然建立了空间曲梁的动力学方程并对其进行了数值计算，但仅限于具有初始扭曲的矩形截面曲梁，且没有考虑截面翘曲对该梁动力特性的影响。文献[8]建立了空间曲梁的非线性动力学方程，但方程中没有考虑剪切变形、转动惯量和截面翘曲的影响。文献[9]根据变分原理建立了具有一般横截面形状自然弯扭梁的泛函，并由驻值条件导出了用位移函数和广义翘曲坐标表示的运动控制方程，且分析中考虑了横向剪切变形、转动惯量和截面翘曲的影响，但未对其进行求解。本文采用有限差分法、精细积分法和Newton-Cotes公式相结合的方法对上述控制方程进行了离散和求解，分别得到了该梁的固有频率和位移时程曲线，它们和有限元结果以及相关文献的结果吻合得很好。
1 梁的几何关系和运动微分方程
设自然弯扭梁横截面形心的轨迹是一根连续的空间曲线, 曲线
[image: image3.wmf]l

的切线、 法线和次法线单位矢量分别用
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image6.wmf]b

表示, 对光滑的曲线, 如下的Frenet-Serret公式成立, 即
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式中“
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分别为曲线的弧坐标、曲率和扭率。
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图1 梁的几何关系
Fig.1 Geometry of the beam

过横截面的形心
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方向与截面的主轴重合，如图1所示，
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轴与曲线法线
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间的夹角记为
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，通常
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的函数。如果用
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由式(1)可以得到
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式中
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研究中采用的基本假设是：梁横截面在自身所在的平面内不变形，但在平面外可以自由翘曲。这意味着面内位移可以用6个刚体位移
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来表示，即3个截面移动和3个截面转动。文献[9]利用拉氏乘子法建立了在不同约束条件下自然弯扭梁的广义变分泛函，通过对泛函取驻值条件可以导出该梁在具有双对称横截面时的运动微分方程为
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这里 “
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”表示各位移函数和广义翘曲坐标对时间
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的二阶偏导数，“
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”表示各内力分量
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对弧长
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的一阶偏导数。给定的沿杆轴单位长度的分布力
[image: image47.wmf]T

[,,]

s

qqq

xh

=

q

和分布力矩
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为梁单位长度的质量，
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分别为横截面对
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image54.wmf]h

轴和形心的质量惯性矩。内力应变关系则可简化为[9]
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式中:
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最后，把用6个位移函数和广义翘曲坐标
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表示的应变分量代入式(5)，把该结果再代入式(4)可以得到
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式中: 
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是和梁材料和几何参数有关的常数矩阵。边界条件及初始条件为 
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2 精细积分法及其应用
为了把精细积分法用于自然弯扭梁动力特性的研究，可将方程(6)化为齐次方程
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在对式(8)进行求解时，先对空间坐标
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用差分法进行等分离散，得到关于时间
[image: image70.wmf]t

的常微分方程组
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写成矩阵形式则为
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矩阵中其余的元素均为零。
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分别为等分离散份数和等分离散长度。式(10)可表示为
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式中：
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分别表示质量矩阵和刚度矩阵。用式(11)求特征值和特征向量，即可得到自然弯扭梁的固有频率和相应的振型。

非齐次方程(6)可以进一步写成
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即
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方程(14)的通解为
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其中：
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为时间步长)，指数矩阵
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可以实施精细计算
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由于
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本身就比较小，则
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其中
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    在进行数值计算时，为了减少计算时的误差，单位矩阵
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次循环计算，并且只要对一系列等间距的时刻作出计算即可。指数矩阵的精细计算可以比拟精确解，而式(15)中第二项的向量积分则是决定计算精度的主要因素。本文采用精度较高的Newton-Cotes积分公式
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，可以得出数值解:
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 EMBED Equation.3  [image: image107.wmf](

)

{

}

1

7),

i

rt

+

+

            (18)
其中的
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3 算例
算例1：令
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，把直角坐标系
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的原点置于曲梁端点（
[image: image115.wmf]0

=

s

)，把坐标面
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取为梁轴线所在的平面，见图2。梁轴线为半径
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的二分之一圆弧，因此有
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。横截面为长半轴
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的椭圆实心截面。弹性模量
[image: image122.wmf]2.106

E

=

 
[image: image123.wmf]5

10

´
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。设曲梁的两端为固支，外力的作用点坐标为
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，椭圆截面的圣维南扭转翘曲函数
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图2  算例中的椭圆截面曲梁
Fig.2 A curved, elliptical cross section beam analyzed in the numerical example
为了用有限元方法进行分析，把该梁划分成180个3节点的梁单元(BEAM189)，总节点数是361个。表1列出了该梁在面内外振动的前5阶频率，其中分别考虑了包括或不包括截面翘曲对固有频率的影响。可以看出，考虑翘曲使频率变小，更接近有限元的结果。此外，由于是双对称横截面，所以面内面外的振动不耦合，翘曲对面内振动的频率没有影响。

表1 两端固支椭圆截面曲梁的固有频率
Tab. 1 Natural frequencies(in Hz) of a curved, elliptical cross section beam with clamped-clamped ends 
	面内振动频率/Hz
	面外振动频率/Hz

	频率阶次
	有限元
	本文解
	有限元
	本文解

	
	
	不考虑翘曲
	考虑翘曲
	
	不考虑翘曲
	考虑翘曲

	1
	173.26
	174.623
	174.623
	32.46
	33.656
	33.311

	2
	363.25
	366.298
	366.298
	93.48
	97.067
	95.653

	3
	662.29
	668.278
	668.278
	194.24
	200.508
	198.356

	4
	841.02
	844.508
	844.508
	329.59
	339.061
	336.476

	5
	1125.91
	1134.94
	1134.94
	497.60
	511.100
	508.192


设在曲梁拱顶
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处作用有径向简谐激振力
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(图2)。将有关数据代入递推公式(18)，即可得到
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点沿径向的位移时程曲线，如图3所示。可以看到用本文方法得到的数值结果和有限元模拟结果非常接近。
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   图 3 简谐载荷作用下拱顶处径向位移的响应曲线(
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Fig.3 Response curve of radial displacement at the crown of the beam under the action of harmonic load (
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算例2：圆截面螺旋形弹簧可以看成是一根空间曲梁。令 
[image: image136.wmf]0

k

x

=

, 
[image: image137.wmf]0

j

=

， 
[image: image138.wmf]0

==

pm

，对式(4)进行简化，螺旋形弹簧的运动微分方程最终可以表示为
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                                                                           (19)

式中：
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分别为取决于横截面形状的沿
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方向的数值因子
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。螺旋形弹簧的几何参数为
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式中：
[image: image150.wmf]h

是弹簧的节距；
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是圆柱螺旋形弹簧的半径；
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是螺旋角；
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b

是角增量。
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图4 圆柱螺旋形弹簧的几何关系

Fig.4. Geometry of a typical cylindrical helical spring
现在研究一根两端固定的圆截面螺旋形弹簧(见图4)，其材料和几何参数分别为:
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(对于实心圆截面
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)。表2给出了由本理论得到的固有频率和文献中所提出的实验数据和数值结果的比较。 

表2 弹簧的固有频率（应用一）
                      Tab. 2  Natural frequencies of the spring (applicationⅠ)                  Hz
方 法      
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实验结果
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   391.0  391.0  459.0   528. 0  878.0  878.0  906.0    —    1282.0  1386.0   —
传递矩阵法
[image: image176.wmf][15]

 393.5  395.9  462.8   525.5  864.0  876.8   914.3  1037.0  1310.5  1363.8  1395.1
本理论       393.5  396.1  462.9   525.7  863.8  877.0   913.8  1037.5  1310.7  1364.6  1395.8

作为弹簧的第二个应用，研究由Della Pietra 和 Della Valle
[image: image177.wmf][16]

提出的求解两端固支圆截面螺旋形弹簧固有频率的公式，结果比较见表3。其中，
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表3 弹簧的固有频率（应用二）
  Tab. 3  Natural frequencies of the spring (applicationⅡ)                        

                           
[image: image186.wmf]w

/Hz   
实验          理论
频率阶次  本理论    文献[15]      文献[16]       文献[16]       文献[17]       文献[18]

  1       140.5      140.6         141.0          141.0          141.0          141.3

   2       161.1      161.1         161.0          161.0          161.0          161.1

   3       177.8      177.8          —             —            —            178.3

   4       181.2      181.2          —             —            —            181.7

   5       274.7      274.7         275.0          275.0          282.0          275.7

   6       305.9      305.9         300.0          313.0          322.0          306.8

   7       308.1      308.1          —             —            —            308.7

   8       319.2      319.2          —             —            —            320.1

   9       391.8      391.8         392.0          389.0          423.0          392.7

 10       430.6      430.6         433.0          443.0          483.0          431.4

  11       436.3      436.3          —             —            —            436.6

 12       444.5      444.5          —             —            —            446.2

4 结论
本文采用精细积分法与Newton-Cotes公式相结合的方法对自然弯扭梁的动力控制方程进行求解，此方法无需对非齐次项进行数学拟合，避免了矩阵求逆以及实际工程问题中逆矩阵不存在的问题。通过计算得到了梁在自由振动时的固有频率，以及在外加激励下的动力响应。对弯-扭-剪耦合振动的螺旋形弹簧固有频率的计算则进一步证明了本理论的正确性。与有限元和文献中所用方法得到的结果的比较表明了本文所提出的方法具有较高的精度和可靠性。
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