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 硬脆岩的非线性粘弹塑性流变模型
熊良宵1,2，杨林德1,2
 (1. 同济大学 岩土及地下工程教育部重点实验室，上海 200092；

2. 同济大学 地下建筑与工程系，上海 200092)

摘  要：为了构建适合于硬脆岩的流变模型，通过对Bingham体中的线性粘滞体进行修正，使其粘滞系数转换为时间、应力的衰减函数，将修正的Bingham体与六元件线性粘弹性流变模型组合得到可反映加速蠕变的非线性粘弹塑性流变模型，并采用锦屏一级水电站工程左岸边坡砂板岩的蠕变试验曲线对所建立的非线性粘弹塑性流变模型进行验证。研究结果表明：当采用非线性粘弹塑性流变模型对试验曲线进行拟合时，试验曲线与理论曲线吻合得比较理想，显示了所建模型的正确性和合理性。 
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Viscoelasto-plastic rheological model for brittle hard rock 

XIONG Liangxiao1,2, YANG Linde1,2
(1. Key Laboratory of Geotechnical and Underground Engineering of Ministry of Education, Tongji University, 

Shanghai, 200092, China; 2. Department of Geotechnical Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China)
Abstract: In order to build an appropriate rheological model for brittle hard rock, a nonlinear viscous component whose viscous coefficient is decay function of stress and time was built. The viscous component of Bingham model was replaced by this nonlinear viscous component, thus, modified Bingham model was obtained. The nonlinear viscoelasto-plastic rheological model for hard rock was gotten by the combination of modified Bingham model with six-component linear viscoelastic model. This new nonlinear viscoelasto-plastic rheological model can study accelerated creep property. Finally, this new model was verified by using the creep test curve of sandstone from left bank slope at Jinping First Stage Hydropower Station. The research results show that the new nonlinear visoelasto-plastic rheological model curve and experimental curve approximately coinside with each other. Therefore, the new nonlinear visoelasto-plastic rheological model is available and reasonable. 
Key words: sandstone; nonlinear rheological model; triaxial compression creep test; hydropower station

非线性流变元件模型是近年来岩石流变理论研究的重点和热点。传统的线性流变元件模型，比如广义Kelvin模型、Burgers模型和西原模型，无论怎么组合得到的模型均不能反映岩石的加速蠕变阶段[1]。因此，有很多学者对Bingham体中的线性粘
滞体进行修正，将修正后的Bingham体与线性粘弹性元件模型组合得到非线性流变元件模型，如邓荣贵等[2]将Bingham体中的线性粘滞体改为非线性粘
滞体，该非线性粘滞体所受应力与其蠕变加速度大小成正比，并将改进后的Bingham体与村山体等模型组合得到可以反映加速蠕变的非线性粘弹塑性流变元件模型；曹树刚等[3]对西原模型中的Bingham体进行了改进；徐卫亚等[4-6]提出了一个新的非线性粘塑性体，并与五元件线性粘弹性模型组合得到七元件非线性流变模型，当指数n大于1时，可以反映岩石的加速蠕变特性。还有些研究者也采用类似的方法，即将粘滞系数
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s

改为时间的变函数，如陈沅江等[7]、宋飞等[8]和周家文等[9]。
孙  钧[10-11]以Bingham模型为例研究了
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的非线性，认为
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应当是所施加的荷载及荷载持续时间的函数。宋德彰[12]认为当采用广义Bingham模型分析围岩的蠕变变形时，Bingham体中的粘滞系数随时间的推移逐渐减小，围岩的粘性变形会随时间的发展而增大，围岩内的粘塑性区相应地随时间而加速扩展，即粘滞系数随时间衰减的现象反映了围岩在荷载作用下表现出了加速蠕变特征。
事实上，建立合理的蠕变模型与岩石的蠕变破坏机制有很大关系，比如硬脆岩的蠕变破坏往往是由内部裂纹的扩展和贯通引起的。在蠕变过程中，随着已有裂纹的扩展或者新裂纹的产生，硬脆岩的粘滞系数是不断减小的。但硬脆岩中裂纹扩展的速度与受到的应力、时间均有关系，应力水平越高，裂纹扩展得越快。因此，硬脆岩粘滞系数的衰减速率不仅与时间有关，也与受到的应力水平有关，如果受到的应力水平越高，粘滞系数就会衰减得越快。
而很多实际工程岩体往往属于硬脆岩，比如锦屏二级水电站辅助交通和引水隧洞所出露的岩石主要为大理岩、砂板岩和绿片岩等硬脆岩，在高应力的长期作用下往往表现为非线性流变特性，因此，有必要建立适合于硬脆岩的非线性流变模型。本文通过对Bingham体中的线性粘滞体进行改进，使其粘滞系数转换为时间与应力的衰减函数，并将改进后的Bingham体与六元件线性粘弹性模型组合得到可反映加速蠕变的硬脆岩非线性粘弹塑性流变模型，最后采用文献[13]中砂板岩的三轴压缩蠕变特性试验曲线对新模型进行验证。
1 非线性粘塑性体

罗润林等[14]认为当岩石受到的外力大于长期强度时，粘滞系数会随时间减小，粘塑性变形随时间加速增大，其粘滞系数的表达式为
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式中：
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h

为岩石的初始粘滞系数；
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为与岩石材料属性有关的参数，
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；t为时间。
岩石受到的应力水平越高，岩石的粘滞系数衰减得越快。因此，本文对Bingham体中的线性粘滞系数进行改进，得到适合于硬脆岩的非线性粘塑性体，如图1所示。
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图1 非线性粘塑流变体                                                                      
Fig.1 Nonlinear viscoplastic rheological body 
图1中所示的非线性粘塑性体受到的应力为
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时，非线性粘滞体的粘滞系数
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的表达式为
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式中：n和m为拟合得到的参数，且需满足
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；
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为初始粘滞系数，单位为应力×时间，单位为GPa · h；
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为非线性粘塑性体受到的应力，单位为MPa；
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为参考应力，取为1，其单位与
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一致，
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为非线性粘塑性体受到应力
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作用的时间，单位为h；
[image: image20.wmf]0

t

为参考时间，取为1，单位与
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一致。因此，粘滞系数
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的单位仍然是力×时间，单位为GPa · h，其物理意义是明确的。

三维应力状态下，非线性粘滞体的粘滞系数的表达式为
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式中：
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为参考偏应力，取为1。
由式（2）可知，当受到的应力
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越大，粘滞系数衰减得越快，岩石越容易发生加速蠕变破坏，而当
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为一定值时，随着时间
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的增加，
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也不断减小。

基于式（2），可获得非线性粘塑性体的一维蠕变方程：
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式中：
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为非线性粘塑性体受到的外力，
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为屈服应力，单位为MPa。
   其中，函数
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的表达式为
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2 非线性粘弹塑性流变模型
2.1  非线性粘弹塑性流变模型
当硬脆岩在低应力水平下表现为粘弹性蠕变特征，且出现了第1和第2蠕变阶段时，若采用Burgers模型进行分析会存在一定的误差。经过综合比较，本文决定采用六元件线性粘弹性流变模型来分析岩石的粘弹性蠕变特性，该模型属于广义Burgers模型中的一种，其适用的岩石种类比Burgers模型要多，六元件线性粘弹性流变模型如图2所示。
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图2 六元件线性粘弹性模型
Fig.2 Six-component linear viscoelastic model
图中，
[image: image35.wmf]1

E

为第1部分的弹性参数，
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为第2部分的弹性参数，
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E

为第3部分的弹性参数，单位均为GPa；
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为第1部分的粘性参数，
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h

为第2部分的粘性参数，
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h

为第3部分的粘性参数，单位均为GPa · h。
当将图1和图2所示的模型组合在一起，得到可以反映硬脆岩加速蠕变特性的非线性粘弹塑性流变模型，模型如图3所示。
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图3 硬岩的非线性粘弹塑性流变模型
Fig.3 Nonlinear viscoelasto-plastic rheological model for

hard rock
图中，
[image: image42.wmf]4

h

为第5部分（粘塑性体）的初始粘滞系数，单位为GPa · h；
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s

为第5部分发生塑性变形的起始应力值，单位为MPa。
当
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时，仅有1，2，3和4部分参与流变，此时模型退化为六元件粘弹性模型，相应的状态方程为  
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式中：
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为第1部分的弹性参数，
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为第2部分的弹性参数，
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为第3部分的弹性参数，单位均为GPa；
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为第1部分的粘性参数，
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为第2部分的粘性参数，
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为第3部分的粘性参数，单位均为GPa · h。
当
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时，1，2，3，4和5部分均参与流变，此时为硬岩的非线性粘弹塑性模型，其相应的状态方程为：
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式中：
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为部分5（粘塑性体）的初始粘滞系数，单位为GPa · h；
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为部分5发生塑性变形的起始应力值，单位为MPa。
2.2 非线性粘弹塑性蠕变方程的一维形式
在
[image: image56.wmf]0

=

t

时加
[image: image57.wmf]s

s

s

£

，并保持不变，将
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代入式（6），对其进行Laplace变换，并考虑初始条件：
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则可得到相应的蠕变方程：
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对式（9）两边分别对时间t求一阶、二阶导数可得：
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由式（10），（11）可知，
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后，此时模型有瞬时弹性变形及蠕变，且随着时间的不断增加，蠕变速率逐渐减小，最终稳定于某个值，故蠕变模型反映的是稳态蠕变。
在
[image: image67.wmf]0

=

t

时施加
[image: image68.wmf]s

s

s

>

，并保持不变，将
[image: image69.wmf]s

代入式（7），对其进行Laplace变换，并考虑初始条件满足式（8），可得到相应的一维蠕变方程：
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对式（12）两边分别对时间t求一阶、二阶导数可得：
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由式（13），（14）可知，
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。因此，可以描述硬岩蠕变的三个阶段，即初期蠕变、稳态蠕变和加速蠕变。    
2.3 非线性粘弹塑性蠕变方程的三维形式
将应力张量
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式中：K为岩石的体积模量，单位为GPa，G为岩石的剪切模量，单位为GPa，E为岩石的弹性模量，单位为MPa，
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为岩石的泊松比。为建立非线性粘弹塑性蠕变方程的三维形式，需要假定[6,15]：①球应力张量或静水压力下岩石不产生蠕变，只有应力偏张量引起岩石蠕变；②各向同性岩石材料在拉压状态下的应力－应变关系及蠕变曲线具有相似性；③在蠕变过程中，岩石泊松比
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不随时间增长而发生变化。
岩石非线性粘弹塑性蠕变方程的三维形式为
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式（17a）和式（17b）两边同时加上球应变张

量
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，三轴等围压压缩应力状态下相应的轴向应变为
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3 流变模型参数的确定及试验验证
笔者对锦屏二级水电站辅助交通洞的绿片岩进行了多组单轴或者双轴压缩蠕变特性试验，蠕变试验曲线中的第3阶段比较短，不太明显。因此，为了验证本文模型的合理性，选用与锦屏水电站工程相关文献中加速蠕变阶段比较明显的岩石蠕变试验曲线进行分析，即文献[13]中有天然裂纹的砂板岩的三轴压缩蠕变特性试验曲线来进行分析。砂板岩采自锦屏一级水电站左岸岩石高边坡工程现场[13]，属于三迭系上统（T3），该岩石在锦屏二级水电站辅助交通洞西端7至8号横通道也有所出露，为锦屏水电站工程中常见的一种岩石。此种岩石在完整状态下比较坚硬，干燥状态下单轴抗压强度大于70 MPa，属于硬岩，因此，适合用于验证本文的模型。有天然裂纹砂板岩的三轴压缩蠕变试验曲线见图4，其围压为5MPa，轴压为55MPa，σs = 40 MPa。
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图4 有天然裂纹砂板岩的蠕变试验曲线[13]
Fig.4 Creep test curve of natural jointed sandstone[13]
采用非线性粘弹塑性流变模型对全过程蠕变试验曲线进行拟合分析时，不能采用直接迭代的方法，参考文献[5]的方法，采用分开拟合的方法。先确定由稳态蠕变向加速蠕变转换的时间t1，本文将砂板岩蠕变试验曲线中的t1定为1.77h。确定砂板岩的泊松比，本文取为0.25，后根据
[image: image105.wmf]0
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时的瞬时弹性变形确定弹性模量，并根据式（16）得到体积模量和瞬时剪切模量，再利用Origin软件的非线性拟合（Nonlinear Curve Fitting）功能编制如式（18a）的函数，对（0～t1）时间段的曲线进行最小二乘法Levenberg-Marquardt法拟合，拟合得到的结果如图5所示。
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图5基于六元件流变模型的拟合结果
Fig.5 Fitting result on base of six-component rheological model
采用六元件流变模型拟合后得到的参数：K=8.80 GPa，G1=5.28 GPa，
[image: image107.wmf]1

h

=23892.504 GPa· h，G2=127.114GPa，
[image: image108.wmf]2

h

=16.557GPa · h，G3=112.454 GPa，
[image: image109.wmf]3

h

=97.468 GPa · h，相关系数为0.994。
通过采用前面拟合得到的六元件粘弹性流变参数，求出在（t1 - t2）时间段内岩石应变的粘弹性理论解，其中，t2为流变破坏时间，再将（t1 - t2）时间段的蠕变试验值减去前面求得的粘弹性理论值，获得试验差值，用式（18b）中的非线性粘塑性体部分对（t1 - t2）时间段的试验差值进行最小二乘法拟合分析，并求得初始粘滞系数、n和m。拟合结果如图6所示。
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图6基于非线性粘塑性模型的拟合结果
Fig.6 Fitting result on base of nonlinear viscoplastic model
拟合后得到的初始粘滞系数
[image: image111.wmf]4

h

=98.889GPa· h，n=1.96776，m=6.95179，相关系数为0.948。
基于图5和图6所示的拟合结果，可得到整体试验曲线与采用非线性粘弹塑性流变模型拟合曲线之间的对比结果，如图7所示。
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图7 整体试验曲线与拟合曲线的对比结果
Fig.7 The comparison between the complete test curve
and fitting curve
由图5至图7可知，采用本文的非线性粘弹塑性流变模型对试验曲线进行拟合时，拟合曲线与试验曲线吻合得比较理想，从而反映了该模型的正确性与合理性。
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图8 n对全程拟合曲线的影响
Fig.8 Effect of n on complete fitting curve
由图8可知，当其它参数固定不变时，随着参数n的增大，岩石流变全程拟合曲线逐渐由粘弹性向粘弹塑过渡，加速蠕变速率也在增大，从而反映出了应力水平对粘滞系数衰减速率和加速蠕变速率的影响。经过同样分析，随着参数m的增大，粘滞系数也会衰减得越快，加速蠕变速率也会也大。
4 结论
（1）硬脆岩在蠕变过程中，粘滞系数随着裂纹的不断扩展或者新裂纹的产生而不断减小，其衰减速率不仅与时间有关，且与受到的应力水平也有关系，应力水平越高，裂纹扩展得越快，粘滞系数也衰减得越快。

（2）通过对Bingham体中的线性粘滞体进行改进，引入初始粘滞系数，参考应力和参考时间，使最终粘滞系数的单位量纲仍为力×时间，使其粘滞系数为与时间与应力的衰减函数。并将改进后的Bingham体与六元件线性粘弹性流变模型组合得到适合于硬岩的非线性粘弹塑性流变模型。
（3）采用非线性粘弹塑性流变模型对锦屏一级水电站左岸边坡的砂板岩的三轴等围压蠕变试验曲线进行拟合分析时，拟合曲线与试验曲线吻合得比较理想，显示了该模型的正确性与合理性。
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