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摘要#考虑拉索垂度%建立了水平索 桥系统的面内参数振动

运动方程
8

采用分离变量法描述拉索的横向位移%并取拉索

的前两阶模态%用
/L7PTUDF

方法得到拉索二阶广义坐标运动

方程&同时%建立桥面等效质量块的运动微分方程
8

在此基础

上%采用多尺度方法%导出了运动方程的理论解
8

以南京长江

二桥
+#$

拉索为研究对象对拉索响应进行了数值求解%分析

了主要参数对拉索响应的影响%并对理论解进行了验证
8

关键词#带垂度水平拉索 节段桥面系统&参数激振&理论

解&多尺度法
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斜拉桥拉索由于质量小*阻尼小*刚度小的特

点%在风*车辆等荷载作用下可能发生强烈的横向振

动,

%H#

-

8

由于桥面和桥塔的运动%拉索的张力将随桥

面和桥塔的运动不断改变%这相当于拉索受到的激

励作为参数出现在其运动方程中%拉索的运动微分

方程中具有时变系数%因此拉索和桥面$桥塔构成了

参数振动系统,

!H>

-

8

参激振动按照参数随时间变化的规律可以分为

确定性参数振动和随机参数振动,

;HB

-

8

本文研究斜

拉桥拉索的确定性参数振动问题
8,D7DPF

等,

=

-分析了

在轴向余弦荷载作用下斜拉索的大幅振动
8+SDFQ6

@L56EQL

等,

"

-利用哈密顿原理%推导出了在简谐支

座激励下拉索的参数振动方程%并利用谐波平衡法

求解得到了振幅的近似计算公式%并讨论了拉索倾

角*阻尼等参数的影响
8]DNOP71DT76

:

P9G

,

A

-在研究拉

索在正弦位移激励下的拉索的振动时%将位移激励

分为沿轴向和垂直于轴线两部分%这两部分别产生

参数振动和强迫振动%并给出了强迫振动的振幅计

算公式和参数振动不稳定区域的边界
8

在这些文献

中对拉索参数振动的研究都是假定了激励为谐波形

式%纯粹考察拉索的参数振动特性%没有考虑拉索和

桥面系统振动的耦合作用
8

亢战等,

!

-考虑了桥面的质量和刚度%建立了索

桥耦合振动模型%通过数值积分对模型求解%指出了

参数振动的可能性%并讨论了阻尼等参数的影响
8

JOLF

:

等,

%$

-将斜拉索的端部支承模拟为弹簧单元%

采用有限元法分析在端部简谐激励下的响应
8

赵跃

宇,

%%

-建立了拉索在端部轴向正弦激励下的索梁耦
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合振动方程%考虑拉索的第一阶模态%用多尺度法进

行求解
8

汪至刚等,

%#

-将拉索简化成弦%桥面简化为

弹簧 质量系统%用数值方法分析了索 桥耦合参数

振动
8

陈水生等,

%!

-进一步考虑拉索的垂度*倾角得

到了索 桥耦合振动模型更为精细的数值解
8b9

等,

%>

-分析了一钢箱梁斜拉桥在正弦激励*车辆荷载

以及地震作用下拉索的参数振动
81DFNPF̂6/LQQ977D

等,

%;

-建立了索桥耦合振动模型%对索和梁的第一阶

模态进行数值求解%并用实验验证
8

这些文献将拉索

与桥面在参数振动时的动力耦合作用考虑了进去%

但是存在不足#

"

采用解析方法分析的模型往往只

取拉索第一阶模态进行分析&

#

对于拉索参数共振

的共振区个数存在争议
8

本系列论文考虑拉索垂度以及前两阶模态参

与%建立了水平索 桥系统的面内参数振动的理论模

型&基于多尺度法%给出了拉索响应的理论解
8

以南

京长江二桥
+#$

拉索为研究对象%得到了一些新的

结论
8

!

!

考虑拉索垂度时水平拉索参数振动

模型

考虑拉索垂度%将拉索简化处理为两端在同一水

平高度上
8

不考虑拉索的倾角%相当于忽略了重力弦

向分力的作用%也就忽略了斜索张力弦向分力沿索长

的变化
8

图
%

为考虑拉索垂度时索桥耦合振动的简化

模型示意图%模型中质量块的质量为
E

%刚度为
G

&拉

索单位长质量为
A

%弦长为
%

%弹性模量为
#

%截面积

为
,

%张力为
H

%其中静张力为
H

E

%动张力为
H

R

8

图
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考虑拉索垂度时索 桥耦合振动简化模型
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假设拉索满足下面几条基本假定#

"

拉索的静

力平衡曲线为二次抛物线&

#

不考虑拉索的抗弯刚

度*抗剪刚度及抗扭刚度,

%B
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%

索在振动过程中处

于线弹性范围
8

在考虑垂度时%无阻尼拉索的运动微分方

程为,
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式中#
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"为拉索的横向位移%从拉索的静力平

衡位置记起&

?

为拉索弧长%其他变量的定义和前面

相同
8

将方程!

%

"展开%代入拉索张力和其水平分力
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的关系式
H_"

!

R?

$

RJ

"%并利用索静力平衡方程或
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分别为

动*静张力的水平分力
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设拉索的横向位移
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"仍采用分离变量法

表示%取前两阶模态进行分析%即#
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由水平索的应力)应变关系及式!
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"可以得到

拉索动张力的水平分力为

"

R

5

#,

%

2

!

;

"

6

%

#

"

%

$

&

I

&

! "

J

#

RJ

6

"

%

$

R(

RJ

&

I

&

J

R

, -

J

5

#,

%

2

!

;

"

6

'

#

>%

,

,

#

%

!

;

"

6

>,

#

#

!

;

"-

6

#A

F

%

'

"

E

,

%

!

;

1 2

"

!

>

"
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>

"代入方程!

#

"%并利用
/L7PTUDF

方法,

%=

-整理

得到拉索前两阶模态两个运动微分方程%质量块
E

的运动微分方程和张紧索 桥面系统的方程,
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-形式

形同%并将拉索前两阶模态运动微分方程代入可以

得到%得到垂度水平索 桥耦合振动方程组!以下简
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以上各系数由拉索的几何参数与材料参数共同决定
8
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和
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是考虑拉索垂度引入的修正系数%垂度曲率

较小时%
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分别为拉索的

一*二阶固有频率
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的表达式与文献,
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-推导得到的

结果一致
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考虑拉索垂度后%拉索一阶频率随垂度增

大而增大&若不考虑拉索垂度%
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的表达式就退化为

张紧弦的一阶频率公式
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质量块的参数共同决定
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若将方程!
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"中的二阶模态去掉%与文献,
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的方程索桥耦合运动微分方程形式一致
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!!

的符号
8

!

>

"

&

#

,

$8;

!

&

@

H

&

/

"时

此时%由式!

%>

"的长期项条件得到
@

!

为常数%

@

%

%

@

#

为时间
H

#

的函数%且满足下式#

@

#

%

9(

%#

&

#

@

#

#

$

(

%=

&

/

5

>

%

!

>

为常数 !

%A

"

若上式中系数
(

%#

和
(

%=

同号%那么
@

%

和
@

#

随着时

间增加可能增加%拉索的一%二阶振幅
,

%

%

,

#

以及

桥面的振幅
2

均可能随时间增加而增大%从而系统

出现不稳定振动&若
(

%#

和
(

%=

异号%则
@

%

和
@

#

均有

界%因此
,

%

%

,

#

以及
2

均为有界量
8

"!"

!"

!

&

"

"

,

"&!

时

此时%根据式!

B

"中
&

/

和
&

@

的表达式%可得拉

索一阶频率
&

%

和桥面频率
&

!

应满足#

&

#

!

5

!

%=

&

#

%

M

; A

&

>

%

9

%B

"

#

"槡 >

"$

"

!

#$

"

!!

将方程近似解的阶数取到二次%设
&

@

_#

&

/

d

)*

%由方程!

%!

"的长期项条件导出#

:

>

L

)

%

L

!

P

D

*

H

%

6

#D

&

/

RL

%

$

RH

%

5

$

&

RL

#

$

RH

5

$

:

%%

L

#

%

P

H

D

*

H

%

6

#D

&

@

RL

!

$

RH

%

5

$

!

#%

"

式!

#%

"说明
L

#

是常数%即
,

#

也是常数
8L

%

和
L

!

是
H

%

的函数%由此可得#

@

.

%

59

%

>

&

/

:

>

@

%

@

!

EDF

!

9

#

%

%

6%

!

6*

H

%

"

@

.

!

5

%

>

&

@

:

%%

@

#

%

EDF

!

9

#

%

%

6%

!

6*

H

%

"

%

.

%

5

%

>

&

/

:

>

@

!

N6E

!

9

#

%

%

6%

!

6*

H

%

"

%

.

!

5

%

>

&

@

@

!

:

%%

@

#

%

N6E

!

9

#

%

%

6%

!

6*

H

%

-

'

(

"

!

##

"

!!

由式!

##

"的前两式可以得到#

@

#

%

6

:

>

&

@

@

#

!

$

:

%%

&

/

5

>

%

!

>

为常数 !

#!

"

式!

#!

"表明如果系数
:

>

和
:

%%

同号%

@

%

和
@

!

有界%

从而
,

%

和
2

也有界&若
:

>

和
:

%%

异号%则
@

%

和
@

!

!

,

%

和
2

"可随时间增加而增长%从而导致拉索和桥

面出现不稳定振动
8

"!#

!"

!

&

"

"

,

"&!

时

将方程近似解的阶数取到二次
8

设
&

@

_#

&

#

d

)*

%由方程!

%!

"的长期项条件得到#

RL

$

RH

%

5

$

&

:

"

L

)

#

L

!

P

D

*

H

%

6

#D

&

#

.

RL

#

$

RH

%

5

$

:

%#

L

#

#

P

H

D

*

H

%

6

#D

&

@

.

RL

!

$

RH

%

5

$

!

#>

"

因此
L

%

是常数%

L

#

和
L

!

是时间变量
H

%

的函数%

由
L

%

和
L

!

的指数形式表达式可以得到#

@

.

#

59

:

"

@

#

@

!

EDF

!

9

#

%

#

6%

!

6*

H

%

"$

>

&

#

@

.

!

5

:

%#

@

#

#

EDF

!

9

#

%

#

6%

!

6*

H

%

"$

>

&

@

%

.

#

5

:

"

@

!

N6E

!

9

#

%

#

6%

!

6*

H

%

"$

>

&

#

%

.

!

5

:

%#

@

#

#

N6E

!

9

#

%

#

6%

!

6*

H

%

"$

>

&

@

@

-

'

(

!

!

#;

"

!!

由式!

#;

"进一步得到
@

#

和
@

!

满足的关系式如下#

@

#

#

6

:

"

&

@

@

#

!

$

:

%#

&

#

5

>

%

!

>

为常数 !

#B

"

而
@

#

和
@

!

随时间的变化规律取决于系数
:

"

和
:

%#

的正负
8

若
:

"

和
:

%#

同号%则
@

#

和
@

!

有界%从而拉

索和桥面的振幅均有界&若
:

"

和
:

%#

反号%

@

#

和
@

!

则有可能随时间增加而增长%从而使拉索和桥面的

振幅不断增加%系统产生不稳定振动
8

#

!

算例分析

以南京长江二桥
+#$

拉索为例进行算例分析%

基本参数为#张力在
I

端!下端"的竖向分量
N

I

_

!!BA8!;%U*

&为拉索单位长度自重
A

F

_$8=A;

U*

.

K

H%

&拉索的水平投影长度
3_#A#8!"AK

%垂直

投影长度
)_%;!8";AK

&拉索
+

%

I

两锚固端之间的

弦长
%_!!$8>K

&拉索断面面积
,_$8$%$%AK

#

&

拉索弹性模量
#_%8A$f%$

"

USL

%阻尼系数取为

$8A#*

.

3

.

K

H%

%对应的拉索一阶阻尼比为
$8%A!

&

静张力
H

E

_=;%B8"U*

%拉索的一阶频率
&

%

_

$8>B=â

%比按张紧弦的频率公式,

%"

-得到的频率值

大
%8!!

&而拉索的二阶频率
&

#

_$8A#$"â

%和张

紧弦频率公式,

%"

-得到的结果近似相等
8

可见%拉索

的垂度效应对其一阶频率有影响%而对其二阶频率

影响非常小
8

图
#

为拉索和质量块位移响应中的最大振幅随

两者频率比
&

!

$

&

%

的变化情况
8

在
&

!

$

&

%

接近
%

$

!

%

%

$

#

%

%

及
#

的时候%拉索一阶振幅均出现较明显的峰

值&在
&

!

$

&

%

接近
!

和
;

时%虽然拉索一阶振幅的值

要比初始扰动大%但是却没有明显峰值出现&拉索的

二阶振幅在
&

!

$

&

%

接近
>

%即
&

!

$

&

#

接近
#

时出现

较大的峰值&而桥面在各个共振情况下的最大振幅

均和初始扰动值相同
8

此外%对比有垂度索模型的结果图
#

和张紧弦

模型的结果,

%"

-可以发现#

!

%

"在考虑拉索垂度时%拉索一阶模态的共振

区间增多
8

这是由于考虑拉索垂度以后%拉索的运动

微分方程中增加了平方非线性项与线性耦合项
8

#%%%
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!!

图
A

!

考虑垂度时水平拉索和质量块位移响应的

最大振幅随固有频率比
"B

"

"=

的变化

>,

(

?A

!

IH.0"C"0

@

1,57+.*-3"91."'++.3$-*#+,--.#.'5

-#.

J

7.'3

;

#"5,*

"B

"

"=

!!

!

#

"在
&

!

$

&

%

,

%

处的主共振区间要比不考虑

垂度时宽得多
8

就振幅峰值而言%考虑垂度时拉索一

阶振幅的峰值在
&

!

$

&

%

,

%

处比不考虑垂度时大%而

其他峰值在两种情况下相差不大
8

拉索一阶模态的

响应特性相对于张紧弦有所变化%特别是
%e%

共振

时变化较大
8

!

!

"考虑拉索垂度以后%拉索的二阶模态在
&

!

$

&

%

,

#

即
&

!

$

&

#

,

%

处的峰值不明显
8

在拉索二阶运

动微分方程中%由于重力垂度产生了拉索一*二阶模

态之间的耦合项%当拉索一阶模态发生
#e%

共振

时%这一项所占的比重较大%从而使拉索二阶响应特

性和张紧弦的不同
8

对于
&

!

$

&

%

,

>

处的共振区%拉

索出现较强的二阶共振&并且对考虑和不考虑拉索

垂度%拉索二阶振幅峰值相差不大
8

这是因为拉索的

一阶模态在这种情况下没有被激励起来%因此%拉索

重力垂度引起的拉索一*二阶模态的耦合平方项对

于改变拉索二阶模态的运动特性贡献很小
8

在图
#

中%当
&

!

$

&

%

接近
%

$

#

或
#

时%拉索一阶

模态共振区间中振幅峰值对应的频率比
&

!

$

&

%

分别

为
$8;$=

和
%8A=;

%满足式!

%B

"&而当
&

!

$

&

%

接近

%

$

!

时%拉索一阶模态的振幅峰值对应的频率比
&

!

$

&

%

为
$8!!B

%满足式!

#$

"

8

由于解析分析中无法得到

其他几种共振情况下
&

!

$

&

%

的显示表达式%因此对

于
&

!

$

&

%

接近于
%

时拉索一阶振幅的峰值以及

&

!

$

&

%

接近于
>

时拉索二阶最大振幅所对应的频率

比
&

!

$

&

%

的具体值无法得到%只能由数值计算结果

图
#

看出%在
&

!

$

&

%

,

%

或
&

!

$

&

%

,

>

处的峰值对应

的频率比分别
$8A""

和
!8A;$8

拉索响应频谱结果表明%考虑拉索垂度时%由于

拉索一阶运动方程和桥面运动方程有耦合线性刚度

项%拉索一阶响应以及桥面的响应成分中均有两个

频率存在%但以各自的固有频率为主
8

图
!

$

图
=

分别为
%e!

%

%e#

%

%e%

%

#e%

及

>e%

共振时拉索和桥面位移响应及相应的频谱
8

由

图
!

$

图
=

可知#!

%

"在各种共振情况下%拉索一*二

图
B

!"B

KL!BBM

"=

时拉索和桥面的时程曲线及频谱图

>,

(

?B

!

I,0.H,85*#

;

"'+8

@

.35#70

(

#"

@

H*-"0

@

1,57+.8*-3"91."'++.3$<H.'

"B

KL!BBM

"=
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图
N

!"B

KL!OLP

"=

时拉索和桥面的时程曲线及频谱图

>,

(

?N

!

I,0.H,85*#

;

"'+8

@

.35#70

(

#"

@

H*-"0

@

1,57+.8*-3"91."'++.3$<H.'

"B

KL!OLP

"=

图
O

!"B

KL!QRR

"=

时拉索和桥面的时程曲线及频谱图

>,

(

?O

!

I,0.H,85*#

;

"'+8

@

.35#70

(

#"

@

H*-"0

@

1,57+.8*-3"91."'++.3$<H.'

"B

KL!QRR

"=

阶振幅及桥面的振幅都是有限值%计算得到在各种

共振情况下拉索振幅和桥面振幅之间均满足振幅的

有界性条件
8

!

#

"从频谱图知%由于拉索一阶模态与

桥面之间存在线性耦合项%拉索一阶振幅主要有两

个特征频率成分
&

/

和
&

@

%其中
&

/

,

KDF

!

&

%

%

&

!

"%

&

@

,

KLG

!

&

%

%

&

!

"%并且在靠近拉索一阶固有频率

&

%

处的峰值较大&拉索二阶振幅主要频率成分为

&

#

&桥面振幅也含有
&

/

和
&

@

两个频率成分%但以

>%%%
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!!

接近桥面固有频率
&

!

为主频%在近
&

%

处的谱峰值

很小%但
&

@

,&

/

时桥面在两频率处谱峰值均很大%

因为此时拉索一阶频率和桥面频率很接近
8

拉索和

桥面在组合频率*倍频处也有很小的谱峰值%其对应

的频率值可由二阶以及三阶近似解析解得到
8

!

!

"共

振情况下桥面位移和被激励起来的拉索位移呈现

'拍(的特性%振幅交替增减%而没有被激励起来时则

做简谐振动
8

这与近似解析解的结论一致
8

图
M

!"B

K=!QPO

"=

时拉索和桥面的时程曲线及频谱图

>,

(

?M

!

I,0.H,85*#

;

"'+8

@

.35#70

(

#"

@

H*-"0

@

1,57+.8*-3"91."'++.3$<H.'

"B

K=!QPO

"=

图
P

!"B

KB!QOL

"=

时拉索和桥面的时程曲线及频谱图

>,

(

?P

!

I,0.H,85*#

;

"'+8

@

.35#70

(

#"

@

H*-"0

@

1,57+.8*-3"91."'++.3$<H.'

"B

KB!QOL

"=
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结语

本文提出了带垂度水平索 桥系统考虑二阶模

态的面内参数振动的理论模型%采用多尺度方法%导

出运动方程的理论解%特别讨论了几种不同特征频

率比时拉索运动方程解的特性
8

采用数值方法计算

了南京长江二桥
+#$

拉索的参数激振响应%得到了

索 桥体系参数振动的初步结论
8

!

%

"考虑拉索垂度后拉索的一阶固有频率增

大%而且随垂度增大而增大&而拉索的二阶固有频率

基本不变%与相应的张紧弦的二阶频率接近
8

!

#

"当桥面频率和拉索一阶频率比约为
>

时%即

桥面频率是拉索二阶频率的
#

倍左右时%拉索二阶

振幅很大
8

当桥面频率和拉索一阶频率比约为
#

时%

二阶振幅较小
8

!

!

"在各种共振情况下%即使不考虑拉索和桥

面的阻尼%振幅也都满足有界性条件%是有界量%具

有限幅特性
8

!

>

"在考虑拉索垂度后%系统共振时%拉索一阶

振幅的最大值并不出现在频率比为
%

或
#

时%而是

小于
%

或
#8

!

;

"考虑拉索垂度时%由于拉索一阶运动方程

和桥面运动方程有耦合线性刚度项的存在%拉索一

阶响应以及桥面的响应成分中均有两个频率存在%

但以各自的固有频率为主
8

!

B

"当系统发生共振时%被激励起来的拉索模

态的位移曲线呈现'拍(的特性
8
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