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摘要#不同于以往确定完整指数函数参数的方法)提出了确

定完整指数函数参数的差分形式最小二乘法'然后结合现场

试验)对完整指数函数拟合荷载 沉降曲线的规律进行分析)

探讨用指数函数最大曲率点判定桩的极限承载力及其相应

沉降的合理性'最后针对未加载至破坏的单桩竖向静载荷试

验)研究用完整指数函数预测竖向荷载作用下单桩的极限承

载力及其相应桩顶沉降的可行性)提出了预测单桩极限承载

力的条件和预测单桩破坏时桩顶沉降的合理性和局限性
9

关键词#单桩'竖向静载荷试验'荷载 沉降!

T

5

"曲线'完

整指数函数'极限承载力'预测
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确定单桩竖向承载性能的方法很多)有荷载传

递法*弹性理论法*剪切位移法*数值分析法*灰色系

统理论法*神经网络理论法*最优化理论法*试验方

法等)不管是何种方法)都必须通过试验来验证其方

法的准确性
9

目前研究桩基承载性能试验主要有室

内试验和现场试验)室内试验有测定不同土类*不同

条件下土的荷载传递函数的直剪仪试验*三轴剪力

仪试验*模型试验和离心机试验等'现场试验主要包

括单桩静载试验及桩身应力测试试验
9

现场试验中

的静载荷试验是目前研究单桩承载性能及单桩
T

5

!荷载 沉降"特性最常用的手段
9

典型的单桩竖向静载荷破坏试验荷载 沉降曲

线如图
&

所示
9

可分为
!

段#

&

直线段!弹性阶段")

在小荷载作用下)桩土体系呈弹性状态
9

'

曲线段

!弹塑性阶段")随荷载增加)桩土体系进入弹塑性阶

段)桩顶变形呈曲线状)直至第
$

拐点!所谓第
$

拐

点即为陡降段的起始点"

9

(

塑性破坏阶段)过第
$

拐点后)桩身出现急剧下沉)荷载趋于稳定
9

一般认

为)当桩过第
$

拐点后)桩剧烈或不停滞沉降)认为

桩处于破坏状态
9

相应于第
$

拐点的荷载)称为极限

荷载!即极限承载力"

9

而实际工程中由于种种原因)部分试桩未能加

载至破坏)这给如何确定桩的极限承载力带来难度
9

对此)国内外学者进行了大量的研究)提出不少确定

承载力的方法)大都先对桩的荷载 沉降曲线假定某

一数学模型)然后利用已获得的试验数据确定该数

学模型中的各个参数)再根据某种极限承载力判定
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准则外推或预估出单桩极限荷载
9

显然)这种预估极

限荷载的准确与否与数学模型的精度有关
9

图
@

!

典型的荷载 沉降曲线
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目前能预测这种破坏规律的典型数学模型有双

曲线函数模型+

&

,

*调整双曲线函数模型+

$

,

*普通指数

函数模型+

!

,

*完整指数模型+

#

,

*幂函数模型+

!

,等
9

文

献+

<

,用各种数学模型对天津地区
@>

根钻孔灌注桩

荷载 沉降进行预测)证实完整指数函数模型拟合天

津地区灌注桩的极限承载力较好
9

笔者在前人研究基础上)首先分析完整指数函

数的适应性)提出便于工程应用的求解完整指数函

数参数的差分形式最小二乘法'然后结合现场静载

荷试验实测数据)用完整指数函数的最大曲率点判

定单桩的极限承载力)证实判定结果与静载荷试验

结果较符合'并通过逐级预测的方法)形成图示)观

察预测单桩极限承载力随级数增多的变化规律)进

而指出预测单桩极限承载力的条件'并就用完整指

数函数最大曲率点对预测单桩的破坏沉降进行

探讨
9

!

!

完整指数函数模型的物理意义及其

参数的差分形式最小二乘法求解

!!!

!

完整指数函数的意义

完整指数模型的数学表达式+
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可知当桩沉降量
5

较小时)

W

K

#

K

5

0
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)上式可简化为

#
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W

K
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)可见
5

很小时方程为通过原点的直线)与

单桩竖向静载试验弹性阶段符合'当
5

增大到一定

程度时)
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K

)与单桩竖向静载试验弹塑性末段较符

合'中间则为弯曲段
9

!!"

!

求解完整指数函数参数的差分形式最小二

乘法

相比双曲线模型参数*调整双曲线模型参数*普

通指数模型参数)求解完整指数模型参数
?

)

@

较

难)文献+

#

,用变尺度优化法!

A3U

法"确定
?

)

@

'文

献+

@

,假定不同的理论极限承载力
?

)然后对试验数

据采用最小二乘法回归分析)再与实测曲线相比较)

以确定模型参数'文献+

>

,在文献+

@

,基础上采用遗

传算法工具箱来优化参数
?

)

@

)使其取得最佳值等
9

但上述的方法均较复杂)对于设计和研究人员要求

较高)需要大量的时间
9

笔者把指数函数式!

&

"转化

为差分的形式)然后对差分方程进行最小二乘法求

解)最终确定参数
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灌注桩竖向静载荷试验及完整指数

函数对实测荷载 沉降曲线的拟合

笔者结合常州高架一期工程)现场设计了
#

根

灌注桩静载荷试验)静载前对试桩进行超声波和低

应变测试)结果显示桩身完整)为
1

类桩
9

据钻探资

料)试桩所在地基土体物理力学性质指标如表
&

所示
9

表
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地基土体物理力学性质指标
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试验根据现场条件采用锚桩横梁反力加载装

置)反力装置由主梁*次梁*钢帽*锚桩和焊接钢筋组

成
9

加载装置由油压千斤顶*油管*油泵和自动加载

仪组成
9

试验通过安设位移传感器的方式来测读其

竖向变形)同时在锚桩顶安装大量程百分表以测读

其上拔位移量
9#

根试桩均以其设计的极限承载力为

依据进行分级加载)对
<&

号*

<$

号*

<!

号三试桩

均分
B

级进行加载)第
&

级加载量为各自设计极限

值的
$

$

&%

)以后加载每级按极限值的
&

$

&%

递增'

<#

号试桩分
&%

级加载)每级都按设计极限值的
&

$

&%

递增
9

本试验加载方式采用慢速维持荷载法
9

试验过

程中仪器可自动补载)尽可能保证在每级荷载下稳

压
9

加载方法*加载稳定判定标准和终止加载条件严

格按2

'0'&%@

(

$%%!

建筑基桩检测技术规范3执行
9

桩的尺寸和静载荷试验结果如表
$9

现场实测的单桩

竖向静载荷试验
T

5

曲线和用完整指数函数拟合

的曲线如图
$

所示
9

从图
$

可以看出完整指数函数对
#

根单桩静载

荷试验
T

5

曲线拟合情况)前
>

级荷载吻合均很

好)第
"

级荷载作用下指数函数拟合的沉降量稍大)

在最后一级荷载即第
B

级荷载作用下)实测
T

5

曲

线和完整指数函数拟合
T

5

曲线分离
9

总体来看完

表
E

!

试桩尺寸及其极限承载力

)$*BE

!

C,--$

(

,$'54+.&D$.,*,$2&'

(

:$

F

$:&.

>

/9.,-.

F

&+,-

桩号 桩径$
KK

桩长$
K

长径比
设计极限值

T

4

$

[+

实测极限值

T

T

$

[+

T

T

对应的桩顶

沉降
5

T

$

KK

<& &$%% #"9$ #%9$ &%@%% B<#% &#9@>

<$ &$%% <&9$ #$9> &&%%% BB%% B9$#

<! &$%% #<9$ !>9B &%<%% "#%% &B9%B

<# &$%% <#9< #<9$ &$%%%

&

&$%%%

&

&@9<"

""#
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整指数函数拟合
T

5

曲线在静载荷试验实测
T

5

曲线内侧)同样的荷载作用下通过完整指数函数拟

合得到的桩顶沉降要比实测值稍大)两曲线发展变

化的规律相符
9

是否可以用完整指数函数判定单桩

竖向荷载作用下的极限承载力和相应桩顶沉降)将

在
!9&

节进行探讨
9

图
E

!

L@

!

LJ

号桩荷载 沉降曲线

A&

(

BE

!

7/$5&'

(

-,..+,D,'.:42I,-/9M&+,L@

!

M&+,LJ

!!

静载荷试验中)

T

5

曲线陡降段起始点被认为

是试验单桩的极限承载力)将静载荷试验实测的
T

5

曲线陡降段起始点的沉降与在此级荷载作用下通

过完整指数函数拟合得到的桩顶沉降进行比较)由

实测知
<&

号*

<$

号*

<!

号三试桩的陡降段起点

皆为第
"

级荷载'

<#

号桩分
&%

级荷载施加)最终未

达到破坏)这里分析
<#

号桩最后
!

级沉降变化
9

实

测沉降和完整指数函数拟合沉降及其两者间的误差

分析如表
!

)其中
5

为实测沉降)

5

f为拟合沉降
9

由表
!

知拟合误差最大为
<&

号试桩)在第
"

级荷载作用下误差为
$<9@!

)比静载荷试验实测的

沉降多
!9>@KK9

误差最小的为
<!

号试桩)在第
"

级荷载作用下误差仅为
"9"!

)比静载荷试验实测的

沉降多
$9%BKK9

这比之按总沉降量判定缓变型
T

5

曲线的单桩抗压极限承载力准则+

B

,

#%KK

小很

多)可认为实测曲线和拟合曲线吻合较好
9

用完整指

数曲线拟合实测单桩竖向静载荷试验的
T

5

曲线)

在工程意义上讲是可行的
9

表
G

!

试桩沉降分析

)$*BG

!

",..+,D,'.$'$+

>

-&-/9.,-.

F

&+,-

荷载
5

$

KK

5

f

$

KK

5H5

f

5

&̀%%

<&

号桩第
"

级荷载
&#9@> &"9#! $<9@&

<$

号桩第
"

级荷载
&"9!& $$9@" $!9B%

<$

号桩第
"

级荷载
$#9%! $@9&$ "9>!

<#

号桩第
"

级荷载
&%9%> B9B" %9B&

<#

号桩第
B

级荷载
&$9B# &!9%B &9$$

<#

号桩第
&%

级荷载
&@9<" &"9!B &%9B&

<#

号桩静载荷试验第
&%

级荷载为
&$%%%

[+

)已达到设计极限承载力)但试桩未达破坏)由表

!

知第
"

级和第
B

级误差不大)分别为
%9B!

和

&9$!

)比较接近)而第
&%

级误差突然增大)为

&%9B!

)由差分原理知在第
&%

级荷载作用下
<#

号

试桩
T

5

曲线斜率变化很大)已接近弹塑性段末

期)接近破坏)误差变大是合理的
9

#

!

用完整指数函数判定%预测单桩的

极限承载力及其相应沉降

#!!

!

用最大曲率点对单桩竖向极限承载力及其相

应桩顶沉降的判定

由
&9&

节分析知指数函数数学模型可由初始的

最大斜率
W

K

和
5

趋无限大时的极限值
#

K

进行确

定)而达到
#

K

时)

5

理论上为无限大)与实际破坏荷

载和其对应沉降值不一致)因此无法用极限值来预

B"#
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测单桩的极限承载力及其相应桩顶沉降
9

规范+

&%

,规

定把静载荷试验实测
T

5

曲线陡降段的起始点或

缓变性
T

5

曲线桩顶沉降
5

达
#%KK

的承载力作

为工程上的极限承载力
9

寻找一个指数模型的特征

点来判定破坏点位置)有很多学者也在这方面进行

了探讨+

&H<

,

)最大曲率点是完整指数函数上唯一的

特征点)本节就对以此特征点判定及预测竖向荷载

作用下单桩的极限承载力及其相应桩顶沉降的可行

性进行了探讨
9

从图
$

*表
!

可知)设计的
<&

号试桩*

<$

号试

桩*

<!

号试桩静载荷试验因在破坏前荷载分级太

少)导致在弹塑性阶段的误差稍大)而
<#

号试桩荷

载在破坏前分级较多却没能达到破坏'文献+

#

,中
4$

号试桩的静载试验荷载分级较多)相比上面
#

根试

桩)较合适用来验证
&9$

节确定完整指数函数参数

?

)

@

的差分形式最小二乘解法)并可验证最大曲率

点判定单桩竖向荷载作用下的极限承载力及其相应

桩顶沉降量的可行性
9

4$

号试桩长
&%K

)桩径
!%%KK !̀%%KK9

实

测
T

5

曲线和拟合
T

5

曲线如图
!

所示
9

图
G

!

"E

号桩荷载 沉降曲线

A&

(

BG

!

7/$5&'

(

-,..+,D,'.:42I,/9M&+,"E

!!

由图
!

可见)实测的
4$

号试桩
T

5

曲线和拟

合的
T

5

曲线吻合较好)可知用完整指数函数的差

分形式最小二乘法确定的指数函数参数是足够精确

的)可用于实际工程)能反映出
T

5

曲线变化的规

律
94$

号试桩的实测桩顶沉降和拟合桩顶沉降及它

们之间误差分析如表
#

所示)误差较大点主要发生

在第
&

级荷载附近以及第
&<

级荷载和第
&@

级荷载

处)沉降误差第
&

级为
$B9#!

)第
&<

级为
$B9B!

)

第
&@

级为
$%9&!9

第
&

级的荷载影响因素很多)有

些学者建议拟合时把最初的几点删除)本文中分析

结果显示这样的建议是合理的'而第
&<

级荷载是静

载试验做到破坏时陡降段的起始点)即静载试验判

定极限承载力的点)根据差分计算的原理分析)此处

受斜率变化的影响较大)因此导致此处误差较大)进

而知晓指数函数最大曲率点应在第
&<

级荷载附近
9

第
@

级到第
&#

级指数函数拟合沉降误差较小)均在

&#!

之内)且有持续增加的趋势)到第
&<

级变化最

大)可见
T

5

曲线的最大曲率点在此处是合理的
9

对指数函数式!

&

"进行求导计算)推导出最大曲率点

对应式!

B

"

9

表
J

!

"E

号桩沉降分析

)$*BJ

!

",..+,D,'.$'$+

>

-&-/9M&+,"E

各级荷
载$

[+

实测沉降

5

$

KK

拟合沉降

5

f

$

KK

5

f

H5

5

f

H5

5

&̀%%

% % % % %

&%% %9!# %9## %9&% $B9#

$%% %9@> %9"& %9&# $%9B

!%% &9%$ &9$! %9$& $%9@

#%% &9@" &9"B %9$& &$9<

<%% $9># !9$< %9<& &"9<

@%% !9"& #9%" %9$> >9$

>%% #9<B <9%& %9#$ B9$

"%% <9>% @9%@ %9!@ @9$

B%% @9"< >9$< %9#% <9"

&%%% >9B& "9@# %9>! B9!

&&%% B9$$ &%9!$ &9&% &&9B

&$%% &&9%B &$9#$ &9!! &$9%

&!%% &!9@" &<9$! &9<< &&9!

&#%% &"9&" $%9@! $9#< &!9<

&<%% $$9&< $"9>" @9@! $B9B

&@%% !B9B" #"9%% "9%$ $%9&

知曲率公式

M

<

E

*

&

=

!

E

!

"

+ ,

$

!

$

!

>

"

将式!

&

"的一阶导数和二阶导数代入式!

>

"得

M

<

?@

$

M

B

@A

!

&

=

?

$

@

$

M

B

$@A

"

!

$

$

!

"

"

求解
M

的最大值)并把
?_#

K

)

@_

W

K

#

K

代入即得荷

载 沉降曲线最大曲率点坐标值
#

S

#

S

<

#

K

&

B

&

槡$W

$

%

2

3

K

)

!

5

;

<

#

K

W

K

8F

!槡$M
K

"

!

B

"

把拟合结果
#

K

)

5

K

代入式!

B

"可得拟合破坏点位

置#

#

S

_&<#![+

)

5

S

_#>9B"KK9

与实测极限承载

力和相对应桩顶沉降值
#

T

_&<%%[+

)

5

T

_$$9&<

KK

比较)最大曲率点在第
&<

级荷载与第
&@

级荷载

之间)最大曲率点荷载比静载试验实测极限承载力

大
$9B!

)但拟合
T

5

曲线在实测曲线
T

5

内侧)

可认为用最大曲率点荷载判定极限承载力是精确

%B#
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的)且从总体看)偏于保守)有利于工程安全'完整指

数函数最大曲率点沉降比静载实测极限承载力!即

试验第
&<

级荷载"对应桩顶沉降大
&&@9@&!

)与第

&@

级荷载作用下的桩顶沉降比较)大于第
&@

级荷载

作用下桩顶沉降
$%9%&!

)说明第
&<

级荷载到第
&@

级荷载之间已很陡峭)可能已经过渡到塑性段)因此

产生较大误差
9

用式!

B

"判定第
$

节中的
#

根桩的静

载试验的极限承载力)结果如表
<

所示
9

表
L

!

试桩极限承载力分析

)$*BL

!

Y+.&D$.,*,$2&'

(

:$

F

$:&.

>

$'$+

>

-&-/9.,-.

F

&+,-

桩号
实测极限
承载力$

[+

拟合极限
承载力$

[+

相对误差
$

!

荷载分级带来的
相对误差$

!

<& B<#% B<"% %9# &&9&

<$ BB%% BB<! %9< &$9<

<! "#%% "#"" &%9< &&9&

<#

&

&$%%% &$<#&

由表
<

可知用曲率最大点判定桩的极限承载

力)

<&

号*

<$

号*

<!

号三桩的拟合值均比静载得

到的极限承载力大)最大的为
<!

号桩)大于实测值

&%9<!

)但仍小于荷载分级带来的误差
&&9&!

)即小

于下级的荷载)说明用完整指数最大曲率点判定的

极限承载力在陡降段内)用完整指数函数的最大曲

率点判定单桩的极限承载力是合理的
9

用最大曲率点判定单桩破坏时桩顶沉降如表
@

)

除
<#

号试桩没有测出破坏时桩顶沉降而不能比较

外)

<&

号*

<$

号*

<!

号三桩拟合得到的破坏荷载

所对应的沉降均在陡降段内)这是合理的
9

以
<&

号

桩为例)拟合所得最大曲率点沉降比实测陡降段起

始点沉降大
&>%9@!

)比实测陡降段终点沉降小

@@9#!

)可知)用最大曲率点判定竖向荷载作用下单

桩的破坏桩顶沉降具有合理性)但其精确度较差
9

表
N

!

试桩的破坏沉降分析

)$*BN

!

32/%,'-,..+D,'.$'$+

>

-&-/9.,-.

F

&+,-

桩号
实测陡降段起
点沉降$

KK

实测陡降段
终点沉降$

KK

最大曲率点
拟合沉降$

KK

<& &#9@> &&%9%@ !>9%

<$ &%9># &$%9$% ##9@

<! $#9%! &%!9%% <>9B

#!"

!

用最大曲率点对单桩竖向极限承载力及其相

应桩顶沉降的预测

面对现实静载试验受到种种条件的限制而未能

实测出单桩的极限承载力的情况)预测单桩竖向极

限承载力及其相应桩顶沉降就显得必要)上述
< #

号桩由于反力梁不足以提供反力而不能达到破坏就

属于这样一个特例
9

又从第
!9&

节的分析知)斜率的变化对判定单

桩的极限承载力至关重要)而最大曲率点是斜率变

化最大点)能用于判定单桩的竖向极限承载力)因此

可尝试用最大曲率点位置预测单桩静载荷试验的极

限承载力及其相应桩顶沉降
9

函数的差分形式最小

二乘法受荷载分级多少的影响)特别是破坏的弹塑

性段)只有分级足够多才能描述出此阶段斜率变化)

进而精确预测塑性破坏阶段的曲线形状)拟合结果

才能更好地逼近真实值
94$

号试桩静载荷试验分级

较多)可逐步观察预测极限承载力的变化情况)因此

这里将以
4$

号试验为基础进行分析
94$

号试桩静载

荷试验荷载分
&@

级)从前
#

级荷载开始预测)接着

用前
<

级荷载进行预测).)直至用前
&@

级荷载预

测'逐步预测的单桩的极限承载力和最大斜率如图
#

所示)横坐标表示的为预测所用的前几级荷载
9

图
J

!

"E

号桩极限承载力和初始斜率预测

A&

(

BJ

!

M2,5&:.&/'/94+.&D$.,*,$2&'

(

:$

F

$:&.

>

$'5*,

(

&''&'

(

-+/

F

,/9M&+,"E

从图
#L

可以看出从前
&&

级荷载开始)预测的

极限承载力逐渐趋于稳定)从图
#X

可以得到相同的

结论)从
&&

级荷载预测的
T

5

最大斜率才趋于稳

定
9

从图
!

可见)第
&&

级荷载为弹塑性的初始段)在

第
&<

级荷载处静载试验达到破坏
9

因此假如静载试

验没能加载至弹塑性变形段)预测桩的极限承载力

是难以达到目标的
9

基于上述分析)对本试验
<#

号

桩的
T

5

曲线进行拟合预测)如图
<9

图
L

!

LJ

号桩极限承载力和初始斜率预测

A&

(

BL

!

M2,5&:.&/'/94+.&D$.,*,$2&'

(

:$

F

$:&.

>
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从图
<

可以看出最后
$

次的预测基本稳定
9

从

图
$

可见)

<#

号桩第
B

级荷载*第
&%

级荷载作用下

T

5

曲线明显弯曲)显然已进入了弹塑性变形段)

认为用前
&%

级测点预测单桩的极限承载力是合理

的
9

同样可由式!

B

"计算出其最大曲率点坐标值
#

S

_

&$<#&[+

)

5

S

_<<9<KK

)其作为
<#

号桩的预测

极限承载力和相应桩顶沉降值
95

S

_<<9<KK

远大

于实测第
&%

级荷载作用下累计的沉降量
&@9<"

KK

)与表
@

中加载至破坏的
!

根试桩类比)与破坏

荷载作用下的沉降远大于前一级荷载沉降的规律一

致)但相对误差偏大
9

$

!

结论

!

&

"用完整指数函数的差分形式最小二乘法求

解完整指数函数的参数是可信的)便于工程人员使

用
9

与实测极限承载力相比)预测的平均相对误差为

!9"!

)略大于文献+

<

,用完整指数函数对
@>

根灌注

桩拟合的平均相对误差
$9!!

)但依然很小)可认为

完整指数函数模型可用于常州地区大直径深长灌注

桩
T

5

曲线拟合及其极限承载力预测
9

!

$

"用最大曲率点判定桩的极限承载力)所得

结果相对较保守)有利于工程安全'可以用最大曲率

点判定相应桩顶沉降)但误差偏大
9

!

!

"用完整指数函数可以预测静载荷试验未达

破坏情况下的单桩极限承载力)但前提条件要有部

分实测点在第
$

阶段即弹塑性段)且在弹塑性段分

级越多预测越精确
9

建议对可能做不到破坏的单桩

竖向静载荷试验在弹塑性段要尽可能多次分级加

载)以便预测
9

!

#

"用完整指数函数预测单桩的极限承载力所

对应的桩顶沉降具有一定的合理性)但不够精确)可

为研究提供参考)此方面的工作有待进一步完善
9
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