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摘要#基于土体本构模拟的热力学方法'分析了
5677C:D

土体

热力学本构模型'针对其硬化定律的不足'引入统一硬化参

量进行改进'将其扩展为能反映砂土和黏土变形特性的统一

热力学模型
8

运用建立三维临界状态模型的方法将改进模型

三维化'并针对常规三轴实验试样的轴对称变形特点'编制

了改进前(后的土体热力学模型的有限元程序
8

对上海粉细

砂常规三轴实验的有限元模拟分析表明模拟与试验变形一

致'初步验证了模型的合理性和有效性
8

关键词#本构模型%热力学%统一硬化参数%有限元

中图分类号#

.(>>#

!

文献标识码#

+

Q$

F

&03%$%,;0/E2%&$0$%(2),'()* <06%*/0&

80'*),6Q;.@L<+,)*

-

.'.0/E&')4')*E%.;

,-?%)

@

)*

+

#

'

A#.$,30*

+

$

'

B5",38%*

$

!

#8AO

X

9RNIO:N6M /O6NOLU:CL972:

K

C:OORC:

K

'

.6:

KB

C(:CWORDCN

J

'

3U9:

K

U9C$%%%"$

'

5UC:9

%

$83LU6676M3LCO:LOD

'

C̀:

K

P96.OLU:676

K

CL97

(:CWORDCN

J

'

C̀:

K

P96$@@%!!

'

5UC:9

"

+9.;&)(;

#

\9DOP 6: NUO NUORI6IOLU9:CL979

XX

R69LU N6

ODN9T7CDUO79DNCL<

X

79DNCLL6:DNCNQNCWOI6PO7M6R

K

O6I9NORC97D9:P

9:97

J

DCD6MNUORI6IOLU9:CL97I6PO7

X

R6

X

6DOPT

J

5677C:D

'

CND

DU6RN9

K

O6MU9RPO:C:

K

79YCDCI

X

R6WOPT

J

C:L6R

X

6R9NC:

K

Q:CMCOP

U9RPO:C:

KX

9R9IONORD

'

NUO:NUOQ:CMCOPI6PO7YUCLUCDDQCN9T7O

M6RT6NUL79

J

9:PD9:PCD

X

RODO:NOP8+MNORNUONUROO<PCIO:DC6:

TOC:

KK

O:OR97C[OP

'

NUOMC:CNOO7OIO:NIONU6P

!

-2V

"

L6I

X

QNOR

X

R6

K

R9I6MNUORI6IOLU9:CL97I6PO79:PNUOCI

X

R6WOPI6PO7

YUCLU L6:DCPORNUO POM6RI9NC6: LU9R9LNORD6MNR9PCNC6:97

NRC9EC97NODN9ROY6RZOP6QN8.UO:NUOCI

X

R6WOP

X

R6

K

R9ICD

QDOPN6DCIQ79NONR9PCNC6:97NRC9EC97L6I

X

RODDC6:NODND6M

3U9:

K

U9CDC7ND9:P

'

NUOR9NC6:97CN

J

9:PW97CPCN

J

6MNUOCI

X

R6WOP

I6PO7L9:TODOO:MR6INUOL6I

X

9RCD6:6MNUOL97LQ79NOP

RODQ7ND8

=%

-

>0&6.

#

L6:DNCNQNCWOI6PO7

%

NUORI6IOLU9:CLD

%

Q:CMCOP

U9RPO:C:

KX

9R9IONOR

%

MC:CNOO7OIO:NIONU6P

!

-2V

"

!!

用热力学方法建立岩土材料的本构关系抛弃了

传统弹塑性建模的一些不合理做法)

#

*

'有较好的数

学和物理基础'已成为国内外研究的热点之一)

$F#%

*

8
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将该方法系统化后提出了一个土体的热力学

模型
8

该模型通过参数的不同取值'可得到包括修正

剑桥模型和类似于
,9PO

屈服面在内不同的屈服面

形式'具有较大的适应性
8

然而该模型以塑性体积应

变为硬化参量'采用与修正剑桥模型相同的硬化定

律'导致该模型具有修正剑桥模型的一些缺点'如不

能反映剪胀'不能较好反映超固结土与中密砂的变

形特性等
8

姚仰平等推导并建立了一个适用于砂土

和黏土的统一且与应力路径无关的硬化参数'并发

展了统一硬化模型)

##F#!

*

8

鉴于土体热力学模型坚实

的数学与物理基础以及统一硬化参数的基本特性'

本文基于土体热力学建模的基本思路'针对
5677C:D

土体热力学模型的硬化定理的不足'引入统一硬化

参数进行改进'将其扩展为既适用于黏土也适用与

砂土的统一热力学模型
8

然后将统一模型三维化'针

对上海吹填粉细砂的常规三轴排水试验的变形特

点'编制相应的模型有限元程序
8

计算和试验结果初

步验证了改进模型的合理性
8

!

!

土体热力学模型的建立

!!!

!

土体热力学建模的基本思路

基于热力学基本定律'结合岩土材料的变形特

点'推导适合土体热力学定理的表达式
8

用自由能函

数确定与弹性和塑性相关的变形'用耗散函数确定

与塑性应变增量相关的变形'然后用
HCO

K

7OR

正交假

定有效定义了非常广泛的本构方程的类型'再用

,O

K

O:PRO

变换'就可以导出弹塑性理论必须的基本

要素)

$

*

8

该方法又称超塑性理论'一旦自由能函数与
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耗散增量函数确定'即可导出屈服函数与流动法则'

进而得出增量形式的本构方程
8

较为详细的推导过

程可参考文献)
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热力学各向同性模型
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提出各向同性模型簇!

CD6NR6

X

CLI6PO7

"

耗散增量函数的通用表达式为)
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式中#

P
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W

和
P

%

X

D

为塑性体积应变增量与塑性剪切应

变增量%

"

'

E

是有效应力变量!如
4

'

4

L

"的一阶齐

次函数'具有应力的量纲'其表达式为
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式中#

4

为静水压力%

4

L

为固结压力%

&

'

!

为模型系

数%

G

为临界状态线的斜率
8

由耗散应力的定义)

;

*得耗散压力和耗散剪应

力为

4
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用式!
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"消去应变增量得耗散应力空间的屈服条件
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显然是一簇同心椭圆
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由式!
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"可得耗散应力空间的

流动法则为
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式中#

(

为剪胀角
8

在耗散应力空间中塑性应变增量正交于椭圆屈

服面
8

在临界状态线!

53,

"上
4

A

_%

'由迁移应力的

定义有

4

3

C

4

53,

!

@

"

式中#

4

53,

为
53,

与屈服面交点处的压力
8

由等向固

结压缩试验的特征可以得出
4

3

_

!

4

L

$

$

'即
4

A
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'且
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H

为广义剪应力"'代入式!

;
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可得真实应力空间的屈服条件
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真实应力空间中塑性应变增量可表示为
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由式!

;

"与!

G

"可看出'塑性应变增量正交于耗

散应力空间的椭圆屈服轨迹'但是否正交于真实应

力空间的屈服轨迹则取决于耗散函数是否依赖于真

实应力'也即式!

$

"中各系数的取值
8

该式中的系数

都有明确的物理意义'

&

称泪珠参数'取值范围为

)

%

'

#

*

8

随
&

值的减少'屈服面由椭圆向泪珠形状变

化
8

!

为延长参数'随
!

值的减少'屈服面逐渐变得

细长'取值范围为)

%

'

#

*

8

图
#

为
&

和
!

不同取值时

的屈服曲线
8

例如'对于修正剑桥模型'

&

_

!

_#8%

'

耗散函数中无真实应力项'在真实应力空间中仍为

关联流动法则%当
&&

#8%

'

!&

#8%

'则耗散函数中包

含真实应力项'则真实应力空间中的流动法则必为

非关联的
8

对于前者'屈服轨迹从耗散应力空间转换

到真实应力空间只作简单的平移%对于后者'屈服轨

迹不但移动'还改变其形状'不再遵循关联流动法

则
8

当
&

_

!

_%

'为不可压缩的
56Q76IT

摩擦模型
8

为简便计算'假设固结压力
4

L

只依赖于塑性体

积应变'
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热力学模型采用的硬化定律为
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式中#
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分别为压缩指数和回弹指数
8

图
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和
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不同取值时的屈服轨迹
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热力学各向同性模型的改进

5677C:D

提出的土体热力学模型具有较好的数学

G
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力学基础'通过模型参数的不同取值'可以得到包括

修正剑桥模型在内的不同屈服面的形式'具有较大

的适应性
8

但该模型仍属于单屈服面模型的范畴'选

用不同的硬化参量得到不同形式的加载面'不能保

证给定边值问题的惟一性'因而合理选用硬化参量

及相应的硬化定律十分重要
8

从式!

"

"可看出'该模

型采用塑性体积应变作为硬化参量'忽略了塑性剪

切应变对硬化的影响'不能全面反映岩土材料的硬

化程度'也不能反映土!特别是砂土与超固结土"的

剪胀性
8

因此有必要对土体热力学模型的硬化定律

进行改进
8

塑性应变的产生是土体硬化的根本原因
8

因此'

许多研究者分别将塑性体积应变'塑性剪应变及塑

性应变的某种组合
@

!

%

X

W

'

%

D

X

"等作为硬化参量
8

姚仰

平等)

##F#!

*在对土的应力 应变关系长期研究的基础

上'从最基本的砂土和黏土试验结果(基本的机理出

发去解释(推理硬化参量的合理性'揭示了基本硬化

内参量!塑性体积应变(塑性剪应变"变化的应力路

径相关性'但作为弹塑性模型关键的硬化参量必须

是与应力路径无关的
8

姚仰平等推导并建立了一个

适用于砂土和黏土的统一的(与应力路径无关的等

向硬化参量'表达式为
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'
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式中#

I
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+

"为一个与应力路径相关的因子'去除掉

塑性体积应变增量
P

%

X

W

中和应力路径相关的成分'

使得
P

%

X

W

$

I

!

+

"和应力路径无关'最后再沿着应力路

径进行积分即得与应力路径无关的硬化参数
8I
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+

"

表达式为
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式中#
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为为峰值应力比!
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"

M
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G

为为正常固结

土的临界状态应力比!
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"

LD

%

+

为应力比
H

$

4

8

为了克服
5677C:D

热力学模型直接选用塑性体

积应变为硬化参量而导致的缺点'将统一硬化参数

的思想引入到该模型中'用式!

##

"对热力学模型的

硬化定律进行改进
8

改进后的硬化定律为
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黏土与砂土的应力 应变曲线不同'受应力路径

影响的程度也不同
8

通常情况下'剪切使密砂或中密

砂先剪缩后剪胀%而对于正常固结黏土或松砂'剪切

只引起其体缩
8

对于这类压缩性土'相变应力比
G

与峰值应力比
G

M

相等'

I

!

+

"

_#

'式!

#$

"与式!

"

"相

同'改进的热力学模型退化为
5677C:D

热力学模型
8

对于中密砂等剪胀材料'由式!

#$

"有#

!

#

"

+

_%

!等向压缩条件"'

P

%

W

X

_

)!

)

F

*

"$

4

L

*+

P

4

L

'表现为等向压缩变形
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'此时为由
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8

!

>

"

G

*+*

G

M

!剪胀硬化阶段"'
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%

'表现

为剪胀变形
8

可见改进的热力学模型能够反映中密砂等剪胀

材料在不同应力状态下的不同特性'能够描述其剪

胀性
8

"

!

模型的三维化及弹塑性矩阵的推导

大多数土体的本构模型是建立在三轴压缩实验

基础上的'得到以平均正应力
4

和广义剪应力
H

为

变量的屈服方程
8

然后用
4

_
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$
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和
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为应力张量'

#
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J

为

SR6:OLZOR

符号"将这些模型推广到三维应力条件

下'这样得到的预测结果与实验结果有较大的出入'

主要原因之一是用这种方法推广的三维模型'其屈

服面在
-

平面上是个圆
8

但大量的实验结果证明'土

体屈服面在
-

平面上的性状接近莫尔 库仑准则或

3V]

!空间滑移面"破坏准则)

#

*

8

为了得到更符合实

际的结果'许多学者投入到土体本构模型的三维化

研究中'特别是
*9Z9C

和
VCU9R9
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#>

*

'
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K

9P6

和

\

J

R:O

)

#;

*以及
V9NDQ6Z9
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#@

*等的工作'他们应用空间

滑移面的概念发展了三维临界状态模型
8

但正如文

献)

>

*指出的一样'初始剑桥模型与
V9N9DQ6Z9

)

#=

*等

扩展的模型'允许塑性体积改变而无任何的能量耗

散'这违背了热力学第二定律
8

考虑到以上问题'
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)

>

*从热力学的原理出发建立三维临界状态模

型的基本步骤'这是最一般的模型三维化方法
8

详细

的推导过程可见文献)
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_ POW

!

P

%

X

"时

!

%

&

D

X为非负的恰当选择的某一平面的塑性应变"'得

到的极限状态屈服面是
ARQLZORF]R9

K

OR

圆锥'当模

型参数
&

_

!

_#8%

时'模型为传统三维化的修正剑

桥模型
8

总之这种方法可以克服一些模型三维化的

不足'通过
"

'

E

的函数形式的变化(不同自由能函

数和不同的塑性剪应变'就可以建立不同的二维或

三维本构模型
8

在弹塑性矩阵的推导过程中'由于土体热力学

"
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模型硬化规律和流动法则的特点'势函数在推导过

程利用流动法则代换'因此避免了确定势函数'而且

模型中包含了关联流动法则和非关联流动法则'这

是热力学模型的两个特点
8

弹塑性矩阵利用传统方法进行推导'即

K

O

X

3

J

8L

C

K

O

3

J

8L

F

K

O

3

J

M*

$

+

$,

M*

$

@

$,

'N

K

O

'N8L

B

D

$

@

$,

'N

K

O

4H

%O

$

+

$,

M*

!

#!

"

式中#

K

O

X

3

J

8L

和
K

O

3

J

8L

分别为弹性和弹塑性刚度张量%

+

为塑性势函数%

@

为屈服函数%

B

为硬化参数
8

塑性增量可以表达为#

P

%

X

3

J

_P

.

!

$

+

$

$,

3

J

"'其

中
P

.

是非负的比例系数'可以写成
P

.

_

!

#

$

B

"+

!

$

@

$

$,

3

J

"

P

,

3

J

'在三轴的情况下可以写成

P

.C

#

B

$

@

$

4

P

4

D

$

@

$

H

P

! "

H

!

#>

"

屈服面的一致性方程是

P

@

C

$

@

$

4

P

4

D

$

@

$

H

P

H

D

$

@

$

4

L

P

4

L

C

%

!

#;

"

!!

将式!

#>

"带入式!

#;

"即得硬化参数为

B

C

4

L

!

*F)

"

I

!

+

"

$

@

$

4

L

$

+

$

4

!

#@

"

!!

由式!

=

"'!

G

"'!

#$

"'!

#!

"'!

#;

"和!

#@

"可以完全

推导出改进热力学模型的三维空间的弹塑性矩阵'

然后可以简化到二维空间
8

由得到的弹塑性矩阵即

可得到改进热力学模型的应力应变关系

P

,

3

J

C

K

O

X

3

J

8L

P

%

8L

!

#=

"

#

!

模型的有限元分析

为了对模型进行初步验证'编制了
5677C:D

热力

学模型和改进模型的有限元程序
8

针对上海吹填粉

细砂常规三轴排水试验的变形特点进行模拟分析
8

#!!

!

模型的有限元程序设计

本程序是土体弹塑性模型有限元程序
8

程序用

-').)+*==

语言编写'采用模块化的子程序
8

单元

包括四节点等参元(三角形单元(四节点接触面单元

等'程序的输入和输出数据都采用文件形式'方便了

前后处理
8

应用基本增量法或中点增量法可以对挡

土墙(边坡(土石坝等岩土工程进行非线性或线性平

面应变问题有限元计算
8

5677C:D

热力学模型簇本身可以模拟较广的土体

特性'如修正剑桥模型等
8

改进模型通过参数的变化

既可以模拟砂土的变形特性'又可以模拟黏土的变

形特性'因此该程序可以模拟更广泛的土体特性
8

#!"

!

常规三轴的有限元模拟分析

模拟土样先加
$%%Z]9

等向围压'然后再加

;%%Z]9

轴向压力'压力均分为
>

步逐步加载'剪切

加载速率为
%8$II+IC:

F#

8

为方便程序的前(后处

理'模拟试样直径设为
>%II

'高度为
G%II

!实际

试样直径为
!GII

'高为
=@II

"'砂样级配范围为

%8%$;

"

%8#%%II

'不均匀系数为
%8#;

'相对密度为

$8@;

'最大(最小干密度分别为
#8;=

K

+I

F!和
#8$;

K

+I

F!

'模型参数见表
#8

考虑试样是轴对称的圆柱

体'因此利用轴对称模型进行分析
8

其模型的网格划

分和边界条件见图
$

'共
$%%

个单元'单元采用四节

点等参元
8

表
?

!

模拟计算中采用的模型参数

E)9D?

!

<06%*

F

)&)$%;%&.#.%6',()*(#*);'0,

硬化参数

* )

G G

M

土体的试验参数

/

6

$

Z]97

$

Z]9

#

$!

^

"

%8%%$#;%8%#%%> #8> #8;; %8! #"G%% %8#! !%

!!

注#

/

为泊松比%

6

为弹性模量%

7

为黏聚力%

#

为内摩擦角
:

采用
>

种计算方案进行比较分析
8

方案
#

#

&

_

!

_#8%

时的
5677C:D

热力学模型!实为修正剑桥模

型"%方案
$

#

&

_

!

_#8%

时的本文改进热力学模型%

方案
!

#

&

_%8;

'

!

_%8$

时的本文改进热力学模型%

方案
>

#

&

_%

'

!

_%8$

时的本文改进热力学模型
8

模

型的屈服轨迹见图
#8

图
G

!

算例的单元剖分及边界条件示意图

@'

C

DG

!

@L<$%.2),690#,6)&

-

(0,6';'0,.

#!#

!

模拟结果与分析

方案
#

为修正剑桥模型'适用于正常固结黏土'

不适用于中密砂等剪胀土
8

图
!

和图
>

显示应力
,

<

'

%#
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剪应力
0

<

1

在试样的中部出现应力集中'呈
?

型对称

分布'这与土体三轴试验呈现剪切带的形式一致%图

;

显示应力
,

1

在下部中间出现应力集中%图
@

显示

试样
<

方向!侧向变形"的三轴排水试验变形特点'

试样在受到
$%%Z]9

等向压缩时'节点坐标向内移

动'然后受到轴向
;%%Z]9

压力时'试样中部开始向

外移动'出现外凸'方案
#

外凸在试样的中部'方案

$

'

!

'

>

的外凸在中部偏下一点'这与常规黏土和砂土

三轴试验破坏时出现外鼓现象一致
8

从图
=

可看出'

方案
$

计算的
1

方向!轴向"位移比改进前!方案
#

"

的位移小
G!

"

#@!

'而且应力大的地方变化明显
8

这是由于改进模型能够考虑砂土的剪胀性'应力水

平高的地方剪胀性越明显
8

方案
$

'

!

'

>

为统一硬化

参量改进的模型'能够反映土体的剪胀性
8

图
B

!

方案
?

$

G

计算的应力
#!

等值线图%单位#

S7)

&

@'

C

DB

!

Q.0*',%0/.;&%..

#!

#,6%&8(2%$%?

$

G

图
J

!

方案
?

$

G

计算的剪应力
$!

"

等值线图%单位#

S7)

&

@'

C

DJ

!

Q.0*',%0/.2%)&.;&%..

$!

"

#,6%&8(2%$%?

$

G

!!

方案
!

'

>

的屈服面类似于
,9PO

的泪珠形屈服

面'较适用于砂土
8

应力(位移分布和方案
#

'

$

相似'

从图
G

'

"

可以看出应变出现明显的局部化'而且呈

?

型对称分布'侧向应变外凸的位置和剪切带位置

比前两种方案有所下移
8

综合可以看出'采用黏土和

砂土模型都能够较好模拟三轴试验的变形趋势
8

由

于计算方案中包含得到广泛认可的修正剑桥模型

!方案
#

"'这样改进的模型的合理性与有效性得到间

接的验证
8

同时'改进的土体热力学模型反映了土体

的剪胀性'体现了统一硬化参量的特性'达到了改进

的目的
8

图
K

!

方案
?

$

G

计算的应力
#

"

等值线图%单位#

S7)

&

@'

C

DK

!

Q.0*',%0/.;&%..

#

"

#,6%&8(2%$%?

$

G

图
H

!

方案
?

$

G

计算的
!

方向位移等值线图%单位#

$

&

@'

C

DH

!

Q.0*',%0/6'.

F

*)(%$%,;',!6'&%(;'0,

#,6%&8(2%$%?

$

G

图
M

!

方案
?

$

G

计算的
"

方向位移等值线图%单位#

$

&

@'

C

DM

!

Q.0*',%0/6'.

F

*)(%$%,;',

"

6'&%(;'0,

#,6%&8(2%$%?

$

G

$

!

结语

基于热力学原理建立的土体本构模型与经典的

临界状态理论的形式相似'结构简单'通过参数的不

##
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图
N

!

方案
B

$

J

计算的
!

方向应变
%!

等值线图

@'

C

DN

!

Q.0*',%0/.;&)',',!6'&%(;'0,#,6%&8(2%$%B

$

J

图
O

!

方案
B

$

J

计算的剪应变
"!

"

等值线图

@'

C

DO

!

Q.0*',%0/.2%)&.;&)',

"!

"

#,6%&8(2%$%B

$

J

同取值'可得到不同的屈服面形式'具有较大的适应

性
8

用热力学方法建立土体本构模型从两个热力学

势函数!自由能函数与耗散增量函数"出发'即可导

出弹塑性理论必须的屈服条件(流动法则(硬化定律

和弹性定律'不仅具有紧凑的数学结构'而且不需要

传统方法中的许多人为的任意假设'并自动满足热

力学第二定律
8

但仍采用塑性体积应变为硬化参量'

导致不能全面反映岩土材料的硬化程度'也不能反

映土!特别是砂土与超固结土"的剪胀性
8

引入统一

硬化参量改进后的统一热力学模型克服了这一缺

点'既适用于正常固结黏土等压缩型土'也能适用于

中密砂等压缩剪胀型土'且模型只增加一个参数'丰

富和发展了土体的热力学模型
8

针对上海吹填粉细

砂的常规三轴排水试验的变形特点'通过模型的三

维化及有限元程序化'以及对常规三轴实验的有限

元模拟分析'初步验证了模型的适应性和有效性
8
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