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空间薄壁梁完全拉格朗日格式几何刚度矩阵
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摘要#根据
.CM6DR9EV6

梁理论和
17ND6W

薄壁杆件理论)通

过设置单元内部节点)对弯曲转角和翘曲角采取独立插值的

方法)建立了可以考虑剪切变形*弯扭耦合和二次剪应力影

响的空间薄壁截面梁几何非线性有限元模型+以拉格朗日

格式描述几何非线性应变推得几何刚度矩阵
8

算例表明所建

立模型具有良好的精度)适用于空间薄壁结构的几何非线性

有限元分析
8

关键词#空间梁'薄壁结构'几何非线性'刚度矩阵'有
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由于钢结构延性好*施工周期短并可以满足空

间灵活分割的建筑要求)所以在工业和民用建筑中

得到广泛应用
8

为了充分发挥钢材的高强特性)工程

中梁*柱以及支撑等构件通常均制作成薄壁杆件)对

于主要承受弯曲荷载的薄壁杆件又称为薄壁梁
8

薄壁梁方面的研究已有几十年历史)近几年来

主要集中在以下几方面#极限状态-

%G!

.

*本构关系-

>

.

以及几何非线性
8

几何非线性中考虑了剪切变形和

!或"弯扭耦合的影响-

;GA

.

*大转动-

=GH

.

*侧向屈

曲-

"G%$

.

*弯 扭 屈 曲-

%%

.

*后 屈 曲-

%#

.以 及 塑 性 分

歧-

%!

.等
8

薄壁杆件在外荷载的作用下主要发生弯曲和扭

转变形
8

如果梁的跨高比较小)剪切变形在横向变形

中将占有相当的比重)必须予以考虑)否则会引起很

大的误差
8

如果截面剪心和形心不重合)薄壁梁在横

向荷载作用下弯曲变形的同时会伴随扭转变形)即

弯扭耦合现象
8

在扭转荷载作用下薄壁截面梁发生

翘曲变形)如果翘曲受到约束)不仅产生翘曲正应

力)还产生相应的翘曲剪应力!即二次剪应力")而该

剪应力对剪心的二次扭矩必然会对扭转变形产生一

定的影响
8

有限元模型中考虑薄壁梁剪切变形影响的方法

主要 有
>

种#混 合 有 限 元 法-

%>

.

*

5

$ 连 续 型

.CM6DR9EV6

梁元法-

%;G%=

.

*以控制微分方程组的齐

次解作为单元插值函数的方法-

%H

.和以修正的

\9XMCYCNE

多项式作为插值函数的方法-

%"

.

8

在剪切和扭转变形的耦合问题上)

]CM

等-

#$

.根

据
\977CE

P

9X)9CDDE9X

广义变分原理建立了考虑剪

切变形耦合作用的薄壁截面梁单元)但没有考虑约

束扭转下扭转角沿轴向坐标的非线性变化
8

在弯曲变形和扭转变形的耦合问题上)

\S

等-

%H

.

和
]CM

等-

#$

.等通过分析任意截面的运动建立了考

虑不对称截面弯扭耦合影响的薄壁梁单元模型
8
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但考虑二次剪应力对扭转影响的薄壁梁模型在

文献中还未见到
8

而将横向剪切变形*扭转剪切变形

及其耦合*不对称截面弯曲和扭转之间的耦合以及

二次剪应力对扭转的影响等这些因素均考虑在内的

薄壁梁单元在文献中也未见到
8

一个良好的薄壁梁

单元模型应当将这些因素考虑进来才能真实地反映

薄壁梁的力学特性)进行准确的有限元分析
8

笔者基于
.CM6DR9EV6

梁理论和
17ND6W

薄壁杆

件约束扭转理论)通过设置单元内部节点)对弯曲转

角和翘曲角采用独立插值的方法)建立了可同时考

虑上述各个因素综合影响的空间薄壁截面梁单元)

并将其拓展到非线性领域)得到完全拉格朗日!

12

"

格式的几何非线性有限元模型
8

通过算例与有限元软件
+*343

中可以考虑翘

曲的
:9NM%H"

梁单元以及
DR977%H%

壳单元进行对比

和验证)结果表明本文薄壁梁单元模型是令人满意

的)与壳单元
DR977%H%

的计算结果基本吻合)在精度

方面明显优于
+*343

的
:9NM%H"

梁单元
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插值函数

空间薄壁梁单元的局部坐标如图
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所示)
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根据材料力学和薄壁结构力学)轴向位移可采
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为了考虑剪切变形和二次剪应力的影响)对弯

曲转角和翘曲角采用了独立插值的方法
8

考虑到横

向位移和弯曲转角同阶插值会造成剪切锁死而减缩

积分会导致零能模式)这里引入单元内部结点
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位移与应变

在荷载作用下)以
4

)

5
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由于薄壁截面形状一般比较复杂)通常采用曲
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;

D

'

4

$

'

A
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:

D

'

5

$

'

A

<

!

4
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4

A
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!

3
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5
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5
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"

!

3

DCE

'8

;

D

'

4

$

'
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D

'

5

$

'

A

<

!
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!
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4

$

'

A

<
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A
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'
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'
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A
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;
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'

4

$

'

A

>

:

D

'

5

$

'

A

<

E

+

!

3

!

#$

"

式中)

D

为剪心到点
B

处切线方向的距离
8

式!

%H

"

"

!

#$

"写成矩阵形式为

!

(

8

9

%

"

#

$

%

&

'

&

8

!!

% $ $ $ 5

>

4
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'
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'
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5
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+

(

)
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+
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+

&

1

!
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!
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"

1

!

$
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1

!

$

!

#%

"

其中

"8!

1

"

!

##

"

!!

这样)

.,

格式描述的
/X99E

应变的增量形式可

以表示为
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3

8(*

3

)

,

$

<(*

3

)

,

%

<(

3

)

*

!
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"

(+

A3

8(+

A3

)

,

$

<(+

A3

)

,

%

<(+

A3

)

*

!

#>

"

式中#

(*

3

)

,

$

和
(+

A3

)

,

$

表示线性应变增量'

(*

3

)

,

%

和

(+

A3

)

,

%

表示与初位移对应的线性应变增量'

(*

3

)

*

和

(+

A3

)

*

表示非线性应变增量)且

(*

3

)

,

$

8

'

!

(

9

"

'

3

8!

!

1
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!

'

3
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!

1

'

"

'

3

1

(
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%
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'
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(
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<
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.

9

!
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%
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1

(

!

$

8

!

.

$

1

!

'"

.

$

'

3

"

1

!

'"
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(

!
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%
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'
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(
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'
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#

<

'

!

(%

"

'

! "

3

#

<

'

!

(&

"

'

! "

3

- .
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!
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%
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(
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(
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(
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(
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3
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!
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9

$

'

A

"

"
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(

!
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'
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'
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(
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<
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(
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'
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'

9

'

3

<
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!
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A
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<
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!
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'
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3
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!
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<
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%

'

A
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<
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A
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(
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%
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&
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(
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'
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(

!
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<
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(

!

$

!

#"

"

(+

A3

)

*

8

'
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(
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(
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<
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(
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(
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(
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(
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(
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(
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式!

#!

"和!
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"写成矩阵形式为
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3
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,

$
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,

%
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"

8

!

#

,

$
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%

<

#

*

"

(

!

$

8

#

(

!

$

!
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其中)
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,

$
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,

%
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*

为几何矩阵)且

#

,

$
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!
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(
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几何刚度矩阵

线性化后
.,

格式的增量虚功方程的张量形

式为

,

F

-

!

(*

&

6

)

,

"!

(

@

&

6

"

KF

<

,

F

-

!

(*

&

6

)

*
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@

&

6

"

KF

8

(

!

>

,
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!
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&

6
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,
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@

&

6

"

KF

!
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"

式中#

@

&

6

为
]CXTRR6QQ

应力'

*

&

6

为
/X99E

应变'右下

标
,

和
*

分别表示
/X99E

应变增量的线性部分和非

线性部分'

!

为外力做的功
8

将式!

!%

"代入式!

!;

")

并考虑到

)(#

*

8)

#

*

(

!

$

<

#

*
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!

$

8
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#
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(

$
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%
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式中#

)

为变分'

(

$

为
]CXTRR6QQ

应力增量向量)

(

$̂

(

@

3

(

@

/ 0

A3

)

(

@

3

为
]CXTRR6QQ

正应力增量)

(

@

A3

为
]CXTRR6QQ

剪应力增量'

#

"

*

#̂#

*

'

%

9

^
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$
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$

)

G

)

$

分别为弹性模量和剪切模量
8

于是有

,

F
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!

.

$

!

#
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,

$
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#

.

,

%
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%
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/
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.
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根据变分的任意性)由式!
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,
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.

,
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%
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<
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又可以变形为

,

F

#

.

.

*

$KF
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,
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)
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为
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的单位阵
8

将式!
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"代入式!

!"

"可得

!

*
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<

*

/

"

(

!

$

8
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式中)

*

9

为考虑初位移的弹性矩阵)且

*

9

8

,

F

!

#

.

2

$

<
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2

%

"

%

9

!

#
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2
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!
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"

*
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为几何矩阵)
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/
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,
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.
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+

0

为初应力的等

效结点力)

+

0

^

,

F

!

#

.

2

$

_#

.

2

%

"

$KFC

此时得到的刚度

矩阵和初应力的等效结点荷载向量中还包括内部结

点参数对应的元素)通常要将它在单元级的平衡方

程中凝聚掉
8
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期 王晓峰)等#空间薄壁梁完全拉格朗日格式几何刚度矩阵
!!

式中#

(

!

9

)

%>̀ %

)

,

9

分别表示外部结点位移及其对应

的荷载向量'

(

!

C

)

"̀ %

)

,

C

分别表示内部结点位移及其

对应的荷载向量'

,

9

,

/ 0

C

^

&

G

+

0

8

将式!

>!

"展开得

*

99

(

!

9

<

*

9C

(

!

C

8

,

9

!

>>

"

*

C9

(

!

9

<

*
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(

!

C

8

,

C

!

>;

"

将式!

>;

"求得的
(

!

C

代入式!
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"可得!

*

99

G

*
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!

*
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"
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*
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"

(

!
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9
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9C

!

*
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"
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,

C
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-

(

!

9

^

+

)

式中#

-

为凝聚后的单元刚度矩阵)

-^*

99

G*

9C

1

!

*

CC

"

G%

*

C9

'

+

为凝聚后的单元结点荷载向量)

+

^

,

9

G*

9C

!

*

CC

"

G%

,

C

C

$

!

有限元求解

式!

>%

"所示的非线性平衡方程可采用
# I

方

法并结合球面显式弧长法求解
8

球面显式弧长法的

第
&

载荷步的第
6

次迭代的位移增量可以表示为

-

!

8-

!

0

<-

!

00

!

>A

"

式中#

-

!

0

*̂

G%

&

)

*

为第
&

载荷步的第
6

G%

次迭代

后更新的刚度矩阵)

&

为荷载向量'

(

!

00

^G*

G%

.

)

.

为第
&

载荷步的第
6

G%

次迭代后的结点不平衡力
C

第
&

载荷步的第
6

次迭代的荷载因子增量为

-18

!

I
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式中#
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/
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!

-
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%

-

GA

$
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/

%

^

-

/

#

-

_

-

!

.

-

!_

-1

(

槡 #

)

-

C

-

为矩阵二范数)

/

为

第
&

载荷步的第
6

次迭代后的荷载位移增量向量)

A

$

为弧长增量)
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(

^G

/

!

.

-

!

00

(1

_
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!

.
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!
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)

(
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J

)
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^

.

6

G%

J %̂
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J

8

%

!

算例分析

根据推导的几何刚度矩阵)用
5

*

8*2.

语言编

制了有限元计算程序)并通过弹性分析和非线性分

析验证该模型的准确性和适用性
8

算例
%

#图
!

所示悬臂薄壁截面梁在自由端受

扭矩
1 %̂$$$*

1

TM

和横向力
/

^G%$$$*

作

用)材料的弹性模量
G #̂8%̀ %$

=

*

1

TM

G#

)泊松比

2

$̂8#;8

不同模型对比如表
%

)本文模型的计算结

果更接近解析解和
DR977%H%

的数值解)明显优于

:9NM%H"

梁单元
8

图
E

!

悬臂梁及其截面参数!单位"

($

#

:'

9

AE

!

B)-%'*"F"&)-6'%.

1

&#

1

"&%'".#,

(&#..."(%'#-

!

;-'%

"

($

#

表
@

!

计算结果对比

2)=A@

!

B#$

1

)&'.#-#,&".;*%.

计算方法 单元数
竖向位移$

%$

G#

TM

扭转角$

%$

G!

XNK

翘曲角$

%$

GA

XNK

解析解
G>8=A %8#" H8>!

3R977%H% %#H$ G>8H" %8!# H8;%

本文模型
# G>8"= %8#" H8>#

:9NM%H" # G;8A= %8!! H8;%

翘曲角沿梁长度的分布对比如图
>

所示
8

从中

可以看出)按照本文模型计算的梁单元翘曲角与按

照薄壁杆件约束扭转理论的初参数法!解析解"计算

的结果基本一致)而
:9NM%H"

梁单元计算的翘曲角

精度在中间部分要略差一些
8

算例
#

#图
;

所示威廉平面刚架是结构几何非

线性分析的经典算例
8

基本参数取值为#材料的弹

性模量
G =̂8%`%$

>

abN

)截面面积
"^%8%H%$

TM

#

)惯性矩
K̂ $8$!=;TM

>

8

顶点处作用一竖向荷

载
B8

有限元程序和解析解-

#%

.计算的荷载和顶点竖

向位移关系如图
A

)由图
A

可见)本文模型的计算结

果与解析解非常接近)从而验证了本文模型在几何

非线性分析方面的正确性
8

算例
!

#悬臂薄壁截面梁及其截面型式如图
=

所示)轴向荷载
B

和干扰横向载荷载
/

作用在自由

端)且
B^G%̀ %$

;

*

)

/

$̂8$$%B %̂$$*8

计算

中)本文模型和
:9NM%H"

划分了
!

个单元)

DR977%H%

划分了
%#H$

个单元
8

图
H

为本文所建的有限元模型

的计算结果与
+*343

的
:9NM%H"

梁单元和
DR977%H%

的计算结果对比
8

从图
H

可以看出在划分
!

个单元

情况下)本文模型的计算结果已与
+*343

的

DR977%H%

划分
%#H$

个单元的计算结果基本一致
8

而

:9NM%H"

梁单元与本文模型以及
DR977%H%

壳单元的

计算结果在非线性阶段有较大的差异)可见其在分

析薄壁截面梁几何非线性方面精度还不够好)本文

模型明显优于
:9NM%H"

梁单元
8

;;%
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图
G

!

翘曲角沿梁长的分布

:'

9

AG

!

D'.%&'=;%'#-#,5)&

1

#F"&%3"=")$*"-

9

%3

图
H

!

威廉平面刚架!单位"

($

#

:'

9

AH

!

I*)-",&)$"#,

J'**')$

!

;-'%

"

($

#

图
K

!

计算结果比较

:'

9

AK

!

B#$

1

)&'.#-#,&".;*%.()*(;*)%"6

=

?

%3"$#6"*)-6%3"%3"#&

?

图
L

!

悬臂梁及其截面参数!单位"

($

#

:'

9

AL

!

B)-%'*"F"&)-6'%.

1

&#

1

"&%'".#,

(&#..."(%'#-

!

;-'%

"

($

#

!!

!!

算例
>

#图
"

所示的槽型截面刚架在
"

)

L

)

$

点处固定)在
M

点作用一水平荷载
B

)过截面形心且

B #̂8;̀ %$

>

*

)方向沿
3

轴正向
8

分别采用本文模

型*

+*343

的
DR977%H%

壳单元以及
:9NM%H"

梁单元

在考虑大变形以及弹塑性情况下计算的位移曲线对

比如图
%$

所示
8

!!

从图
%$N

和图
%$:

可以看出本文模型计算的
M

点的
4

方向位移以及扭转角与
:9NM%H"

相比在弹性

阶段和非线性初始阶段更接近
DR977%H%

的计算结

果)在非线性阶段的后面本文模型与
:9NM%H"

结果

图
M

!

荷载位移曲线

:'

9

AM

!

8#)646'.

1

*)("$"-%(;&F"

图
N

!

平面刚架图!单位"

($

#

:'

9

AN

!

I*)-",&)$"

!

;-'%

"

($

#

图
@O

!

荷载位移关系曲线

:'

9

A@O

!

8#)646'.

1

*)("$"-%(;&F".

A;%
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第
#

期 王晓峰)等#空间薄壁梁完全拉格朗日格式几何刚度矩阵
!!

趋于一致
8

而图
%$T

荷载翘曲角关系曲线显示)

:9NM%H"

的计算结果在弹性阶段表现出较大的翘曲

刚度)进入非线性后刚度迅速降低)是不够合理的'

而本文模型则非常接近
DR977%H%

壳单元的计算结

果)其计算精度明显优于
:9NM%H"

梁单元
8

&

!

结语

以一般空间薄壁截面梁为研究对象)通过设置

单元内部结点)对弯曲转角和翘曲角采用独立插值

的方法)考虑了剪切变形及其耦合作用*弯扭耦合*

二次剪应力以及几何非线性的影响)建立了空间薄

壁梁单元
8

推导出大变形下完全拉格朗日格式几何

刚度矩阵
8

然后用面向对象语言
5

*

8*2.

编制了有

限元程序
8

算例表明)本文模型是准确的*可靠的)与

理论解和
+*343

的
DR977%H%

的壳单元的计算结果

基本一致)在精确度方面明显优于
+*343

的

:9NM%H"

梁单元)适用于空间薄壁杆系结构的有限

元分析
8
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