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摘要#提出了构造差分显式位移动力算法的通式)并得到了

三步显式位移算法
8

此法对加速度采用中心差分近似)但对

速度采用三点偏心差近似)因此也称为中心 偏心差分法
8

此

法可以认为是对中心差分法的改进)克服了中心差分法在计

算阻尼矩阵为非对角阵时退化为隐式算法的缺点
8

中心 偏

心差分法的算法精度为二阶
8

对此算法的稳定性进行了分

析
8

分析表明)与同类显式算法相比)本方法具有时间和空间

两方面的算法优势
8
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结构动力计算采用的逐步积分方法有显式算法和

隐式算法之分
8

隐式算法需要求解耦联方程组)当结构

自由度数目很大)譬如上百万个时)求解这一方程组的

工作量非常大
8

而显式算法不需要求解方程组)而计算

精度控制的要求往往比稳定性条件要求更高
8

通常情况

下需要考虑体系非线性时)采用条件稳定的显式格式求

解动力反应是非常有利的
8

因此)显式积分方法在许多

工程领域内不断受到人们的关注
8

中心差分法作为显式

算法时只能处理阻尼矩阵为对角矩阵时的情况)当阻尼

矩阵为非对角矩阵时中心差分法退化为隐式算法
8

而用

单边差分方法来处理速度项时)虽然对阻尼矩阵为非对

角阵时显式算法仍然有效)但是算法的精度只有一阶
8

对此)李小军等-

%G#

.采用中心差分法及
*9OMNXV

方法

的基本假定相结合的方法给出了求解动力方程的一种

显式差分格式
8

杜修力等-

!

.提出了一种阻尼弹性结构动

力计算的显式差分法
8

后来王进廷等-

>

.提出了一种新的

二阶精度的显式算法
8

张晓志等-

;

.利用荷载和荷载的时

变化率推导了三阶的显式方程)但是用到了荷载向量的

一阶导数)因此实际能达到的计算精度受高阶数值微分

精度的限制
8

陈学良等-

A

.发展了一种直接以地震加速

度作为输入的显式算法)该算法以中心差分和

*9OMNXV<

'

法结合)并通过平衡方程约简得到
8

这些算

法在构造过程中)至少位移和速度项都是必需的计算

项
8

本文探讨只需要位移项参与的显式算法)以提高计

算效率)节省计算空间
8

!

!

差分近似导数的公式构造和精度

分析

本文算法基于用差分近似导数来得到)因此首
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先涉及到的便是差分近似导数的公式构造和精度

分析
8

对函数
3
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Q

"在点
Q

$

泰勒展开)可以得到一个

多项式用来描叙此函数的局部变化信息
8

反之可利

用已知
Q

$

相邻点的
3

值的信息)通过构造不同的格

式来得到
Q

$

点的
3

的各阶导数不同精度的近似值
8

通常的做法是利用
Q
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点及其附近两点
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和
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的
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的值来构造一阶和二阶导数的差分格式)只有构

造三阶及三阶以上的导数的差分近似格式时才利用

Q

$

点附近更多的点的
3

值
8

本文在构造一阶和二阶

导数的差分格式时采用
Q

$

点更多的附近点的
3

值
8

推导过程如下#假定
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泰勒展开)则具有皮亚诺余项的公式为
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这里利用了
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个点和后
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个点的
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的值的信息)其中
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"显示了
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前
6

点和
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后
J

点的
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的值与

Q
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点处
3

的各阶导数值之间的关系
C

其中)可变的

参数有
6

_J

个
C

因此)为了得到关于
Q

$

点的
3

的各

阶导数的高精度的近似)可以按照所求的导数的阶

以及精度要求的不同来选择
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和
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的取值)最后得

到用
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附近
6

_J

个不同点的
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的值以及
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来表示的近似差分表达式
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为了区分不同情况下的

公式推导)式!
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"中的
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具体计算过程如下
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式!
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"为
7G%

个方程)求解
6
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个待求

量
8

当
7G%̂

6

W

_J

W

时)也就是方程的数目与未

知量的数量相等时可用数学归纳法证明)方程组的

系数矩阵为满秩的方阵只有零解
8

当
7G%̂

6

W

_

J

W

G%

)即
7^

6

W

_J
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)也即方程的数量比未知量的

数目少
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个)此时系数矩阵为行满秩矩阵)方程组

!
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"有非零解)基础解系的自由度为
%

)可以得到个

各未知量之间一个固定的比值关系)将这种比值关

系代入式!

H

")可得到差分表达式
8

总结为)用
Q

$

附

近的
6

W

_J

W

个点的
3

的值可以得到速度
3

1

$

的
6

W

_

J

W

阶精度的近似差分表达式
8

取
6

W

#̂
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W
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)可得到
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点表示的
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的二阶精度的速度表达式
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式中)
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为任意非零常数
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将式!
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"代入式!
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点表示的二阶精

度的速度近似表达式)其中
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加速度的差分格式

按照相同的步骤可以证明)利用
Q
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6

N
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N

个点的
3

值)可以得到加速度
3
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的最大
6
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<
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阶精度的近似差分表达式
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阶的精度的近似表达式

3

11

$

8

.

J

N

&

8>

6

N

0

N&

!

3

&

>

3

$

"$

.

J

N

&

8>

6

N

%

#

!

&

(

Q

"

#

0

N&

!

%H

"

!!

3

1

$

)

3

111

$

3)

3

!

7

"

$

的系数为零)即要求方程组!

%"

"

成立

.

J

N

&

8>

6

N

&0

N&

8

$

.

J

N

&

8>

6

N

&

!

0

N&

8

$

5

.

J

N

&

8>

6

N

&

7

0

N&

8

"

#

$

$

!

%"

"

!!

取
6

N

#̂

)

J

N

%̂

)方程组!

%"

"可写为

>

#0

N

!

>

#

"

>

%0

N

!

>

%

"

<

0

N

!

%

"

8

$

>

H0

N

!

>

#

"

>

%0

N

!

>

%

"

<

0

N

!

%

"

8

/

$

!

#$

"

!!

解方程组!

#$

")可得到

0

N

!

%

"

8>

U

!

0

N

!

>

%

"

8

U

!

0

N

!

>

#

"

8

"

#

$

$

!

#%

"

式中)

U

!

为任意非零常数
8

将式!

#%

"代入式!

%H

")可

以得到

3

11

$

8

.

%

&

8>

%

0

N&

!

3

&

>

3

$

"$

.

%

&

8>

%

%

#

!

&

(

Q

"

#

0

N&

8

!

3

>

%

<

3

%

>

#3

$

"$

(

Q

#

!

##

"
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这是
;

点表示的加速度的差分近似表达式)有三阶精度
8

上面的推导可以总结为#利用
Q

$

附近
6

W

_J

W

个点的
3

值可以得到速度
3

1

$

的最大
6

W

_J

W

阶精度

的差分近似表达式
8

利用
Q

$

附近
6

N

_J

N

个点的
3

值可以得到加速度的最大
6
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_J

N

G%

阶精度的近似

差分表达式
8

因此)差分格式中的点增加
%

个)可以

提高差分近似导数一阶精度
8

"
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显式算法推导

通常结构动力学方程为
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分别为加速度*速度和位移向量'
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向量
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在各时间点)有平衡方程)这里指定在
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动力平衡方程
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用差分近似表示速度涉及到
Q
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点前
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个点*后
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个点)用差分近似表示加速度用到
Q
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点前
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个

点*后
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个点
8

因此显式算法构造格式的取点范围

就用到了
Q
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个点*后
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个点)其中)

S

取
6
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和
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W
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J
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的最大值)见图
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本

文推导的多步法)就是利用
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个点*后
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个点的位移以及
Q
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本身的位移得到第
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点的位移
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显式算法构造格式的取点范围示意图
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A

"3>

#

3

#

<

>

"

3

&

<

!

>

"3>

%

"

3

&

>

%

>"3

3

&

>

#

<(

Q

#

Y

&

7

<0

3

!

!=

"

式中#

"

^

U

#7

#

)

U

为阻尼系数)

7

为质量)

#

^

J

槡7 )

J

为弹性系数'

3

^

#(

Q

'

0

3

为由计算格式!

!;

"引入

的位移误差
8

将
3

&G%

)

3

&G#

作泰勒展开)得

3

&

>

%

8

3

&

>

3

1

&

(

Q

<

%

#

3

11

&

(

Q

#

>

%

!

4

3

111

&

(

Q

!

<

!!!

%

>

4

3

!

>

"

&

(

Q

>

<

3

3

&

>

#

8

3

&

>

#3

1

&

(

Q

<

#3

11

&

(

Q

#

>

>

!

3

111

&

(

Q

!

<

!!!

>

!

3

!

>

"

&

(

Q

>

<

"

#

$

3

!

!H

"

将式!

!H

"代入式!

!=

")并利用动力方程下式#

73

&

<

U3

1

&

<

J3

&

8

)

&

!

!"

"

!H%
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可由式!

!H

"得到

0

3

8(

Q

!

!

#

!

3"

3

111

$

>

%

!A$

!

!$

<

%H$

3"

"

1

3

!

>

"

$

(

Q

<

"

3

8

?

!

(

Q

!

" !

>$

"

!!

本法关于位移为三阶精度
8

综合考察)本算法为

二阶精度
8

$

!

稳定性

一个算法的稳定性分析一般是求解一个单自由

度的运动方程
8

对于单自由度系统)重写式!

!;

")可

以得到如下的单自由度系统计算的传递格式#

3

%

3

$

3

>

"

#

$

%

&

'

%

8

>

%C;U

(

Q

7

>

#

<

J

(

Q

#

! "

7

>

%

>

#U

(

Q

! "

7

>

U

(

Q

#7

% $ $

(

)

*

+

$ % $

1

3

$

3

>

%

3

>

"

#

$

%

&

'

#

<

)

$

(

Q

#

$

7

"

#

$

%

&

'

$

$

!

>%

"

!!

将
U #̂

%#

7

)

J^7

#

#代入式!

>%

")可以得到

更常用的表达形式
8

3

%

3

$

3

>

"

#

$

%

&

'

%

8

>

!

%#(

Q

<

#

>

!

#(

Q

"

#

"

>

%

<

>

%#(

Q

>%#(

Q

% $ $

(

)

*

+

$ % $

1

3

$

3

>

%

3

>

"

#

$

%

&

'

#

<

)

$

(

Q

#

$

7

"

#

$

%

&

'

$

$

!

>#

"

!!

算法的稳定性决定于传递矩阵)也即式!

>#

"右

边第
%

个矩阵的谱半径
8

当谱半径小于
%

的时候)算

法是稳定的
8

通过数值分析)可得传递矩阵谱半径变

化示意图)如图
#

)其稳定范围取决于阻尼比
%

和

(

Q

$

1

的值)其中
1

为结构的自振周期
8

表
%

中列出

了不同方法下不同
%

值所对应的
(

Q

$

1

值
8

图
C

!

本文算法传递矩阵谱半径变化示意

:'

9

AC

!

+

1

"(%&)*&)6';.#,%3"%&)-.,"&&'-

9

$)%&'0'-

%3&""4.%"

1

"0

1

*'('%6'.

1

*)("$"-%$"%3#6

可见)在
%/

$8%$

时)本文算法的稳定性跟文献

-

%

.和-

>

.相差不大)但是随着
%

增大)本文方法稳定

性不如文献-

%

.和-

>

.

8

%

!

计算效率和所需存储空间

一种有竞争力的数值求解算法应该有较高的计

算效率)需要较少的计算存储空间
8

本文从计算效率

和所需计算存储空间
#

个方面将本文方法与其他方

法进行比较
8

%#!

!

计算效率

为了计算快速)式!

!;

"可以改写为

2

%

8

(

>

%

3

!

>

%C;2

$

<

#2

>

%

>

$C;2

>

#

"

(

Q

<

(

>

%

*

!

>

2

$

"

<

#

!

2

$

>

2

>

%

"

(

Q

#

<

(

>

%

,

$

(

Q

#

!

>!

"

!!

需要注意的是)

%

个对角矩阵与矩阵相乘)需要

的只是
+

#次乘法
8

而且计算
(

G%

32

)其中
2

为
+

维

向量时)!

(

G%

3

"

2

与
(

G%

!

32

"的计算效率是不一样

的
8

如果先计算
#

个矩阵的乘积)再计算矩阵与向量

表
@

!

不同算法稳定范围
!

!

)

"

的比较

2)=A@

!

+%)='*'U)%'#-,'"*6

!

!

)

"#,6',,"&"-%$"%3#6.

计算方法
%

值

$8$% $8$# $8$! $8$> $8$; $8$A $8$H $8%$ $8#$ $8!$ $8>$

本文方法
$8!# $8!# $8!$ $8!$ $8#" $8#" $8#= $8#; $8## $8%" $8%A

文献-

%

.

$8!# $8!# $8!% $8!% $8!% $8!$ $8!$ $8!$ $8#" $8#H $8#H

文献-

>

.

$8!# $8!% $8!% $8!$ $8#" $8#" $8#H $8#= $8#A $8#% $8%H

>H%
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期 李常青)等#中心 偏心差分法
!!

的乘积)需要
#+

#次乘法和
+

#

G#+_%

次加减法'

而先计算矩阵与向量的乘积)再将计算得到的这个

向量与矩阵相乘)需
+

#

_+

次乘法和
+

#

_%

次加减

法
8

显然后面的计算效率更高
8

因此)笔者考虑各算

法的计算效率的的时候)都是按计算效率最高的顺

序来计算的
8

分析式!

>!

")计算!

G%C;2

$

_#2

G%

G$C;2

G#

"需

要
!+

次乘法运算和
#+

次加减法运算
C

接着计算

3

!

G%C;2

$

_#2

G%

G$C;2

G#

"

8

这是
%

个
+`+

矩阵

与
%

个
+

维向量的乘法)需
+

#次乘法运算和!

+G

%

"

#次加法运算
C

接着计算
(

G%

3

!

G%C;2

$

_#2

G%

G

$C;2

G#

"

(

Q

)这是
%

个对角矩阵与
%

个向量的运算)

需要
+

次乘法运算)接着计算
(

G%

3

!

G%C;2

$

_

#2

G%

G$C;2

G#

"

(

Q

)这是
%

个向量乘以
%

个常数)需

+

次乘法运算)因此计算
(

G%

3

!

G%C;2

$

_#2

G%

G

$C;2

G#

"

(

Q

总共需要
+

#

_;+

次乘法运算和
+

#

_%

次加减法运算
C

同样可以得到计算
(

G%

*

!

G2

$

"

_

#

!

2

$

G2

G%

"

(

Q

#需要
+

#

_>+

次乘法运算)

+

#

_%

次

加减法运算)计算
(

G%

,

$

(

Q

#需要
#+

次乘法运算)

最后得到的
!

个向量相加)也就是将向量
(

G%

3

!

G

%C;2

$

_#2

G%

G$C;2

G#

"

(

Q

)

(

G%

*
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G2

$

"
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!

2

$

G

2

G%

"

(

Q

#

)

(

G%

,

$

(

Q

#相加)需要
#+

次加减法运算)

因此)计算一步总共需要
#+

#

_%%+

次乘法运算)

#+

#

_#+_#

次加减法运算
8

文献-

%

.的必需计算步为
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次乘法)
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次加减法
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次乘法和
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次加减法
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"

共需
>+

#

_=+

次乘法运算)

>+

#

_+_>

次加减法

运算
8
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A

.包含的必需步为
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(
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(
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(
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(
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需要
A+

#

_%"+

次乘法运算)

A+

#

_#+_A

次加减法

运算
C

可以看出)当
+

较大时)本文方法计算效率与

文献-

>

.方法相当)进行同一步的计算所需时间分别

是文献-

%

.)-

;

.和-

A

.的
;$!

)

;$!

和
!!!8

%#"

!

所需存储空间

本文方法在计算过程中)计算结果存储只需要

存储位移
8

文献-

%

.)-

>

.能够计算下去)必须存储位

移和速度
8

文献-

A

.能够计算下去)必须存储位移*速

度和加速度)而文献-

;

.则需要存储位移*速度*加速

度和位移的三阶导数
8

因此本文需要存储的数据只

是方法-

%

.和-

>

.的
;$!

)方法-

A

.的
!!!

)方法-

;

.

的
#;!

)显然按本文方法进行下去所需的存储空间

最少
8

&

!

算例

计算一个单自由度有阻尼体系)在荷载

)

!

Q

"

%̂$DCE

!

>

&

Q

"作用下的反应)其中计算参数为#

J %̂$$8$*

1

M

)

7 #̂8$V

P

)阻尼比
%

$̂C$;*

1

D

1

M

G%

)初始位移
3

$

^$M

)初始速度为
3

1

$

^

$M

1

D

G%

8

分别用本文方法和文献-

%

.*文献-

>

.方法进行

了动力时程计算)如图
!8

可见)当时间步长为
$8%$D

;H%
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时)

!

种方法计算得到的位移曲线与理论解基本重

合'当时间步长为
$8$;D

时)本文方法的计算结果与

精确解几乎完全吻合
8

图
E

!

采用不同时间步长时各方法的位移计算结果对比

:'

9

AE

!

D'.

1

*)("$"-%&".;*%.#,6',,"&"-%$"%3#6.

'

!

结语

本文提出的三步二阶精度显式位移法)可以认

为是中心差分法的一种变化格式)也即加速度仍采

用中心差分格式近似)但速度采用了单边三点差分

格式近似)所以本方法也可以称为中心 偏心差分

法
8

对导数的高精度差分近似进行了阐述)得出了差

分格式中增加
%

个计算点可以提高
%

阶精度的结

论)这可以用于其他需要高精度数值微分的研究中
8

提出了一种只含位移的显式动力时程计算方法的思

路
8

中心 偏心差分法与同类的显式算法相比具有较

高的计算效率)而且需要的计算存储空间最小
8
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结构动力反应分析的三阶显式方法
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求解加速度反应的显式积分格式研究
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