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摘要#以中心差分显式算法为例'证明了算法传递矩阵的特征

向量与结构自振向量的一致性'以及显式算法步长过大时的

失稳'是传递矩阵的特征值和特征向量两个因素共同作用的

结果
8

在证明的基础上得到了过滤高阶失稳振型来满足算法

稳定性的方法'也就是在每步按通常的显式算法得到计算结

果后'增加了从结果位移向量中过滤振型参与系数很小的高

阶失稳振型的计算步骤'使得计算步长即使取在稳定域外也

能使算法不会失稳
8

这种方法'既大大提高了通常采用的显式

方法的计算效率'同时对求解的精度也影响不大
8

算例证明了

这种方法的有效性
8

为求解刚性常微分方程组提供一个思路
8
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结构动力计算采用的逐步积分方法'有显式算法

和隐式算法之分
8

隐式算法需要求解耦联方程组'当

结构自由度数目很大'求解这一方程组的工作量非常

大
8

而显式算法不需要求解方程组'通常情况下需要

考虑体系非线性时'采用条件稳定的显式格式求解动

力反应是非常有利的
8

因此'显式积分方法在许多工

程领域内不断受到人们的关注)

%HI

*

8

但在有些情况下'

结构最高阶振型属于局部振型'其对应的频率非常

大'远超出其被激活的振型对应的最高频率'尽管这

些局部振型参与系数很小'忽略这些振型对计算结果

影响很小'但是由于显式算法的稳定性要求'时间步

长的选择却必须按照结构的最高频率来选择
8

如何选

择较大的时间步长'使得即使时间步长在稳定域外也

能使计算不失稳'成为一个有意义的课题
8

!

!

中心差分显式算法的失稳机理

显式算法的条件稳定性'使其求解对步长的要

求很严格
8

对于中心差分显式算法!阻尼阵为零或对

角矩阵时"'其稳定条件为

/

最大
&

最大
"

#

!

%

"

式中#

/

最大为结构的最高自振频率%

&

最大为满足稳定

条件能采取的最大时间步长
8

按照式!

%

"确定时间步长有以下两方面的不足#

首先'当结构的整体振型最高自振频率并不大'式!

%

"
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要求并不需要取非常小的时间步长'但是如果结构中

存在局部高刚度构件'则会产生远远高于整体自振频

率的局部振型自振频率
8

由于这样的自振频率对应的

结构局部高阶振型的振型参与系数和动力放大系数

都很小'使得即使全部忽略它的作用'对计算结果的

精度都不会产生影响'显然如仍按照最高局部振型的

频率来选择
/

最大来满足式!

%

"'则必须将时间步长

&

最大取得很小'很大程度上降低了计算效率
8

其次'理论推导将表明'显式算法的失稳'不仅

与导出式!

%

"的传递矩阵的谱半径有关'而且也与此

谱半径对应的传递矩阵的特征向量相关'两者不可

分割
8

因此'仅仅根据一个因素来确定计算步长是不

完全合理'如何综合考虑两个影响因素'合理确定时

间步长需要进一步研究
8

下面以中心差分法为例'论

述这一问题
8

中心差分法的算式为
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为时间步长
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为考察中心差分法的稳定性'令)
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'这就是显式算法失稳的机理
8

谱

半径
4*4$

%

是导致算法失稳的一个因素'同时也表

明'最终误差向量也与
*

对应的传递矩阵的特征向

量参与其中有关'表明影响最终误差有两个因素
8

换

句话说'如果
4*4$

%

'若式!

I

"中
"

R

$̂

'则计算也不

会失稳
8

因此可以考虑在每步计算结果中将
*

R

对应的高

阶振型
"

i

R

过滤掉'这样'在采用大于比式!

%

"中的

&

最大更大的时间步长
&

过滤最大时'计算也能得到满意的

结果
8

要过滤掉这些极高阶特征向量'需计算传递矩

阵的特征向量
8

下面将以中心差分法证明'传递矩阵

的特征向量与结构的自振振型具有一致性
8

即传递矩

阵的特征向量可以用结构自振振型的形式来表达
8
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中心差分法传递矩阵特征向量和结

构自振振型的一致性
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"表明了此一个自振频率对应的振

型和传递矩阵的两个特征向量之间有一致性'这就

说明如果将位移向量中的自振高阶振型过滤掉'也

就将传递矩阵对应的失稳的高阶振型过滤掉了
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这

正是本文提出的振型过滤的理论基础
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过滤高阶失稳振型与计算效率分析
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过滤高阶失稳振型

过滤失稳高阶振型的中心差分方法'不再根据
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设
-

自由度线弹性系统的动力计算'时间步长

取为
&

'其被激活的振型为2

"

&

<

3!

< %̂

'4'

(

&

"'这些

激活的振型中的最高阶振型为2

"

&

(

&

3'对应的频率为

/

激活最大'满足稳定条件!

%

"

8

没有被激活的结构的极

高阶振型有
(

^ 个'这些振型分别为2

"

^

<

3!

< %̂

'4'

(

^

"'这些极高阶振型对应的频率不满足条件!

%

"

@

假

定计算第
<

步得到的位移为2

"

E_<

#

E

3计算'根据振型的

完备性'可以写成#

2

"

E

9

<

#

E

3计算
4

3

(

&

<

4

%

K

<

2

"

&

<

3

9

3

(

4

<

4

%

2

<

2

"

4

<

3 !

#!

"

式中#

K

<

为被激活的振型的参与系数%

2

<

为未被激

活的振型的参与系数
8

为了消去这些极高阶振型分

量'将式!

#!

"重写为

2

"

E

9

<

#

E

3过滤后
4

2

"

E

9

<

#

E

3计算
6

3

(

4

<

4

%

2

<

2

"

4

<

3!

#?

"

式中#2

"

E_<

#

E

3过滤后表示过滤了未被激活极高阶振型

的位移向量%

2

<

为待求未知量
8

为求解
2

<

'利用振

型对质量矩阵的正交性'对式!

#!

"两边右乘

)

$

*2

"

^

R

3'得

2

"

E

9

<

#

E

3计算)
$

*2

"

4

R

3

4

3

(

&

<

4

%

K

<

2

"

&

<

3)

$

*2

"

4

R

3

9

!

3

(

4

<

4

%

2

<

2

"

4

<

3)

$

*2

"

4

R

3 !

#<

"

!!

根据振型对质量阵的正交性'式!

#<

"可写为

2

"

E

9

<

#

E

3计算)
$

*2

"

4

R

3

42

R

2

"

4

R

3)

C

*2

"

4

R

3!

R

4

%

'4

(

4

"

!

#B

"

!!

式!

#B

"可以写成

"#!
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!

2

R

4

2

"

E

9

<

#

E

3)

$

*2

"

4

R

3

2

"

4

R

3)

C

*2

"

4

R

3

!

R

4

%

'4

(

4

" !

#>

"

!!

将式!

#>

"代入式!

#?

"'就得到了过滤后的位移

向量'即

2

"

E

9

<

#

E

3过滤后
4

2

"

E

9

<

#

E

3计算
6

3

(

4

<

4

%

2

"

E

9

<

#

E

3计算
$

2

"

4

<

3

2

"

4

<

3)

$

*2

"

4

<

! "

3

2

"

4

<

3!

#I

"

!!

式!

#

"和式!

#I

"就组成了过滤未被激活极高阶

振型的中心差分法
8

#!"

!

过滤高阶失稳振型计算效率分析

因为每个时间步的计算结果会产生误差向量'使

得即使前面步骤中过滤了这些高阶失稳振型'但是在新

的时间步中'会因为计算机步长误差而重新引入这些高

阶失稳振型'因此'每步显式算法得到2

"

E_<

#

E

3计算后'都

需要用式!

#I

"计算得到2

"

E_<

#

E

3过滤后'再用2

"

E_<

#

E

3过滤后

参与下一步的时程过程运算
@

对
-

自由度系统'式!

#

"计算一步需要计算

!

!-

#

_?-

"次乘法')

<-_!

!

-H%

"

#

*次加减法
8

式

!

#I

"需要计算!

<(

^

-

#

"次乘法')

<(

^

!

-H%

"

#

_-

*

次加减法
8

计算一个时间步'本文方法总共需要

!

!-

#

_?-

"

_

!

<(

^

-

#

"次乘法')

<-_!

!

-H%

"

#

*

_

)

<(

^

!

-H%

"

#

_-

*次加减法'比中心差分方法的计

算量要大
8

而且'本文方法在计算式!

#I

"之前'还需

要先进行模态分析'求出需要过滤的几阶最高失稳

振型
8

但是'因为求解对象为局部刚度很大的结构'

最高失稳阵型数目很少'并且那几阶最高失稳阵型

只需一次求解即可'不需要在每个时间步中反复进

行求解'而逐步积分方法的主要工作量来源于需要

计算很多个时间步'所以'本文在具体工作量的估算

中'忽略了进行模态分析得到需要过滤的最高失稳

阵型的计算量
8

设整个时程需要计算的时间长度为
D

'常规的

中心差分方法需要的计算时间点数
-

未过滤为

-

未过滤
4

D

&

L:G

!

#"

"

!!

而过滤了未被激活极高阶振型的中心差分方

法'需要的计算时间点数
-

过滤为

-

过滤
4

D

&

过滤最大

!

!$

"

!!

按式!

#

"'常规的中心差分方法的整个计算量为

乘法计算量未过滤
4

D

&

L:G

!

!-

#

9

?-

"

加法计算量未过滤
4

D

&

L:G

)

<-

9

!

!

-

6

%

"

#

1

*

+

*

!

!%

"

!!

本文采取的过滤极高阶未被激活振型的中心差

分法的整个计算量为

乘法计算量过滤
4

D

&过滤最大

)!

!-

#

9

?-

"

9

!

<(

4

-

#

"*

加法计算量过滤
4

D

&过滤最大

)

<-

9

!

!

-

6

%

"

#

*

9

!!!!!!!!

)

<(

4

!

-

6

%

"

#

9

-

1

*

+

*

!

!#

"

!!

因为
&

过滤最大
5

&

L:G

'而且
(

^ 是个很小的数'比

较式!

!%

"和式!

!#

"可以看出'采用本文方法'比常规

的中心差分方法能节省更多计算时间
8

$

!

算例

用中心差分方法求解一个多自由度系统#如图

!

%

"所示'

%$

个质量
; #̂[

S

的小车用刚度分别为

>

%

'

>

#

'4'

>

%$

的弹簧相互连接
8

不考虑摩擦
8

在最右

边加上一个可变荷载
)

%̂$$EDF

!

#

%

E

"

-@>

#

^

4

^

>

%$

%̂$$*.L

H%

'

>

%

为局部超强刚度'

>

%

%̂$$$$

*.L

H%

8

各点的初始位移和初始速度为零#

S

%

^S

#

^

4

^S

%$

$̂

%

S

.

%

Ŝ

.

#

^

4

^S

.

%$

$̂@

要求各点的

水平位移
S

%

'4

S

%$

8

整个计算时间长度为
%$E8

图
@

!

计算示意图

A6

2

B@

!

0.4-,4.96'"$'*)4

!!

需要求解的方程为

; $

4

$

$ ;

4

$

4 4 4 4

$ $

4

%

&

'

(

;

S

..

%

S

..

#

4

S

..

1

*

+

2

,

-

%$

9

>

%

9

>

#

6

>

#

4

$

6

>

#

>

#

9

>

!

4

$

4 4 4 4

$ $

4

>

%

&

'

(

%$

S

%

S

#

4

S

1

*

+

2

,

-

%$

4

$

$

4

1

*

+

2

,

-

)

!

!!

"

!!

求得结构的最高频率为
>%8%\N

'其对应的振

型为

2

"

4

3

L:G

4

2

$@""""<

!6

$@$%$%

!

%$

6

?

!6

%$

6

B

!

%$

6

I

!6

%$

6

%$

!

%$

6

%#

!6

%$

6

%?

!

%$

6

%B

!6

%$

6

%I

3

.

!

!?

"

!!

最高阶的振型参与系数为)

%$

*

$!!
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期 楼梦麟'等#过滤高阶失稳振型满足显式算法的稳定性
!!

2

"

4

3

.

L:G

)

$

*2

$

'

$

'4'

$

'

%

3

.

2

"

4

3

.

L:G

)

$

*2

"

4

3

.

L:G

46

<@!B

M

%$

6

%"

!

!<

"

!!

第二最高频率为
%!8"\N8

选择时间步长'这里有两种方法'方法一就是常

规的方法'即按照式!

%

"来选择时间按步长'此时需

要采取步长为

&

最大
"

$@$#I

!

!B

"

!!

整个计算时间为
%$E

'计算步长
$8$#IE

'需要

计算
!<>

个时间点上的值
8

图
#:

和图
#T

分别为
<

号

质点和
%$

号质点位移的计算结果与精确值的比较
8

图
#

显示计算结果与理论精确解很接近'其中
<

号

点的峰值误差为
%8"!

'

%$

号点的峰值误差为

%8!!8

第二种方法'因为最高频率对应的振型的振型

参与系数很小'因此可以采用过滤局部高阶振型方

法'按式!

##

"来选择时间步长
8

第二最高频率的值为

%!8"\N

'需要采取步长为

&

过滤最大
"

$@%?!

!

!>

"

图
C

!

中心差分法的计算结果!

(TYBYCV5

"

A6

2

BC

!

0.4-,4.96'"&)5,495'891)-)"9&.4*688)&)"96.4

$)91'*

!

(TYBYCV5

"

!!

整个计算时间为
%$E

'计算步长
$8%?E

'需要计

算
>%

个时间点上的值
8

图
!:

和图
!T

分别为
<

号质

点和
%$

号质点位移的计算结果与精确值的比较
8

图

!

显示计算结果与理论精确解很接近'其中
<

号点的

峰值误差为
#8?!

'

%$

号点的峰值误差为
%8B!8

图
H

!

过滤极高阶振型中心差分法计算结果

A6

2

BH

!

0.4-,4.96'"&)5,495'891)

%

&'

%

'5)*$)91'*

!!

如果采用步长
$8%?E

'但是不过滤极高阶振型

的话'会使计算结果严重失稳'图
?:

和图
?T

显示了

这种情况下的计算结果
8

如上所述'本文方法的计算精度比方法
%

略有

降低'

<

号点的峰值误差从
%8"!

增大为
#8?!

'

%$

号点的峰值误差从
%8!!

增大为
%8B!

'但是精度仍

然很高'满足工程精度
8

关键是在处理这种局部超强

刚度产生的算法稳定性问题时'本文方法的计算效

率相比常规方法要高得多
8

图
J

!

中心差分法的计算结果!

(TYB@J5

"

A6

2

BJ

!

0.4-,4.96'"&)5,495'891)-)"9&.4*688)&)"96.4

$)91'*

!

(TYB@J5

"

!!

具体比较两种方法的运算量'将式!

!B

"和式

!

!>

"'以及
D %̂$

'

- %̂$

'

(

^

%̂

代入式!

!%

"和式

!

!#

"'得到两种方法的计算效率比'为

乘法计算量未过滤

乘法计算量过滤
4

#

加法计算量未过滤

加法计算量过滤
4

1

*

+

#

!

!I

"

!!

即常规方法与本文方法的乘法计算量之比为
#

'

加法计算量之比为
#8

可见'采用本文方法'在求解这

种局部超刚度产生的算法稳定性问题时'计算效率

的提高是明显的
8

当局部刚度因素
>

%

更大的时候'数值试验结果

表明'计算效率的提高将更加显著
8

譬如当
>

%

^

%$$$$$$$*.L

H%的时候'结构的最高频率为

##!B8%

'对应的振型参与系数为零
8

采用的时间步

长满足式!

%

"'即

&

最大
"

$@$$$I"

!

!"

"

!!

次最高频率为
%!8"<\N

'采用时间步长满足式

!

##

"'有

&

过滤最大
"

$@%?

!

?$

"

!!

计算
%$E

'方法
%

需要计算
%%#!B

个时间点'而

本文方法仅需计算
>%

个时间点
8

方法
%

计算结果与

理论解非常接近'最大峰值误差
$8$!I!

%方法
#

的

最大峰值误差为
#8?"!

'满足工程精度
8

但是两种方

法的计算量之比为

%!!
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乘法计算量未过滤

乘法计算量过滤
/

B!

加法计算量未过滤

加法计算量过滤
/

1

*

+

IB

!

?%

"

!!

可见'用显式算法来计算具有未被激活的极高

振型的结构'本文方法相比常规方法可以很大提高

计算效率
8

%

!

结语

以中心差分显式方法为例'证明了传递矩阵的

特征向量与结构自振向量的一致性'然后基于显式

算法步长过大时的失稳机理'得到了一种不以未被

激活的最高振型频率为选择时间步长的判断依据'

而是以结构被激活的有效最高阶振型对应的频率来

选择时间步长'以达到扩大稳定性控制的时间步长'

提高计算效率的目的
8

这种方法'在每步按通常的显

式算法得到计算结果后'增加了从结果位移向量种

过滤未被激活高阶振型的计算步骤
8

这种方法'既大

大提高了通常采用的显式方法的计算效率'同时对

求解的精度也影响不大
8

本文方法的适用范围为#结

构只有少数几个极高阶振型'而且这些极高阶振型

未被激活'即使过滤掉也不会影响计算精度
8

因此'

在由于局部高刚度而导致显式算法的条件稳定性对

时间步长提出过于苛刻要求而降低计算效率时'本

文方法可作为一种封闭体系振动求解的改进的显式

求解方法
8
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