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考虑拉压模量及主应力顺序的隧洞应力解析解
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摘要：针对圆形水工隧洞，采用统一强度理论和弹脆塑性模

型，考虑了不同工况下主应力顺序变化、不同拉压模量、中主

应力以及软化等因素的综合影响，推导了圆形水工隧洞问题

的弹塑性解答，探讨了不同拉压模量比、中主应力等对隧洞

临界压力以及极限压力的影响．算例分析结果表明，对于圆

形水工隧洞应正确考虑不同工况下第一主应力的变化，且应

重视拉压模量差异的影响，传统的压力隧洞弹塑性解答假定

岩土体具有相同的拉压模量，使得工程设计偏于保守，考虑

拉压模量的不等可以更真实的反映岩土材料的力学特性，以

期达到设计经济和安全．该结果为水工压力隧洞的弹塑性分

析提供了理论依据，对工程设计具有一定参考价值．
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　　水工压力隧洞是地下工程中常见的建筑物，隧

洞围岩承受洞室开挖的应力重分布和洞壁支护力及

洞内水压力作用．以往的隧洞弹塑性解答如犉犲狀狀犲狉

公式［１］等，常以隧洞内围岩的径向应力作为第一主

应力来推导相应公式．实际上，在不同的工况下，隧

洞第一主应力可能是径向应力，也可能是切向应力，

在应用强度准则时应正确选择第一主应力［２－３］．另

一方面，就目前现状而言，大多数文献都假定岩土体

的拉压模量相等，但根据三轴拉伸和压缩试验，岩土

体抗压和抗拉特性有较大差异，一般情况下拉伸模

量小于压缩模量．随着岩土及隧道工程技术的发展，

对岩土体材料性质的研究也提出了更高的要求，因

此，开展拉压模量不同理论的研究，是岩土及隧道工

程实践的迫切需要．王启铜，龚晓南等率先将不同拉

压模量弹性理论应用于扩孔问题的弹塑性分析，结
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果证明了岩土体拉压模量的差异对应力、位移及塑

性区的发展有较大影响［４］；此后，罗战友等在拉压模

量不同的基础上进一步考虑了岩土体软化特性，分

析了柱形孔扩张问题的应力及位移统一解［５－６］；郑

俊杰等则综合考虑岩土体的拉压模量差异及剪胀特

性，推导了球形孔扩张时弹性区及塑性区的应力和

位移［７］．

基于以上研究，笔者针对圆形水工隧洞，采用统

一强度理论和弹脆塑性模型，根据不同工况下主应

力顺序变化正确选择第一主应力，推导了考虑不同

拉压模量下的隧洞应力及围岩位移解析解，并通过

算例分析本方法与传统方法的不同．

１　基本方程及假定

对于处于开挖工况的水工隧洞，由于支护力狆

不太大，初始地应力的作用导致隧洞围岩产生应力

重分布．当支护力狆减小时，围绕着洞壁周边围岩产

生弹性变形，当狆减小到一定程度时，周边围岩进入

塑性状态．此后，随着狆的减小，塑性区范围不断扩

大．而对于处于运行期间的隧洞，由于洞内水压力的

作用，塑性区逐渐消失，当洞内压力不断增大时，隧

洞周边围岩进入新的弹性变形阶段，此后，随着洞内

压力的继续增大而进入径向受压的塑性变形阶段．

如图１所示，犪为隧洞开挖半径，狉狆 为塑性区半径，

狆０为岩体初始应力．

图１　施工期隧洞计算简图
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１．１　基本方程

平衡方程

犱σ狉

犱狉
＋
σ狉－σθ

狉
＝０ （１）

式中：σ狉为正应力；σθ为切应力；狉为半径．

在弹性区中，为几何方程

ε狉 ＝
犱狌

犱狉
，　εθ＝

狌

狉
（２）

式中：ε狉为正应变；εθ为切应变；狌为位移．

变形协调方程

犱εθ

犱狉
＋
εθ－ε狉

狉
＝０ （３）

　　根据犆．犃．阿姆巴尔楚米扬的不同模量弹性理

论，弹性变形阶段的本构方程［８］为

　εθ＝
１

犈＋
（１－狏＋狏＋）σθ－

狏－

犈－
（１＋狏＋）σθ （４犪）

　εθ＝
１

犈－
（１－狏＋狏－）σθ－

狏－

犈－
（１＋狏＋）σ狉 （４犫）

式中：犈＋，犈－分别为岩土体压缩模量及拉伸模量；

ν
＋，ν－分别为压缩及拉伸泊松比．

１．２　统一强度理论

对于柱形孔扩张问题，由于纵向尺寸远大于横

向尺寸，故可按照平面应变的轴对称问题分析．平面

应变状态下统一强度理论破坏准则为［９］

σ１－σ３

２
＝
σ１＋σ３

２
狊犻狀φ狋犼＋犮狋犼犮狅狊φ狋犼

狊犻狀φ狋犼 ＝
２（１＋犫）狊犻狀φ犼

２（１＋犫）＋犫（狊犻狀φ犼－１）

犮狋犼＝
２（１＋犫）犮犼犮狅狊φ犼

２（１＋犫）＋犫（狊犻狀φ犼－１）
·
１

犮狅狊φ狋犼

α＝
σ狋

σ犮
＝
１－狊犻狀φ犼

１＋狊犻狀φ犼
，　犫＝

（１＋α）τ狊－σ狋

σ狋－τ

烍

烌

烎狊

（５）

式中：犫为反映中主应力对材料屈服的影响程度参

数（０≤犫≤１）；σ１，σ３分别为单元体的最大主应力和

最小主应力（压应力为正，拉应力为负）；犮犼，φ犼分别

为材料的黏聚力和内摩擦角；犮狋犼，φ狋犼为材料的统一

粘聚力和统一内摩擦角；犼＝０表示材料软化前，犼＝

１表示材料软化后，σ狋，σ犮，τ狊，α分别为材料的抗拉

强度、抗压强度、抗剪强度以及拉压比．

统一强度理论其软化前后的屈服准则还可以写

成如下简化表达式：

σ１－σ３＝犡犼σ１＋犢犼 （６）

式中：犡犼＝
２狊犻狀φ狋犼

１＋狊犻狀φ狋犼
；犢犼＝

２犮狋犼犮狅狊φ狋犼

１＋狊犻狀φ狋犼
．

２　施工期围岩弹塑性分析

处于施工期间的隧洞，隧洞应力水平受初始地

应力控制，围岩由于开挖卸荷进入塑性变形阶段，若

以压应力为正，此时切向应力σθ 为第一主应力，即

σ１＝σθ，σ３＝σ狉．则屈服条件变为

σθ－σ狉 ＝犡犼σθ＋犢犼 （７）

选取应力函数犳（狉），使σ狉和σθ分别为
［５］
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σ狉 ＝犳（狉）

σθ＝
犱犳（狉）

犱

烍

烌

烎狉

（８）

结合变形协调方程、本构方程以及式（８），可以得到

狉２
犱２犳（狉）

犱狉２
＋狉
犱犳（狉）

犱狉
＋
犈－ （１－狏＋狏＋）

犈＋狏－ （１＋狏＋）
犳（狉）＝０

（９）

解方程（９）可得

犳（狉）＝犃狉η＋犅狉－η （１０）

式中：η＝ 犈－（１－ν＋ν＋）／犈＋（１－ν＋ν－槡 ）．

结合式（８）、式（１０），利用边界条件，可得到弹性区的

应力和位移表达式

σ狉 ＝（狆－狆０）（犪／狉）
１＋η＋狆０ （１１犪）

σθ＝－η（狆－狆０）（犪／狉）
１＋η＋狆０ （１１犫）

　　当隧洞洞壁支护力狆逐渐减小至第一临界压力

狆犮狉１时，隧洞围岩周边形成环状塑性区，将式（１１犪，式

（１１犫），犼＝０代入式（７），可得到狆犮狉１为

狆犮狉１＝
狆０（犡０－１）（１＋η）＋犢０

η（犡０－１）－１
（１２）

　　将公式（７）、犼＝１代入平衡方程（１）中，并根据

边界条件，可得塑性区内应力表达式

σ狉 ＝（狆＋犢１／犡１）（狉／犪）
犡１
／（１－犡１

）
－犢１／犡１（１３犪）

σθ＝
１

１－犡 ［１ 狆＋
犢１

犡（ ）
１

狉（ ）
犪

犡１
／（１－犡１

）

－

犢１

犡 ］１ ＋
犢１

１－犡１
（１３犫）

　　令狉＝狉狆，代入式（１１犪），（１１犫）中，可得塑性区

以外的弹性区应力及位移解答为

σ狉 ［＝ 狆＋
犢１

犡（ ）
１

狉狆（ ）犪
犡１
／（１－犡１

）

－

犢１

犡１
－狆 ］０ 狉狆（ ）狉

１＋η

＋狆０ （１４犪）

σθ＝－ ［η 狆＋
犢１

犡（ ）
１

狉狆（ ）犪
犡１
／（１－犡１

）

－

犢１

犡１
－狆 ］０ 狉狆（ ）狉

１＋η

＋狆０ （１４犫）

　　在隧洞围岩弹塑性交界处，由于径向应力连续，

式（１３犪）中的σ狉＝狆犮狉１，故将式（１２）代入式（１３犪）中，

可得狆与塑性区半径狉狆的关系式

狆 ［＝ 狆０（犡０－１）（１＋η）＋犢０η（犡０－１）－１
＋
犢１

犡 ］１ ·
犪

狉
（ ）
狆

犡１
／（１－犡１

）

－
犢１

犡１
（１５）

３　运行期围岩弹塑性分析

当水工隧洞处于运行期间时，隧洞围岩受到较

大的内水压力，当洞壁内压力大到一定程度时，隧洞

周边围岩由于径向受压而再次进入塑性状态，此时

隧洞应力水平受内水压力控制，径向应力σ狉 为第一

主应力，即σ１＝σ狉，σ３＝σθ．则屈服条件变为

σ狉－σθ＝犡犼σ狉＋犢犼 （１６）

　　当狆逐渐增大至第二临界压力狆犮狉２时，隧洞围

岩周边重新形成环状塑性区，将（１１犪），（１１犫），犼＝０

代入式（１６），可得到狆犮狉２为

狆犮狉２＝
狆０（１＋η）＋犢０

η＋１－犡０
（１７）

　　按第２节相同的方法，得如下结果：

将公式（１６）、犼＝１代入平衡方程（１）中，并根据

边界条件，可得运行期隧洞塑性区应力表达式如下：

　σ狉 ＝ 狆＋犢１／犡（ ）１ 犪／（ ）狉 犡１－犢１／犡１ （１８犪）

　σθ＝（１－犡１ ［） 狆＋
犢１

犡（ ）
１

犪（ ）
狉

犡１

－
犢１

犡 ］１ －犢１ （１８犫）

隧洞围岩弹性区应力及位移解答为

σ狉 ［＝ 狆＋
犢１

犡（ ）
１

犪

狉
（ ）
狆

犡１

－
犢１

犡１
－狆 ］０ ·

狉狆（ ）狉
１＋η

＋狆０ （１９犪）

σθ＝－ ［η 狆＋
犢１

犡（ ）
１

犪

狉
（ ）
狆

犡１

－
犢１

犡１
－狆］０ ·

狉狆（ ）狉
１＋η

＋狆０ （１９犫）

隧洞内压力狆与塑性区半径狉狆 的关系式为

狆 ［＝ 狆０（１＋η）＋犢０

η＋１－犡０
＋
犢１

犡 ］１
狉狆（ ）犪

犡１

－
犢１

犡１
（２０）

　　式（２０）是建立在统一强度理论的基础上所得的

隧洞内压力与塑性区半径的关系表达式．当中主应

力系数犫＝０且不考虑软化时，式（２０）可退化到文献

［５］中的表达式．再令犈＋＝犈－，狏＋＝狏－，即不考

虑岩土体拉压模量差异时，可退化为

狆＝（狆０＋犮犮狅狋φ）（１＋狊犻狀φ）·

（狉狆／犪）
（２狊犻狀φ）／（１＋狊犻狀φ）－犮犮狅狋φ （２１）

　　该表达式与文献［１０］推导的基于犕—犆屈服准

则下圆柱孔扩张问题的解答完全一致．

除此以外，当犈＋＝犈－，ν＋＝ν－时，式（１２）、式

（１７）分别可以退化到文献［３］中的表达式．
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４　算例与参数影响分析

某圆形水工压力隧洞半径犪＝４犿，压缩模量

犈＋＝２０００犕犘犪，压缩泊松比ν＋＝ν－＝０．３，围岩粘

聚力犮０＝犮１＝５犕犘犪，内摩擦角φ０＝φ１＝３０狅，初始

地应力狆０＝２０犕犘犪．

４．１　拉压模量的影响

由图２犪，犫可知，当隧洞处于施工期间时，刚好

出现塑性区所对应的第一临界压力随拉压模量比的

增大而增大的情况．对于处于运行期间的隧洞而言，

第二临界压力随拉压模量比的变化与施工期刚好相

反．这是因为施工期间的隧洞由于开挖卸荷产生应

力重分布，此时地应力起主导作用，隧洞圆孔处于不

断收缩状态，拉伸模量犈－越大，刚好发生塑性屈服

所需要的临界压力也越大；处于运行期间的隧洞，隧

洞承受较大的内水压力，洞内压力起主导作用，隧洞

围岩径向受压，隧洞处于扩孔状态，压缩模量犈＋越

小的围岩，隧洞越容易屈服，所需要的临界压力也越

小．另外，对于图２犪而言，相同拉压模量比条件下考

虑了中主应力（犫＞０）的临界压力比不考虑中主应力

（犫＝０）要小．这说明，考虑中主应力可以充分利用围

岩的自承能力，发挥其强度潜能．

图２　与犈－／犈＋及犫的关系

犉犻犵．２　犚犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀犪狀犱犈
－／犈＋，犫

　　图３犪，犫为当中主应力系数犫＝０且不考虑软化

时，隧洞周边围岩进入塑性状态后不同拉压模量下

隧洞内压力与塑性区半径的变化规律．由图３犪可以

看出，当隧洞处于开挖施工期间时，围岩向洞内收

缩，塑性区半径随洞内支护压力的增大而变小，这与

实际工程是一致的；而当隧洞处于运行期间时，塑性

区半径随洞内压力的增大而增大．根据图３还可看

出，拉压模量比越大，相同塑性区半径条件下的洞内

压力越小，表明拉伸模量犈－大的材料更加容易发生

屈服［９］，且随着拉压模量比的增大，洞内压力随塑性

区半径增长的增长速度不断变小；相同洞内压力条

件下，拉压模量比值小的材料对应的塑性区半径也

小，实际工程中岩土体拉压模量比值一般小于１，说

明传统的压力隧洞弹塑性解答假定岩土体具有相同

的拉压模量（即拉压模量比值等于１）使得工程设计

偏于保守，而考虑拉压模量不同则可以更反映材料

的客观真实情况，能更加经济、合理地指导工程

设计．

图３　犈－／犈＋对狆１／狆０的影响

犉犻犵．３　犈犳犳犲犮狋狅犳犈
－／犈＋狅狀犫

４．２　主应力顺序变化的影响

当中主应力系数犫＝０且犈－／犈＋＝１时，由图

４可看出，在不考虑主应力顺序变化工况下，隧洞开

挖完成时，当洞内支护力为零，隧洞塑性区半径为

５．１５犿；随着洞内支护力的不断增加，塑性区半径逐

渐减小，即屈服范围逐渐减小．当洞壁压力增大到

５．５９犕犘犪时，围岩处于平衡状态，屈服区消失；当洞

壁压力范围在５．５９～３４．４１犕犘犪时，围岩处于径向

受压的弹性状态，此时隧洞安全等级较高；而当洞壁

压力大于３４．４１犕犘犪时，围岩出现受压屈服．此后，

围岩塑性区范围随洞壁压力的不断增大而加大，隧

洞安全等级逐渐降低．这一规律与文献［１１］的结论

一致．而如不考虑主应力顺序变化工况下，由图可以

看出，不管内压力多大，隧洞围岩不会出现新的塑性

区．这与实际情况矛盾．

图５犪，犫为犫＝０且犈－／犈＋＝１、狆＝４０犕犘犪条

件下的围岩径向与切向应力随半径变化的分布规

律．由图可以看出，不考虑主应力顺序变化与考虑主

应力顺序变化，相对应的径向应力分布规律差别不

大，而切向应力的差别较大．这是因为狆＝４０犕犘犪

时，对应的隧洞已经进入受压屈服阶段（由图４可

知），如不考虑主应力顺序变化，始终将σθ作为第一

主应力，也就是说，当狆＞狆犮狉２时，仍然按式（１３犫）计

算塑性区半径是不合适的，而考虑主应力顺序变化

应按式（１８犫）计算．因此，二者计算结果有明显差别，

且内压力越大，差别也越大．
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图４　隧洞塑性区半径与洞内压力关系

犉犻犵．４　犚犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀狆犾犪狊狋犻犮狕狅狀犲狉犪犱犻狌狊

犪狀犱犻狀狀犲狉狆狉犲狊狊狌狉犲狅犳犮犻狉犮狌犾犪狉狋狌狀狀犲犾

图５　不同半径处的径向应力和切向应力

犉犻犵．５　犚犪犱犻犪犾狊狋狉犲狊狊犪狋犱犻犳犳犲狉犲狀狋狉犪犱犻狌狊犪狀犱

狋犪狀犵犲狀狋犻犪犾狊狋狉犲狊狊

５　结论

（１）对于圆形水工隧洞，传统的压力隧洞弹塑

性解答假定岩土体具有相同的拉压模量，使工程设

计偏于保守，而考虑拉压模量不同则可反映岩土材

料的客观真实情况，能更经济、合理地指导工程

设计．

（２）隧洞处于施工期间时，第一临界压力随拉压

模量比的增大而增大，塑性区半径随洞内支护压力

的增大而变小；对于处于运行期间的隧洞而言，第二

临界压力随拉压模量比的增大而减小，塑性区半径

随洞内压力的增大而增大．

（３）隧洞开挖完成时，随着洞内内水压力的不断

增加，塑性区半径逐渐减小，当洞壁压力增大第一临

界压力时，隧洞围岩处于平衡状态，屈服区消失；当

洞壁压力范围在第一临界压力到第二临界压力中间

时，围岩处于径向受压的弹性状态，隧洞安全等级较

高；而当洞壁压力大于第二临界压力时，围岩受压屈

服．此后，围岩塑性区范围随洞壁压力的不断增大而

加大，隧洞安全等级逐渐降低．
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