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摘要#发展了随机过程的第二类随机谐和函数表达并研究了

其性质
8

证明当随机频率与相位服从独立均匀分布而幅值由

频率与目标功率谱密度决定时%随机谐和函数过程的功率谱

密度函数精确地等于目标功率谱密度函数
8

研究第二类随机

谐和函数过程的渐进正态性%讨论趋向正态分布的速率%并

采用
QOKRD6E

分布研究
#

维概率密度函数的性质
8

研究表明%

第二类随机谐和函数同第一类随机谐和函数具有相似的性

质%且由于第二类随机谐和函数频率为均匀分布%应用更为

方便
8

以多自由度体系的线性和非线性响应分析为例%验证

了随机谐和函数模型的有效性和优越性
8

关键词#第二类随机谐和函数&功率谱密度&相关函数&平

稳过程&非线性
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过去
;$

年来%随机动力学研究取得了重要的成

就%并在科学与工程的诸多领域中获得了日益广泛的

重视与应用+

#G%

,

8

如何根据随机过程的概率信息!如有

限维联合分布*时域统计矩或功率谱密度函数等"生

成随机过程的样本%是随机动力学研究中的重要问

题
8

国内外众多学者对此进行了卓有成效的研究%发

展了诸如谱表示方法+

!

,

*

WKRVMEOE ,6̂TO

分解+

>G;

,

*

双重正交分解方法+

A

,和取样定理方法+

=

,等不同途径%

其中谱表示方法获得了较为广泛的应用
8

然而%由于

在某种意义上采用了无穷级数%当截取有限项近似

时%所有这些方法获得随机过程的概率信息只是目标

概率信息的近似表达
8

在应用较广的谱表示方法中%

通常需要引入数百个随机变量%这大大增加了随机动

力学问题求解的难度
8

事实上%早在
#"A"

年%

/6:6

和
.6YC

就提出了一

类频率和相位同时具有随机性的谱表示方法%由此

获得的随机过程的功率谱密度函数精确地等于目标
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功率谱密度函数+

H

,

8#"=#

年%

3VCE6]MYK

对这一方法

进行了更为详细的研究+

"

,

8

然而%由于他们关心的重

点是随机取样即随机过程的样本模拟%因此%对于样

本集合的精确概率信息并不关心
8

有鉴于此%从取样

频率的优化选择出发+

#$

,

%陈建兵和李杰独立地提出

了一类随机谐和函数+

##

,

%其中的谐和分量频率分别

在经过剖分的子区间内随机分布
8

研究表明#利用这

类函数%通过有限项数!通常不超过
#$

项"的分解%

即可反映目标随机过程的概率分布特性%从而极大

地降低了随机函数中随机变量的数目
8

受此启发%本

文提出了一类新的随机谐和函数模型!其分量幅值*

频率与相位均为随机变量"%证明了当随机频率与相

位服从独立均匀分布而幅值由频率与目标功率谱密

度决定时%无论随机谐和函数分量的个数是多少%该

随机过程的功率谱密度函数均精确地等于目标功率

谱密度函数
8

文中研究了此类随机函数的渐进正态

性%并详细研究了相应随机过程分布的性质
8

最后%

以数值实例进行了验证
8

为明确计%本文将文献+

##

,

中的模型称为第一类随机谐和函数%而将本文研究

的模型称为随机过程的第二类随机谐和函数表达
8

与第一类随机谐和函数相比%由于第二类随机谐和

函数频率为均匀分布%应用更为方便
8
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定理
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表明#采用形如式!
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"具有随机相位和随
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的功率谱密度函数与目标功率谱密度函数完全相

同
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换而言之%式!
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"中的随机过程是精确的谱表达

形式%为与文献+
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,中模型相区别%这里称之为第二

类随机谐和函数表达
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同时%由于
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_$

%有

"

#

&

4

#

, <

&

!

4

"

#

&

4

#

,

>5

!

!

!

&

"

!

/ 0

"

!

##

"

将式!

>

"%!

;

"代入式!

##

"%有

7CJ

#

*`

"

#

&

4

#

, <

&

!

4

7CJ

#

*`

"

#

&

4

#

>

!

"

%

!

!

7

"

&

!

!

7

"

&

9

#

:

2

!

!

&

"

+ ,

"

!

$

%

!
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&

"

#

$

%

P

!

&

#

7CJ

#

*`

"

#

&

4

#
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!

$

%

JKF

!

"

!

"

"

!

$

%

!

%!

&

"

#

$

%

%

!

!

7

"

&

!

!

7

"

&

9

#

P

!

&

4
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!

$

%

JKF

!

"

!

"

"

!

$

%

7CJ

#

*`

"

#

&

4

#

!

%!

&

"

!

$

%

!

#%

"

其中
:

JKF

_JKF

!

:

2

!

!

"

8

因此%只要当
#

*`

时%

%!

&

*

$

%就有

7CJ

#

*`

#

%

!

<

"

#

&

4

#

,

/

<

&

9

,

!

<

&

"

!

0

4

$

!

#!

"

!!

类似地可以证明式!

#$

"中第
%

式
8

根据
,KECE

N

aK::CE

定理%可知
!_

!

2

#

!

3

<

"%

2

#

!

3

2

""是渐进正

态的
8

根据多维正态随机变量的性质%从上述结论立

即可以推广到%当
#

*`

时任意
(

个时刻随机向量

!

2

#

!

3

#

"%

2

#

!

3

%

"%-%

2

#

!

3

(

""均为渐进正态的
8

"!"

!

截口概率密度函数

"!"!!

!

偏度与峰度系数

为了进一步了解第二类随机谐和函数
2

#

!

3

"的

性质%以下考察
2

#

!

3

"的截口随机变量的概率密度

函数
7

2

#

!

=

%

3

"

8

为此%首先计算
2

#

!

3

"的前
>

阶中

心矩
8

显然均值
$

2

#

_,

+

2

#

!

3

",

_$

%标准差

%

%

2

#

4

#

%

"

%

!

M

$

:

2

!

!

"

P

!

%

!

阶中心矩是

&

!

4

,

+

2

#

!

!

3

",

4

$

!

#>

"

而
>

阶中心矩为

&

>

4

,

+

2

#

>

!

3

",

4

/+

,

"

#

&

4

#

5

!

!

&

"

96D

!

!

&

3

6

"

&

,

"

0

>

4

,

"

#

&

4

#

"

#

>

4

#

!5

%

&

5

%

>

+ ,

>

9

,

"

#

&

4

#

!5

>

&

+ ,

H

!

#;

"

!!

为了方便%这里记
5

!

!

&

"为
5

&

8

由此可知%偏度

系数为

?

D

4&

!

$

%

!

4

$

!

#A

"

而峰度系数为

?

O

4

&

>

%

>

9

!

49

!

%

+

,

"

#

&

4

#

5

>

,

&

+

,

"

#

&

4

#

"

#

>

4

#

5

%

&

5

%

,

>

!

#=

"

!!

对于第二类随机谐和函数%将式!

>

"%!

;

"代入式

!

#=

"%有

?

O

49

!

%

.

"

#

&

4

#

%

!

!

7

"

&

!

!

7

"

&

9

#

:

%

2

!

!

&

"

%!

&

P

!

&

"

#

&

4

#

"

#

>

4

#

%

!

!

7

"

&

!

!

7

"

&

9

#

:

2

!

!

&

"

P

!

&

%

!

!

7

"

>

!

!

7

"

>

9

#

:

2

!

!

>

"

P

!

>

!

#H

"

!!

当取
%!

#

_

%!

%

_

-

_

%!

#

_

%!

_

!

M

$

#

时%

则有

?

O

49

!

%

%!

%

!

M

$

:

%

2

!

!

"

P

!

%

!

M

$

:

2

!

!

"

P

! "

!

%

!

#"

"

!!

若
%

!

"

#

!

$

"

!

!

"

%

!

和
%

!

"

#

!

"

!

!

"

%

!

均有界%令
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!

M

%

!

M

$

:

%

2

!

!

"
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%

!

M
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"
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! "

!

%

!

%$

"

则

?

O
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!

%

'

#

!

%#

"

!!

这里
'

是一个不依赖于
#

的常数%仅与功率谱

密度函数的形状有关
8

由
5KM9V

U

不等式%有

%

!

M

$

:

2

!

!

"

P

! "

!

%

#

%

!

M

$

:

%

2

!

!

"

P

!

%

!

M

$

P

!4

!

M

%

!

M

$

:

%

2

!

!

"

P

!

!
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"

!!

将式!

%%

"代入式!

%$

"%可知
'.

#8

当
:

2

!

!

"

_

:

$

是一个常数时%

'

_#8

对于常用的地震动功率谱模型%一般
#

#'#

%8

以
WKEKC .K

B

CJC

谱为例%此时%功率谱密度函

数为+

#!

,

!

!

!

!

"

4

#

6

>

(

%

!

!

$

!

$

"

%

!

#

9

!

!

$

!

$

"

%

"

%

6

>

(

%

!

!

$

!

$

"

%

!

$

!

%!

"

式中#

(

为场地阻尼比&

!

$

为场地卓越频率&

!

$

为高

斯白噪声谱密度
8

根据文献+

#>

,%选取硬土场地的参

数为
!

$

_#A8"RKP

.

D

G#

%

)

_$@">

%截止频率
!

M

_

#$$RKP

.

D

G#

%代入式!

%$

"可知
'

_#@A!8

而对
576M

N

VQOE]COE

谱+

#;

,

!

!

!

!

"

4

#

6

>

(

%

#

!

!

$

!

#

"

%

!

#

9

!

!

$

!

#

"

%

"

%

6

>

(

%

#

!

!

$

!

#

"

%

.

!

!

$

!

%

"

>

!

#

9

!

!
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%

"

%

6

>

(

%

%

!

!

$

!

%

"

%

!

$

!
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"
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根据文献+

#A

,%取中硬场地土参数
!

#

_#=8";

RKP

.

D

G#

%

(

#

_

(

%

_$@=%

%

!

%

_$@#

!

#

8

分析中取截止

频率
!

M

_#$$RKP

.

D

G#

%则
'

_#@";8

"!"!"

!

&'()*+,

分布函数

采用
QOKRD6E

分布函数族+

#=

,

%可获得
7

2

#

!

=

%

3

"

的表达式

7

2

#

!

=

%

3

"

/

#

9

=

&

! "

#

9

*

!

.

#

9

.

"

#

9

=

&

! "

%

*

!

.

%

9

.

"

当
.

#

#

=

#

.

%

!
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"

其中
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#

%

%

_

0

槡
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%
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/
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/
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)

%
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)

#
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)

%
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)

#
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%

%
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#

_

% )槡#

)

%
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)

%
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)

#
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%

/

%

_

%

)

%
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)

#
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)

%
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)

#

G#H

%

)

#

_

&

%

!

%

)

%

_

&

>

@

由于前
>

阶矩是时不变的%所以
7

2

#

!

=

%

3

"也是时不变的%可记为
7

2

#

!

=

"

8

为考察
7

2

#

!

=

%

3

"趋于正态分布的速率%不妨分

析
%

%

_#

的情况
8

这时

&

>

4

!

A

%#

9'
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!
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"
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根据式!
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"%将各阶矩代入%可知

7

2
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=
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*
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=

%
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%
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槡
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%
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槡
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%
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"

其中
*

为满足概率相容条件的常数

*

4

%

.

%

.

#

#

9

'

=

%
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9

%

! "

'
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9

;

'

%

'

P
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#

!
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"
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'
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'

取整%则利用三角函数的积分

公式可得

*

!

4

#

%

.

!

>

.

-

.

>

!

#
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"

9

!

>

!
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"

9

%
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>

!

#
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"
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"
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%
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#

"11
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'

!
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根据
cK77CD

公式+

#H

,

"

%

4
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(
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#
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6

#

!
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"11

!
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9

#

! "

"11

%

!

!$

"

可知

7CJ

(
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*

4
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(
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!
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9

#
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!
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"11

"
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'
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#

4

#

%槡
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采用相对熵+

#"

,来比较
%

个概率密度函数相近似

的程度
8

记标准正态分布概率密度函数为
"

!

=

"

_

#

%槡
"

O

G

=

%

$

%

%则
7
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=
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!

=
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"

为避免奇异问题%当
7

2

#

!

=

"

_$

时%可以
7

2

#

!

=

"

_

,

替代%

,

可取一小量%例如
#$

GH

8

当
%

个概率密度函数完全相同时%相对熵为零
8

当
%

个概率密度函数相差越大时%相对熵绝对值越

大
8

将式!

%=

"代入式!

!%

"%并将
7E

!

#G

'

=

%

$!

>#G

%

'

""的
.K

U
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展开式代入%可得

+

!

7

2

#
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"

"
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期 孙伟玲%等#随机过程的第二类随机谐和函数表达
!!

!

>

'

>#

9

%

'

6

#$

'

%

!

!

>#

9

%

'

"

%

6

! "

-

!

!!

"

! !

显 然%随 着
#

* `

%有
+

!

7

2

#

%

-

"

_

B

!

G#

G#

"

*

$8

图
#

给出式!

%=

"参数
'

取值为
#8A

和
#8"

时随机

频率谐波分量不同个数时的截口概率密度函数与标准

正态分布概率密度函数的对比%图
%

为上述分布的相对

熵
8

从图
#

可以直观地看到%随着
#

的增大%

2

#

!

3

"的
#

维概率密度函数
7

2

#

!

=

%

3

"很快趋向于标准正态分布%

而其相对熵则很快地趋近于零
8

比较图
#K

%

X

可以发现%

随机频率谐波分量
#

相同时%参数
'

越接近
#

则分布

越接近于正态分布
8

对于常用地震动功率谱模型%一般

#

#'#

%

%所以随机频率谐波分量
#

相同时%由不同的

功率谱密度函数生成的第二类随机谐和函数过程

2

#

!

3

"%其截口概率密度函数相差不大
8

图
:

!

:

维概率密度函数与标准正态分布
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;

<:

!
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3

*#7&7(4("

8

10,'("

8

/.,$"(#,

&,1'"&,1&*1,#*+&41('"*(7."(#,

"!#

!

随机谐和函数的项数

当
#_#

时%

2

#

!

3

"退化为单一随机频率谐和

过程
2

#

!

3

"

_5

!

!

"

96D

!

!

3b

"

"

8

根据定理
#

%当
"

为!

$

%

%

"

,之间均匀分布的随机变量%

!

服从+

$

%

!

M

,

均匀分布%

5

!

!

"

_ :

!

!

"

!

M

$槡 "

%

2

#

!

3

"的功率谱密

度函数精确地等于目标功率谱密度函数
8

在此情况

下%仅用
#

个随机谐和分量%即可完全把握
!

2

!

!

"所

含有的概率信息
8

图
?

!

:

维分布与标准正态分布的相对熵

-(

;

<?

!

504&"(@00,"*#
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3
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8
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8
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!!

虽然仅有
#

项可完全表征功率谱密度函数%但

从
#

维概率密度函数来看%若需要逼近正态分布%则

需项数
#

4

#8

按照式!

!%

"定义的相对熵%可以衡量

目标概率密度与标准正态分布之间的接近程度
8

由

图
%

可知%若取相对熵
+

!

#

"

$

$@$#

%则当
'

_#@A

时%

#

4

=

即可&当
'

_#@"

时%

#

4

H

即可
8

对于宽带白噪声过程%即功率谱密度函数

!

2

!

!

"

_!

$

%

G

!

M

#!#!

M

时%谐和分量的幅值

5

!

!

&

"

_ :

$

%!

&

$槡 "

与随机变量
!

&

%

&_#

%

%

%-%

#

的取值无关%此时第二类随机谐和函数表达式与第

一类随机谐和函数表达完全一致+

##

,

8

#

!

数值算例

考虑功率谱密度函数为式!

%>

"所示
576M

N

V

QOE]COE

谱的随机过程%参数取值依照
%8%8#

节
8

根

据上述原理%图
!

是
#$

个随机频率与
#$$$

个确定

性频率谐和分量的典型地震动时程%图
>

是
#$

个随

机频率与
#$$$

个确定性频率谐和分量生成地震动

的功率谱密度函数同目标谱的比较
8

从直观上看%二

=#>#
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者的地震动时程没有明显的定性差别%

%

种方法生成

地震动的功率谱密度函数同目标功率谱密度函数都

十分相近%且
#$

个随机频率生成的地震动与目标功

率谱更为一致
8

图
;

是
#$

个随机谐和分量与经典谱

表达中取
#$$$

个确定性频率谐和分量时合成随机

过程的自相关函数%可见二者吻合良好
8

图
A

!

典型地震动时程
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;

<A

!

B

83
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图
C

!

功率谱密度函数
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<C

!
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8
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图
E

!

自相关函数
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;

<E

!
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图
A

给出一个
"

层结构在随机地震动作用下的线

性与非线性层间位移和内力响应的标准差过程
8

图
=

是典型样本的线性与非线性恢复力曲线过程%表明结

构进入了严重的非线性阶段
8

从图
A

可见%无论是线

性还是非线性情况%

#$

个随机谐和分量合成的随机地

震动作用下%结构内力和位移响应标准差均具有很高

的精度
8

结合概率密度演化方法%可进一步深入进行

非线性结构响应及抗震可靠度的概率密度演化分

析+

%

,

8

限于本文主题和篇幅%在此不再赘述
8

图
F

!

结构响应标准差
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图
G

!

典型线性与非线性恢复力曲线
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结论

本文提出的随机谐和函数具有渐进正态性%可

以以较少的随机谐和分量合成具有较丰富概率信息

的随机过程
8

研究表明#当随机频率与相位服从独立

均匀分布而幅值由频率与目标功率谱密度决定时%

无论随机谐和函数的分量数目是多少%相应随机过

程的功率谱密度函数均精确地等于目标功率谱密度

函数
8

同时%由于这类随机谐和函数中频率为均匀分

布%因此更为方便应用
8

文中以多自由度体系在平稳

随机过程激励下的响应分析为例%验证了所建议随

机谐和函数用于随机过程表达的有效性
8
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