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)

"线性无关'

6

%

/

$

'

?

*

/

%

'

/

#

',

/

)

'

/

)\%

+

/

$

'式!

>

"有唯一解
8

从式

!

;

"中解出
&

!

Q\%

"

9

!

9

%̀

'

#

','

)

"'直到精度符合要

求便停止
8

取

&

9

-

&

!

Q

3

%

"

9

'

!

9

2

%

'

#

','

)

!

A

"

!!"

!

线性函数类

如果拟合的曲线方程为多项式
7

!

/

"

`&

%

\&

#

/\&

!

/

#

\

,

\&

)

/

)G%

`

C

)

9

%̀

&

9

/

9

G%

'则式!

>

"有

C

%

6

%

C

/

%

6

%

,

C

/

)

5

%

%

6

%

C

/

%

6

%

C

/

#

%

6

%

,

C

/

)

%

6

%

5 5 5

C

/

)

5

%

%

6

%

C

/

)

%

6

%

,

C

/

#)

5

#

%

6

:

;

%

&

%

(

&

%

(

&

#

5

(

&

:

;

%

&

)

2

!

C

6

!

Q

"

%

6

%

C

6

!

Q

"

%

6

%

/

%

5

C

6

!

Q

"

%

6

%

/

)

5

%

:

;

%

&

%

'

!

6

%

/

$

!

=

"

!!

式!

>

"(式!

=

"即为最小一乘逼近解的行列式表

示'由于分母不能为零'所以迭代只能有限
Q

次进

行
8

虽得到的是近似解'但为求得最佳解完成了必要

的.寻优/环节
8

"

!

优化集判别法则和最小一乘逼近的

最佳解

"!!

!

直接法

由定理'通过解方程组式!

#

"获得最佳参数
9

)

'

"=!%
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从而使目标函数
;

极小化得以实现的方法称为.最

小一乘直接解法/'简称直接法
:

直接法考虑由
B

个方程中任意不重复地取出
)

个方程构成一个满足式!

#

"的方程组'从而获得
%

个基

本解
:

比较各基本解'其总数不超过
B

7 $*!

BG)

"7

)

7+个'必可找到一个最优解'该解即为最小一乘问题

的最佳解
:

显然'当
B`)

时'只存在
%

个方程组'如

果这个方程组无解'则最小一乘逼近也不存在%如果

有解'则目标函数
;

必为零'最小一乘获得唯一最

佳解
:

当
B

.

)

时'虽仅用了
)

组数据'剩下的
BG

)

组数据是否属于无用< 并非如此
:

因为究竟用哪

套
)

组数据'需要由全部的
B

组数据来决定'是由

B

组数据中选出最好的
)

组构成的
:

只需且至少存在
%

个有解的方程组'而剩下的

BG)

组数据只要能够服从该方程'就必然可使目

标函数
;

的极小化得以实现
:

这与函数
7

!

/

'

9

"的

!线性或非线性的"类型无关'也为求解非线性函数

类的最小一乘问题提供了解决的可行性
:

这两种算法各有利弊
:

直接法在理论上可行'但

常因计算量太大而不实用'且在
B

7 $*!

BG)

"7

)

7+个方程组中只要有
%

个无解'就可能造成整个计

算的中断%近似解法采用了迭代方法使得连续计算

成为可能'但由于分母不能为零的限制而无法获得

最佳值'其解只是一种近似
8

现考虑吸收这两种方法的各自长处#设法找到

直接法中最佳解所对应的.

$

/点'就获得问题的解

决'而寻优过程可用选代方式进行
8

这样计算的总成

本是有限次的迭代再加上解一个方程组
8

这是一个

比较经济的算法
8

由此引出了一个判别法则'用以判别.寻优/过

程结束(找到了.

$

/点(转向求最佳解的节点
8

它由优

化集(优化区(优化集判别法则等内容构成
8

"!"

!

优化集与优化区

对于曲线拟合方程
T

`

7

!

/

'

9

"'设
9

)是逼近的

最佳参数'以
9

)为核心'

9

-

9̀

)

\

(

9

为边界所构成

的区域称为.优化区/'在优化区内'点
9

的全体构成

的集合称为.优化集/'用符号
Y

-

)

表示
8

Y

-

)

2

4

9

-

IJF

%

090

)

6

9

!

9

-

"

0

ICE

)

3

%

0

%

0

B

6

%

!

9

-

"0

!!

不讨论
Y

-

)

的范围的大小等问题'而只需知道

在优化集内的优化解
9

-和最佳解
9

)具有相同的特

征
:

在迭代
Q

次后'当参数
9

一旦进入了优化集
Y

-

)

后'无须再在计算上花.成本/'即没有必要继续迭代

让
9

-逐步趋于
9

)

'而是可以结束迭代'转向求解方

程组得到
9

)

'并获得最小一乘法问题的最佳解
8

"!#

!

优化集判别法则

在一定的
Q

次迭代后'得到了
B

个绝对偏差

值#

6

!

Q

"

%

'

6

!

Q

"

#

','

6

!

Q

"

)

','

6

!

Q

"

B

:

其中'

6

!

Q

"

%

0

6

!

Q

"

#

0

,

0

6

!

Q

"

)

0

,

0

6

!

Q

"

B

'等号通

常在
)`B

时成立
:

分为两组#第一组由
6

!

Q

"

9

!

9

`

%

'

#

','

)

"组成'共有
)

个%第二组由余下的
BG)

个
6

!

Q

"

%

!

%̀ )\%

','

B

"组成
:

继续迭代'当第一组中的最大绝对偏差

IJF6

9

!

9

%̀

'

#

','

)

"始终不再大于第二组中最

小绝对偏差
ICE 6

%

!

%`) \%

','

B

"'即

IJF

%

0

9

0

)

6

9

!

9

!

Q

"

"

0

ICE

)\%

0

%

0

B

6

%

!

9

!

Q

"

"'同时第一组

所有的!

/

9

'

T

9

"也不会再到第二组里去'则称第一组

所对应的
)

个点为.

$

/点'称参数
9

为进入优化集的

优化解
9

-

8

"!$

!

具体算法一

以上假设了一个优化集'在实际应用中'并不一

定要确定优化集的临界范围
8

这是因为迭代过程只

是.寻优/并不能求得最佳解'用小的计算成本达到

目的是很有必要的
8

初始工作#设定初始值
9

!

$

"

'如可取最小二乘估

计值
:

!

%

"迭代足够多
Q

次'得第
Q

次迭代结果
9

!

Q

"

和
6

!

Q

"

%

'

!

#

"将总数为
B

个绝对偏差值作一由小至大

的排 列#

6

!

Q

"

%

0

6

!

Q

"

#

0

,

0

6

!

Q

"

)

0

,

0

6

!

Q

"

B

:

!

!

"取前
%

'

#

','

)

共
)

个对应的!

/

9

'

T

9

"构

成
%

个方程组'代入式!

#

"解出参数
9

'并记为
9

-

:

!

>

"分别计算
C

B

%̀ %

6

%

!

9

-

"和
C

B

%̀ %

6

%

!

9

!

Q

"

"%

!

;

"比较大小
:

若
C

B

%̀ %

6

%

!

9

-

"

0C

B

%̀ %

6

%

!

9

!

Q

"

"

成立'可以转!

A

"再进行多次验证%若始终成立'则打

印
9

)

9̀

-

'结束
:

!

A

"否则'置
Q

#

Q\%

'转最小一乘继续迭代
:

在

获得新
9

!

Q

"后再转!

%

"判别
8

"!&

!

具体算法二

对于.具体算法一/中的!

!

"'多取
%

组数据'即取前

$H!%
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第
"

期 顾乐民#曲线拟合的最小一乘法
!!

%

'

#

','

)\%

个对应的!

/

9

'

T

9

"'考虑由这
)\%

个方

程中任意不重复地取出
)

个方程构成
%

个方程组'从

而获得
%

个基本解'基本解的总数不超过
)\%

个
8

比

较各基本解'必可找到最小一乘问题的解
8

例如'对于
!

参数方程'直接法确定的.

$

/点至少为

) !̀

个'不妨就设定为
!

个
8

为防止假.

$

/点的出现!一

种迭代次数不够多时有可能出现的情况"'可以多取
%

组数据
9

%̀

'

#

'

!

'

>

'于是构成了
)\%̀ >

个基本解#

9

%̀

'

#

'

!

'

9

%̀

'

#

'

>

'

9

%̀

'

!

'

>

和
9

#̀

'

!

'

>8

比较各基本

解'必可找到最小一乘问题的最佳解
8

当然也可多取
#

组数据'而解必然在总数不超过!

)\%

"!

)\#

"$

#

个

基本解中找到
8

具体算法二增大了计算工作量'但对于

最佳解的获得起到一定保证作用
8

#

!

应用实例

例
"

!

求解
aa-

模型#

7

!

/

"

`

&

%

&

#

\&

!

/

&

>

&

#

\/

&

>

:

aa-

模型含有
>

个参数的
3

形生长模型'求解

有一定的难度
8

为简化表达'这里只用
&

%

'

&

#

'

&

!

'

&

>

'

>

个参数来表示'并略去对参数的具体介绍
8

固结系数是反映土层固结特性的参数'在基础

沉降计算中具有十分重要的意义
8

表
%

第
#

列是文

献*

A

+给出的某土体沉降
T

与时间
/

关系的
%;

组原

始数据'采用
aa-

方程对沉降变化进行描述'用最

小一乘法对
aa-

方程加以拟合
8

拟合值为
7

!

/

%

"'

相对误差为
6

%

$

T

%

:

表
>

!

最小一乘准则下的
MM?

曲线拟合

I"8@>

!

MM?$%:01-'&&')

6

')&B1$:'&1:'()(-

#1"9&"89(#%&1*10'"&'()

%

/

%

$

D

T

%

$

NI

7

!

/

%

"$

NI

!

6

%

$

T

%

"$

!

% %; $8$%H $8$%H $

# !$ $8$#! $8$#!> G%8;=

! A$ $8$!A $8$!#! %$8%"

> %#$ $8$>" $8$>A= >8=;

; #>$ $8$AH $8$AH $

A ;>$ $8%$$ $8%$#$ G#8$$

= "A$ $8%#H $8%#"" G%8>;

H %;$$ $8%;% $8%;%; G$8!;

" #%A$ $8%A" $8%AH# $8>"

%$ #">$ $8%H% $8%H% $

%% !A$$ $8%"$ $8%HH= $8A"

%# ;>$$ $8#$# $8#$#% G$8$=

%! =#$$ $8#%% $8#%$% $8>%

%> %#A$$ $8### $8###! G$8%!

%; %H$$$ $8##H $8##H $

!!

先作最小二乘法计算'得估计值并作为最小一乘

迭代的初始值
8

迭代
%#

次得
9

!

%#

"

'记
9

-

9̀

!

%#

"

:

继续

迭代
;

次作为检验'仍有
9

-

&̀

!

%=

"成立'即
9

-与
Q

(

%#

后的迭代无关'可用
9

)

9̀

-表示'并得
7

!

/

"

`

!

$:$%$H[!>$:!!%%\$:#>A!/

$:H!;"

"$!

!>$:!!%%\

/

$:H!;"

"

:

数据处理见第
!

列
:

它获得偏差绝对值和

C

6

%

$̀:%>#

的极小化结果
:

经计算知'曲线拟合误差
G

IJ

:

`

!

%

$

%;

"

[

C

6

%

[%$$! %̀8>=!

'也要小于最小二乘法中

G

IJ

:

#̀8$A!

的结果
8

例
%

!

求解
,6

L

CDOCN

模型#

7

!

/

"

`

&

%

%\&

#

.

G&

!

/

:

,6

L

CDOCN

模型是含有
!

个参数的
3

型增长模型'

为简化表达'这里只用
&

%

'

&

#

'

&

!

'

!

个参数来表示
8

表
#

摘自1中国人口统计年鉴2中的
%""$

年至

#$$H

年的
%"

组数据'运用最小一乘法对
,6

L

CDOCN

模

型加以拟合'并预测
#$$"

年以及
#$%$

年的人口数

!已知
#$$"

年人口数为
%!!>=>

万"

8

用最小二乘估计
9

!

$

"

`

!

%>%:=

'

$:#;H

'

$:$=

"作

为最小一乘迭代的初始值'由式!

>

"迭代
"

次得
9

!

"

"

:

由判别法则知'

9

!

"

"已进入了优化区'可用
9

-

9̀

!

"

"表

示
:

将位于
%̀ #

'

=

'

%H

的
!

组数据代入方程组'得最

佳解
9

)

9̀

-及
,6

L

CDOCN

方程#

7

!

/

"

%̀>#:!

$!

%\

$:#A%"9

G$:$AH

!

/G%"H"

"

"

8

数据处理结果见表
#

第
!

列'它获得了绝对偏差值和为
%#>;

万的最小结果
8

表
C

!

>RRX

年至
CXXQ

年我国人口数及其拟合结果

I"8@C

!

T(

,

%#"&'()')!B')"

!

>RRX

(

CXXQ

"

")*

&B1':-'&&')

6

:19%#&9

%

/

%

$年
T

%

$万
7

!

/

%

"$万
6

%

$万

% %""$ %%>!!! %%>!#A =

# %""% %%;H#! %%;H#! $

! %""# %%=%=% %%=#;H GH=

> %""! %%H;%= %%HA!% G%%>

; %""> %%"H;$ %%"">! G"!

A %""; %#%%#% %#%%"; G=>

= %""A %##!H" %##!H" $

H %""= %#!A#A %#!;#A %$$

" %""H %#>H%$ %#>A$= #$!

%$ %""" %#;"$" %#;A!> #=;

%% #$$$ %#A;H! %#AA$" G#A

%# #$$% %#=A#= %#=;!> "!

%! #$$# %#H>;! %#H>%% >#

%> #$$! %#"##= %#"#>$ G%!

%; #$$> %#""HH %!$$#; G!=

%A #$$; %!$=;A %!$=A= G%%

%= #$$A %!%>>H %!%>AH G#$

%H #$$= %!#%#" %!#%#" $

%" #$$H %!#H$# %!#=;! >"

%H!%
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!!

预测
#$$"

年人数
8

将
/ #̀$$"

代入'得
7

!

/

"

`

%!!!>%:!

万'与已知数
%!!>=>

万相差.

G%!#8=

万/'相对误差
$8$"";!8

有两种途径可以预测
#$%$

年人数'一是令
/`

#$%$

代入式中'得
T

%̀!!H";8=

万
8

另一种是重新列表'计算
%""$

年至
#$$"

年的
#$

组数据'并推算
#$%$

年的预测值
8

经过计算得到的方

程为#

7

!

/

"

%̀>#:>=

$!

%\$:#A!!9

G$:$A=>

!

/G%"H"

"

"

:

将

/ #̀$%$

代入'得预测值
7

!

/

"

%̀!!"$H:%

万
8

实际结

果有待验证
8

例
#

!

求解带有绝对值的
)CNMJRPD

方程
7

!

/

"

`

&

%

'

%\&

#

9

G&

!

/

'

%

$

&

>

8

)CNMJRPD

模型是含有
>

个参数的
3

型增长模

型'为简化表达'这里只用
&

%

'

&

#

'

&

!

'

&

>

'

>

个参数

来表示
8

这里给出
%

个将数值作为离散数据进行拟合的

例子
8

取
/

%

$̀

'

%

','

"

'而
T

!

/

%

"

%̀$$$$

$

'

%G>

9

$:#/

%

'

%

$

$:;并且四舍五入取整数部分作为离散数据

T

%

'将!

/

%

'

T

%

"

%̀ %

'

#

','

%$

作为原始数据列于表
!

第
#

列
8

表
D

!

最小一乘准则下的
J'$B":*9

曲线拟合

I"8@D

!

J'$B":*9$%:01-'&&')

6

')&B1$:'&1:'()(-

#1"9&"89(#%&1*10'"&'()

%

原始数据

/

%

T

%

拟合结果

7

!

/

%

"
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在不断的探讨中'最小一乘法

的基本理论和方法一定能更好地为社会服务
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