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结构拓扑优化理论及其在桥梁结构找型中的应用
陈艾荣1   常成1,2   马如进1   任丽莎3
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摘要：从物理模型、数学模型和优化算法三个方面系统阐述了结构拓扑优化的基本原理。通过实例介绍了应用拓扑优化技术进行桥梁结构找型的方法，并展示了拓扑优化中结构衍化过程及优化结果。针对目前结构拓扑优化技术运用在桥梁找型中所面临的困难，探讨了未来研究的方向。研究表明结构拓扑优化方法可以在桥梁概念设计阶段得出合理而新颖的结构形式，在桥梁找型方面具有良好的应用前景。
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Abstract：Firstly, the physical model, the mathematic model and the algorithm of structural topology optimization was stated. Secondly, the application of topology optimization to form finding of bridges is elaborated via some examples, and the transformation process and the final layout of structural topology optimization are presented. Finally, some issues of future research are suggested to improve the application of topology optimization to form finding of bridges. Result shows structural topology optimization can derive a reasonable and heuristic layout in the conceptual design phase, and has a promising prospect in form finding of bridges.
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结构的设计目标是以最小的成本来满足使用性能的要求。传统的结构设计中，结构的最初形态主要源自设计师的经验和直觉。虽然在此基础上结构还需要通过进一步的优化与验算来确保其满足各项要求，但结构形态并不会发生太大的变化。在结构设计初期，每一个决定都会对结构在全寿命周期内的性能都会产生重要而深远的影响[1]。传统的基于经验与直觉的设计模式具有很大的偶然性和盲目性，且一定程度上限制了桥梁体系与形式的创新，因此，目前结构设计中迫切需要一种能够在设计初期为设计师提供结构合理初始形态的找型手段，结构拓扑优化技术就是在这样的背景下应运而生。
结构拓扑优化为结构优化的一种，相对于传统的结构优化方法，该方法不需要给定一个初始结构形态，而只需设定结构的空间范围以及荷载与支撑等边界条件，通过结构分析技术与非线性优化算法就能够自行找出设计域内合理的结构形态。因此，结构拓扑优化不仅是一种结构优化技术，更是一种计算机辅助造型技术，可用于结构设计初期进行结构找型。
近二十年来随着计算机技术和有限元技术的成熟，拓扑优化技术得到了飞速发展。各种新的拓扑优化方法被不断提出，Altair公司的OptiStruct[2]和solidThinking、Dassault公司的Tosca以及MSC软件公司的Nastran等许多商用有限元软件都已能实现拓扑优化功能，并且在航空航天、机械制造、微机电制造以及土木工程等多种设计与制造行业中，拓扑优化方法都得到了越来越广泛的应用。
1. 物理模型
物理模型是研究拓扑优化问题的基础，为使优化过程中结构的拓扑形式可以发生改变，需要有一种物理模型可以用较少的设计变量来描述设计域内各种可能的拓扑形式。早期的拓扑优化采用杆系模型，通过在设计域内布置大量的节点和杆件以期涵盖设计域内尽可能多的结构形式。但随着均匀化方法的提出，早期的杆系模型逐渐被连续体模型所取代。
1.1 均匀化方法
均匀化方法是由Bendsøe和Kikuchi[3]首次提出，采用了具有微结构的复合材料模型。该模型可看作微结构胞元在优化空间内的周期性分布，每个胞元由三个几何参数来描述，然后采用均匀化方法求解不同微结构构成下的结构宏观材料特性，从而得到材料宏观特性与微结构胞元三个几何参数间的函数关系，通过对微观胞元三个几何参数的尺寸优化即可实现宏观结构的拓扑优化。由于具有三个参数，因此可以描述非均匀各向异性材料甚至复合材料。
均匀化方法的物理模型有着严谨的力学理论基础，是目前最完备的拓扑优化物理模型。但该模型中每个胞元需三个变量描述，均匀化材料弹性张量的求解仍非常复杂。因此，均匀化方法目前很少用于宏观结构拓扑优化的求解，而一般仅用于拓扑优化理论分析和复合材料的拓扑优化问题。
1.2 变密度法
在实际工程中，大多人工制造材料都可视为各向同性材料，由此可以对均匀化方法中的设计变量进行简化。变密度法的基本思想最早由Bendsøe[4]提出。作为均匀化方法的一项平行研究，该方法引入一种假想的相对密度在0～1之间可变的材料，并通过材料密度插值函数来定义材料的弹性模量与密度之间的关系。优化问题中以各个单元的材料密度[image: image2.png]


作为设计变量，使每个单元的设计变量由均匀化方法中的三个简化为一个。
由于中间密度的材料在实际中很难制造，所以优化结果中的中间密度单元应越少越好。为此，一般在定义材料密度插值函数时需要对单元密度在0~1之间的单元刚度进行惩罚，从而迫使灰色单元转换为实单元或空单元。许多函数都可以用来描述中间密度单元密度变量和弹性模量之间的关系[5]，这样的函数一般称作材料密度插值函数。各向同性实材料惩罚密度法（solid Isotropic microstructures with penalization for intermediate densities, SIMP）是目前最为通用的材料密度插值函数，采用幂函数的形式对中间密度单元进行刚度惩罚。
变密度法简化了均匀化方法中的设计变量，并能够较准确地模拟各向同性材料，是目前连续体拓扑优化中最为常用的力学模型。
1.3 离散变量法
在变密度法中由于采用了0~1连续变量作为设计变量，所以优化结果中通常将不可避免出现中间密度单元。离散变量法放弃了连续的设计变量，转而直接采用离散的0/1设计变量。
渐进结构优化法（evolutionary structural optimization, ESO）是离散变量法中最为重要的分支[6, 7]。早期的渐进结构优化法基于一种简单直观的优化策略，首先使结构材料填满整个优化区域，然后逐步将优化区域内传力效率较差的单元去掉，直到结构的体积达到指定约束。为解决渐进结构优化法单元误删之后难以恢复的问题，双向渐进结构优化法（bi-directional evolutionary structural optimization, BESO）在删除单元的同时还提供了一个单元再生的机制[8, 9]。
采用离散设计变量的渐进结构优化方法基于普遍认同的生物进化理论。该方法简单而有效，便于在已有有限元软件基础上进行二次开发，并已被用于多个实际工程设计中。
此外，基于离散变量法物理模型，也可以采用遗传算法[10]、粒子群算法[11]和蚁穴算法[12]等具有全局搜索能力的智能算法。但目前这些方法尚不成熟，难以用于大型复杂拓扑优化问题的求解。
1.4 水平集法
水平集方法(level set method)是国外学者Osher和Sethian[13]提出的一种用于追踪运动边界的数值方法，在图像处理、流体力学等方向有着广泛的应用。Sethian和Wiegmann[14]把水平集方法引入结构优化领域。采用水平集方法求解拓扑优化问题最大的优点在于它可以用一种隐含的方式灵活地描述结构的拓扑变化。所有有关结构拓扑和结构边界的信息都体现在了这个水平集函数之中，在整个结构优化过程之中无需显式的提取出结构的边界。
变密度法源于均匀化方法，而离散变量法可以视为对变密度法的简化。水平集法与其他三种方法截然不同，是从一种全新的角度去描述优化问题的模型。四种物理模型的主要特点如表1所示。
表 1  物理模型比较
Table 1  Comparison for physical models 
	
	变量数量
	变量取值
	中间密度单元

	均匀化方法
	较多
	连续
	存在

	变密度法
	一般
	0~1
	存在

	离散变量法
	一般
	0或1
	不存在

	水平集法
	较少
	连续
	不存在


2. 数学模型
经典结构拓扑优化问题中，通常将结构的柔度（compliance）作为优化的目标，结构材料的体积作为限制。结构柔度以结构应变能的形式表示，通过优化使结构的柔度尽可能小，也就使得结构的刚度尽可能得大。结构拓扑优化问题本质上来看是一个非线性优化问题，其数学模型可写作如下数学表达式[15]：
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1)

式中，[image: image5.png]f(p)



和[image: image7.png]


分别为目标函数和约束函数，[image: image9.png]


为单元密度变量[image: image11.png]


所构成的N维向量，N为单元个数，[image: image13.png]


和[image: image15.png]


分别为节点位移向量和节点力向量，[image: image17.png]


为总刚度矩阵，[image: image19.png]


为结构材料的总体积，[image: image21.png]


为体积限值，p为单元密度惩罚因子，ue为单元位移分量，[image: image27.png]


为单元刚度矩阵。由于设计空间内通常被均匀划分体积为1的单元，所以约束函数中的体积等于单元密度的累加。
目标函数的一阶导数（也称为灵敏度）是优化算法中的用于判断单元传力效率的重要参数，其表达式可以由(1) GOTOBUTTON ZEqnNum336202  \* MERGEFORMAT 
导出：
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2)

从(2) GOTOBUTTON ZEqnNum360743  \* MERGEFORMAT 
可以看出，目标函数的灵敏度恒为负，这表明在设计空间内任意位置增加单元密度都会导致结构柔度下降。需要注意的是，式(2) GOTOBUTTON ZEqnNum360743  \* MERGEFORMAT 
成立的条件是荷载在优化过程中不发生变化，当考虑密度相关荷载时式(2) GOTOBUTTON ZEqnNum360743  \* MERGEFORMAT 
并不成立[16]。
3. 优化算法
由拓扑优化的数学模型可知，拓扑优化本质上是一种非线性优化问题，因此可以采用数学中经典的非线性优化算法对其进行求解。
3.1 优化准则法
优化准则法很早就被用于结构优化设计中[17]。在连续体拓扑优化方法建立之后，优化准则法就一直是求解该问题最为常用的优化算法
优化准则法采用乘法的方式，以目标函数和约束函数的一阶导数（即灵敏度）之商来更新单元密度变量。对于均匀划分网格的优化模型，约束函数梯度相等且一般为1，所以更新后的设计变量取决于目标函数的灵敏度。由于目标函数灵敏度都为负，且绝对值越大表明该单元越有效。所以，当一个单元的目标函数灵敏度小于阙值-[image: image32.png]


，则更新后的单元密度增大，反之亦然。由于体积约束函数随变量[image: image34.png]


单调递减，因此可采用对分法（bisection method）来求解[image: image36.png]


，以确保更新后的单元密度变量满足体积约束条件。
3.2 移动渐近线法
移动渐近线法（method of moving asymptotes, MMA）是一种数学规划算法，适用于求解拓扑优化这种平滑的非线性优化问题[18]。
结构优化问题的目标函数通常为关于设计变量的隐函数，为寻找目标函数的最优值，移动渐进法利用当前设计点的目标函数值和一阶导数值构造一个简单的凸函数，使其在当前设计点上与实际的目标函数一阶近似。这样原优化问题转化为了具有显函数的凸优化问题，可采用原始对偶法（primal dual method）求解近似函数上的最优值。
CONLIN（convex linearization method）算法可视为移动渐进法中渐近线固定时的一种特殊情况[19]。用该算法对结构拓扑优化问题求解所得出的变量更新方案与优化准则法相同。大量实验表明，该算法对于求解拓扑优化问题十分有效。
MMA类算法的关键是通过近似的简单的凸函数去逼近实际复杂的隐函数，但是当优化问题复杂时，寻找一个稳定且合适的函数去逼近实际结构会变的很难。而通过计算当前设计点处一阶和二阶导数信息来构建近似函数的过程也增大了编程的难度和计算的成本。
3.3 梯度投影法
梯度投影法（gradient projection method, GPM）是一种经典的非线性优化算法[20, 21]。与MMA系列算法不同，该方法不需要对目标函数和约束函数进行近似，而是直接对原优化问题进行最优点搜索。在寻优过程中每个迭代步的关键是如何确定搜索方向和前进步长。
对于无约束优化问题，目标函数的梯度是当前设计点处最“陡峭”的方向，沿该方向的反向前进则目标函数值下降最快。对于有约束的优化问题，梯度投影法采用了“约束的最速下降方向”，即目标函数负梯度在约束平面或约束面的切平面上的投影作为设计点的搜索方向。沿梯度投影方向移动后的设计点可能超出可行域，这时需要沿约束函数的梯度（或负梯度）方向对设计点进行纠正，使其返回到约束面上。
结构优化中对于目标函数的一次求值一般意味着一次结构分析。在经典的梯度投影法中步长的确定需要一维搜索来找出最佳的步长，而一维搜索需要进行多次的目标函数求值。所以经典的梯度投影法一般因效率较低而被认为不适于求解结构优化问题[19]。为提高梯度投影法的计算效率，Chang等人[16, 22]提出了梯度投影法的改进方案。放弃了经典算法中所采用的通过一维搜索来确定步长的方法，而采用一种动态调整步长的策略。步长不必为最优，只需保证其在一个合理的范围内。合理范围的步长应在优化效率与收敛稳定性之间取得平衡，引起设计变量在一个迭代步中变化过大或过小的步长将在下一个迭代步中得到调整。
三种优化算法中，优化准则法通用性较强，便于在通用有限元软件中进行二次开发，但优化效率较低，一般需要较多迭代次数。移动渐进线法的鲁棒性较强，需要通过目标函数与约束函数的导数信息来构造目标函数与约束函数的近似函数，因此适用于约束条件较少的情况。梯度投影法是一种直接寻优算法，效率较高，但易于陷入局部最优值，需要辅以优化稳定措施。
4. 结构拓扑优化过程
运用拓扑优化进行结构找型时，首先需要定义设计域的范围，一般采用长方形（或长方体）来限制结构材料可能出现的位置，并将其离散为可用于结构分析的有限元模型。单元应在计算能力允许的条件下尽可能划分得小一些，以便得出精细的优化结果。其次，需要按照实际结构的情况对优化模型施加相应的荷载与约束条件。然后，定义拓扑优化过程中所需的优化参数，包括保留材料的比例、过滤函数半径、收敛准则的阙值等。最后，采用优化算法对该模型进行优化。
结构拓扑优化问题中结构响应与设计变量之间一般是非线性的隐式关系，所以采用非线性优化算法时需要通过多个迭代步对设计变量进行逐步更新，以使其逐渐逼近最优设计。
图 1为一座悬索桥桥塔的拓扑优化过程，随着优化的进程，结构材料从均匀分布的混沌状态逐渐向结构的有效传力路径汇聚，最终形成了具有交叉斜撑的桥塔结构方案。
[image: image37.png]



图 1  桥塔拓扑优化过程
Fig.1  Topology optimization process of a bridge tower

5. 桥梁找型中的应用
桥梁结构是一种在空间内分布较为稀疏的结构，适合采用拓扑优化技术进行结构找型。荣见华等[23]很早就尝试采用渐进结构优化法对桥梁结构进行找型。左孔天[24]利用拓扑优化方法对赵州桥结构形式的合理性进行了分析。陈艾荣等[25, 26]将结构拓扑优化作为一种重要的桥梁造型手段，基于拓扑优化结果进行了桥梁整体和局部构件的结构找型。
5.1 整体找型
拓扑优化技术在结构整体找型时可以不受已有桥梁结构体系的思维束缚，得出不拘一格的结构形式，因此深受设计师的青睐。
法国RFR设计事务所的设计师Andreas Schnubel[27]在Abu Dhabi的一座人行桥方案设计中采用了拓扑优化技术对桥梁整体进行找型，并基于拓扑优化的结果提出了一种有机态的人形桥设计方案，如图 2所示。
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图 2  有机形态人行桥设计
Fig.2  Organic Pedestrian Bridge

该设计方案与传统的桁架结构类似，但又有所不同。一方面，在杆件的整体布置上并未采用标准化的多个相同节段，而是会根据全跨不同位置处弯矩与剪力的大小更加有效地布置腹杆的疏密与弦杆的尺寸；另一方面，在杆件的构件设计中并未采用传统的等截面型材，而是在节点处杆件尺寸会有所增加，相邻杆件间以自然的曲线相接。这样的设计无疑会使结构中的传力更加平缓顺畅，进而减小传力路径上节点处的应力集中。
5.2 构件找型
限于目前的桥梁制造与施工技术，桥梁整体结构的拓扑找型方案较难实现。因此，对桥梁的构件进找型更加具有实用价值。
Briseghella和Fenu等[28]将拓扑优化方法用于减轻一座组合梁桥的自重，如图 3所示。该桥因建造经费问题而一度停工，再建时却发现原设计方案难以满足新的抗震设计规范。为保留已建成的下部结构，唯有减轻桥梁的上部结构。根据拓扑优化的结果，新的设计中将钢箱梁的翼缘部分进行挖空，从而在保证桥梁承载力与刚度的同时显著降低了上部结构的自重。
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图 3  基于拓扑优化的桥梁减重设计
Fig.3  Weight reduction design of a bridge 
by topology optimization
对于一般的等高度简支梁体，限定其方案中对称与重复的形式，并施加单车道的偏载，在限定适当结构材料用量的情况下，则可以得出与传统箱梁相近的结构形式，如图 4所示。
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图 4  箱梁构件的拓扑优化[29]
Fig.4  Topology optimization of a box girder
5.3 基于性能的材料找型
各种三维打印技术的兴起，使得制造具有微结构的复合材料变得可能。图 4所示，为采用SLM（Selective laser melting）技术加工而成的晶格材料。该技术以金属为基材，通过激光融化指定位置的金属来生成三维模型所定义的结构材料。
[image: image46.png]Fig. 3. Nine gyroid cellular lattice structures built on a base plate by the SLM
pr





图 4  SLM加工而成的晶格材料[30]
Fig.4  Lattice structures built by SLM process
从细观上来看，结构材料中每一处的的应力状态都是独一无二的。因此，为使每一部分的结构材料都发挥出最大的功效，需要根据各个晶格的受力情况分别设计。这样的设计需求对于传统的设计方式是一项极大的挑战，唯有采用拓扑优化技术才有可能借助于计算机的运算能力得出细观上结构材料的最佳分布方案。
图 5所示为一块受弯的结构板材，优化过程中限制其重复与对称关系。
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图 5  受弯板拓扑优化[29]
Fig.5  Topology optimization of a bending plate
优化结果中每个胞元的底板都形成了一个圆形孔洞，下底板与上顶板之间通过孔洞处的圆筒结构相连。底板与顶板主要承担弯矩，而圆筒结构则用以抵抗剪力。与普通的等厚度板相比，在结构材料用量一定的条件下，结构的刚度得到显著加强。不仅如此，以晶格为设计单元还可以通过拓扑优化得出具有特殊力学性能的各向异性材料。
虽然该技术目前还只适用于小尺寸的材料，但随着拓扑优化技术与三维打印技术的迅猛发展，设计与生产具有微结构的复合材料将会是未来制造业发展的一个重要方向。
6. 前景展望
在土木工程中，Tang[31]尝试运用拓扑优化技术来分析西班牙建筑师安东尼奥·高迪所设计的圣家族大教堂中“受难立面”（Passion façade）结构的形态。通过设置相似的边界条件，拓扑优化最终形成了相似的结构形态，如图 9所示。结构拓扑优化结果与高迪的设计相互印证，一方面从力学角度说明高迪的结构设计具有优良的力学性能，另一方面从美学角度也表明结构拓扑优化设计符合高迪所推崇的自然形态之美。
[image: image48.emf][image: image49.emf]
图 9  圣家族大教堂结构拓扑优化分析[31]
Fig.9  Topology optimization of Sagrada Família
结构拓扑优化在土木工程领域中的应用才刚刚起步，目前仅运用于部分具有复杂形态的建筑结构当中。随着公众审美水平的提升和施工制造技术的发展，未来建筑、桥梁的造型设计都会趋于复杂，因此需要结构拓扑优化技术这种先进的计算机辅助设计手段来帮助设计师高效地得出具有自然形态之美且受力合理的结构形式。为推进拓扑优化方法在桥梁找型中的应用，未来应在以下方面进行深入研究：
(1) 目前成熟的结构拓扑优化算法大多采用基于梯度信息的连续搜索方式，通过使结构逐渐进化从而最终达到最优。但是对于非凸优化问题，可行域内可能存在多个局部最优点，而梯度信息不足以辨别局部最优点和全局最优点。因此，未来需要尝试具有全局搜索能力的智能优化算法。
(2) 实际土木结构常常是钢筋和混凝土两种材料甚至是多种材料的组合。因此，需要研究包含多种材料的结构拓扑优化问题，并根据不同材料的特性制定结构优化的准则。
(3) 影响实际结构最终形态的因素不只是传力效率，还有可制造型、易维护性、美观性等。未来需要研究具有不同性能目标的结构拓扑优化方法，并需要构造包含多个优化目标的总目标函数来综合体现各个性能目标对结构的影响。
(4) 为推广结构拓扑优化技术，还行需要改进拓扑优化程序，使其具有灵活的模型定义方式，具有对网壳结构和索膜结构这样的空间曲面结构进行找型优化的能力。此外，还需进一步提高程序的计算效率，使其可以计算具有更小网格划分的精细化模型。
(5) 拓扑优化结果中存在的大量空间曲面，也正是这样的形态使得结构内部力流平稳顺畅。对于如此复杂的结构形态，传统的土木工程施工技术难以实现。因此，未来需要研究诸如可用于土木工程的三维打印技术等先进的施工制造技术以及便于加工为复杂形体的新型结构材料。
7. 结论

拓扑优化不仅是一种优化方法，更是一种找型技术，对于推动结构设计过程与方法的革新具有重要意义：
(1) 拓扑优化依据设定的优化目标与约束，通过优化算法迭代得出结果。结构的力学性能可得到有效保障。
(2) 拓扑优化可以用于结构设计初期的概念设计阶段，从而对最终设计方案的生成产生深远的影响。
(3) 拓扑优化设计不受传统设计经验的束缚，得出的方案可突破设计师的经验与想象。
(4) 未来结构必将向着多样化和轻量化发展。当已有的设计经验无法提供参考时，拓扑优化或将会成为结构设计中必不可少的一环。
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