混合微分变换法
在混凝土溶质运移问题中的应用
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摘要：微分变换法是一种基于泰勒公式的求解方法，在求解包含间断条件的溶质运移偏微分方程（组）时会失效。可以采用将有限差分法与微分变换法相结合的求解思路，使问题得到解决。利用该方法得到混凝土SO42-的反应性溶质运移方程以及CO2-SO42-和CO2-Cl-的全耦合溶质运移方程组的近似解表达式并将结果与有限元结果进行比较，证明了该方法的有效性。
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Application of Hybrid DTM and FDM in the Solute Transport Problem of Concrete

Abstract: Differential transform method (DTM) ceases to be effective when solving the solute transport equation with discontinuous condition. In order to solve the problem, hybrid DTM and FDM is adopted to solve the solute transport equation of SO42-, coupled CO2- SO42- and coupled CO2-Cl- of concrete, and the approximate solutions are obtained. Finally, the results are compared with those obtained by FEM, and it is shown that the proposed method is effective to obtain the approximate solution of solute transport problem.
Key words: concrete; solute transport; finite difference method; differential transform method

混凝土是一种多孔介质，当它作为地下结构的材料时，土壤或地下水中的CO2、SO42-、Cl-等化学物质的侵蚀会导致混凝土力学性能劣化[1-4]，从而影响混凝土的承载力。因此，为了保证地下结构的使用安全，有必要对混凝土中的溶质运移过程进行分析。

1997年，Gospodinov P N和Kazandjiev R[4]通过相关实验标定SO42-的扩散系数，采用不稳定差分格式计算时间步长，获得二维硫酸盐溶质运移方程的数值解。2001年，窦红[5]将有限体积和有限元进行结合，求解非线性对流扩散问题并证明其数值解的稳定性。2009年，左晓宝和孙伟[6]对一维硫酸盐侵蚀混凝土的化学-力学(M-C)耦合方程进行Matlab自主编程，得到数值解。2012年，Bonakdar A和Mobasher B等[7]结合闭合形式的误差函数及有限元对氯离子扩散方程进行计算，分别获得考虑反应项为1阶以及2阶的近似解析解。
混凝土的溶质运移过程通常是由偏微分方程（组）描述的[4-7]，而微分变换法(Differential Transform Method，DTM)是近二十年发展起来的一种求解偏微分方程的方法，它由赵家奎于1986年首次提出[8]，此后， Arikoglu A[9]、 Özdemir Ö [10]、 Kangalgil F[11]和Shahed M E[12]等将其用于求解多种偏微分方程。在此，本文亦将其运用于求解混凝土中的溶质运移问题。

微分变换法是一种基于泰勒级数的求解方法，但在处理某些含间断条件的偏微分方程时，会出现级数的待定系数值不确定的问题，如混凝土溶质运移问题中初始条件间断时，级数的待定系数取值不唯一，从而使后续的求解无法进行。为解决该问题，本文利用Chu H P[13]的混合微分变换法(hybrid differential transform and finite difference method, hybrid DTM and FDM)的求解思路，将问题在空间上按差分格式离散，在时间域上仍采用DTM进行求解，解决了间断条件导致的系数取值不确定问题。采用这种求解方法，得到混凝土SO42-的反应性溶质运移以及CO2- SO42-和CO2-Cl-的全耦合溶质运移方程的近似解表达式。

1 微分变换法

微分变换法假设待求函数可展为泰勒级数形式，从而将原控制微分方程及初、边界条件转化为级数形式表示的方程，通过求解由各阶级数的待求系数构成的代数方程组，最终获得级数形式的近似解[8]。

以一维溶质运移问题为例，设待求的化学物质质量浓度ρ(x, t)可以表示为[14]

[image: image1.wmf](

)

(

)

00

,,

kh

kh

ij

xtUkhxt

r

==

=

åå








(1)

其中，U(k, h)称为ρ(x, t)的微分变换函数，与ρ(x, t)有如下关系：
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(2)
待求的原函数及其微分变换函数具有加法、乘积、微分等性质[14]，利用上述性质，可将控制微分方程以及初始、边界条件转化为关于U(k, h)的递推公式，求得U(k, h)的各项值并代入式(1)，即为ρ(x, t)的级数形式的近似解。

2 含间断条件的溶质运移问题

一维溶质运移问题的控制方程具有如下形式[15]：
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(3)
其中，D为扩散系数。
对于待求区域，在t=0时刻，x=0处，化学物质即将由此开始渗入，在x>0处,化学物质尚未到达，初始条件可写为
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初始端及末端边界条件为
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注意到式(4)的初始条件（含式(5)的边界条件）在x=0处是间断的。若用常规的DTM进行求解，设待求化学物质浓度ρ(x, t)仍可表示为式(1)的级数形式，且与U(k, h)满足式(2)的关系。将式(1)代入初始条件(4)，得到
U(0, 0)=
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而将式(1)代入边界条件式(5)后，得到
U(k, 0)=0,     k=0,1,2,
…
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显然，当
[image: image7.wmf]0
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≠0时，由式(6)与式(7)可知，U(k, h)在k=h=0处的取值是矛盾的，因此，对于这种间断问题，常规的微分变换法是失效的。

3 基于有限差分的微分变换法

为了解决上述初值点间断现象，本文采用混合微分变换法对混凝土溶质运移问题进行求解，其求解步骤如下[13,16-17]：

考虑一般情况下的控制微分方程
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初始条件为式(4)，边界条件为式(5)。

在空间沿x方向等分成n段，可得n+1个节点（含首末端）。对域内每一个节点，都有
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(9)
设域内两相邻节点的间距为x，则i点处的函数ρ(x, t)关于x的各微分项可由差分[18]获得
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(10)

差分后的控制微分方程化为
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参照式(1)、(2)的微分变换关系，在任意第i个节点上建立微分变换关系，有
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(13)

将式(12)代入式(11)并结合微分变换的基本性质，可得关于微分变换函数Ui(k)的递推公式
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(14)
初始条件和边界条件相应地转化为
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由式(15)和(16)可知，初始点间断问题不再影响到系数的取值。利用式(15)和(16)，以及Ui(k)的递推关系式(14)可以求得Ui(k)，将Ui(k)代入式(12)即可得到各节点处未知函数的近似表达式。
4 数值算例

4.1 SO42-反应性运移问题

SO42-在混凝土中反应性溶质运移方程[7]为
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其中
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为SO42-质量浓度，D为扩散系数，R(
[image: image19.wmf]S
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)为反应项，当R(
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)仅取1阶反应项时[7] 
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其中，K为反应速率。

初始条件:   
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边界条件:  
      



[image: image23.wmf]0,0

;0

SxSSxL

rrr

==

==






   (20)

基本计算参数[7]为D = 2×10-12 m2·s-1，K = 5×10-9 s-1，L = 0.05 m，
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。对域内划分节点见图1。
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图1 节点划分(单位：m)
Fig. 1 Node division (unit: m)

    由式(11)可知，式(17)在空间点上有
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其中
[image: image27.wmf](
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，为在域内x=xi点的SO42-浓度值，在边界上，即i=0和10，
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的值可由边界条件确定。
由式(12)、(13)可知，
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及其微分变换函数Wi(k)可以表示为
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(22)
根据式(21)，利用原函数与微分变换函数的基本性质，可得微分变换函数Wi(k)满足
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(23)
由初始条件式(19)和边界条件式(20)，并结合式(23)，可计算得到各个节点的Wi(k)值，代入式(22)后，可得到各个节点位置处SO42-浓度值
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的近似表达式。
分别取t=100，200，300 d，计算SO42-的侵蚀状况，与有限元结果的对比见图2。由图2可知，近似解的结果与有限元的结果是一致的。此外，随着时间的增长，SO42-逐步向远端侵蚀，对于一个给定位置，其化学物质浓度也随时间增加。
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图2 t = 100 , 200 , 300 d时SO42-的侵蚀深度         图3 x = 0.005 m处SO42-侵蚀深度的结果对比
Fig. 2 Concentration of SO42- as t = 100, 200, 300 d       Fig. 3 Concentration of SO42- at x = 0.005 m
由于近初始端的侵蚀情况严重，选取x = 0.005 m，考察该处SO42-的浓度在时间域上的变化情况，并与有限元结果进行比较，见图3。由图3可见，在运移初期，近似解与有限元解存在偏差，在60d以后两者就几乎完全重合了。运移初期的偏差主要是由运移时间所致，SO42-要经过一段时间才能到达x = 0.005 m处，在此之前，该点处的SO42-的质量浓度为0。而用混合微分变换法进行求解时，是通过初始条件和边界条件，在所有离散点的整个时域
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上进行的，得到的是级数解，对溶质的“滞后”现象无法做到完全符合，不过这种偏差会随离散点的增加而减小。
4.2 两种溶质的全耦合运移问题

两种化学物质作用下的耦合溶质运移控制微分方程组[19]为
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(24)
其中ρI和ρII、DI和DII分别为两种化学物质的质量浓度以及扩散系数，RI为阻滞因子，v为对流速度，K为两种化学物质的反应系数。

初始条件:
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边界条件:
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其中
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分别为初始时刻，边界x =0处两种化学物质的浓度值，
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和
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分别为边界x =L处两种化学物质的浓度值。对域内划分节点见图1。
控制方程式(24)在空间各点上的形式为
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其中
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，分别为在域内x =xi点上ρI和ρII的值。在边界上，即i=0和10时，
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可由边界条件得到。

由式(12)可知，
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由式(27)可得微分变换函数
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满足如下递推关系式

[image: image55.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

IIIII

I

1111

IIII

I2II

0

IIIIIIIIII

1111

IIIIIII

2

0

2

1

11

2

2

11

2

k

iiiii

iii

j

k

iiiii

iii

j

UkUkUkUkUk

Dv

kUkKUkjUj

RxRxR

UkUkUkUkUk

kUkDvKUkjUj

xx

+-+-

=

+-+-

=

ì

+--

++=---

ï

DD

ï

í

+--

ï

++=---

ï

DD

î

å

å

 
(29)
由初、边界条件式(25)和式(26)，结合式(29)可得可求得各个节点的
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现考虑CO2与SO42-两种化学物质耦合作用的溶质运移情况，基本计算参数[19]为DI=
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由于算例中SO42-的扩散系数DI较小，取略长的时间t=500，750，1000 d，来考察SO42-的扩散情况，并与有限元计算结果进行比较，见图4。图5为x = 0.005 m处，SO42-的质量浓度在时间域上的变化情况，及其与有限元计算结果的比较。
图6为CO2的扩散情况，由于其扩散系数DII相对较大，时间分别取t=20，35，50 d。图7为x = 0.005 m处，CO2的浓度在时间域上的变化情况，及其与有限元结果的比较。
图4和6显示近似解与有限元的结果基本一致，且随着时间的增长，SO42-和CO2的逐步向远端侵蚀；随深度的增加，侵蚀速度很快减小。

由图5和7可知，x = 0.005 m处SO42-和CO2的浓度随时间而增加，与4.2节中的情况类似，近似解对溶质的“滞后”现象无法做到完全符合，相对于CO2的扩散情况，由于SO42-的扩散系数较CO2低两个数量级，精度相对较差，导致浓度的计算结果偏差略大。
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图4 t=500 , 750 , 1000 d时SO42-的侵蚀深度       图5  0.005 m处SO42-侵蚀深度的结果对比
Fig. 4 Concentration of SO42- as t=500, 750, 1000 d       Fig. 5 Concentration of SO42- at 0.005 m
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图6 t = 20 , 35 , 50 d时CO2的侵蚀深度           图7 0.005 m处CO2侵蚀深度的结果对比
Fig. 6 Concentration of CO2 as t =20, 35, 50 d          Fig. 7 Concentration of CO2 at 0.005 m
另考虑Cl-与CO2两种化学物质耦合作用的溶质运移情况，基本计算参数[19]为DI=
[image: image73.wmf]Cl

D

-

=5×10-12 m2·s-1，DII=
[image: image74.wmf]2

CO

D

=10-11 m2·s-1，K=5×10-9 m3·gs-1，v=10-12 m·s-1，
[image: image75.wmf]I

ini

r

=
[image: image76.wmf]Cl

ini

r

-

= 4 g·m-3，
[image: image77.wmf]II

ini

r

=
[image: image78.wmf]2

CO

ini

r

=0.7 g·m-3，
[image: image79.wmf]I

L

r

=
[image: image80.wmf]Cl

L

r

-

=
[image: image81.wmf]II

L

r

＝
[image: image82.wmf]2

CO

L

r

＝0，RI=
[image: image83.wmf]Cl

R

-

=0.8，L＝0.05 m。
取时间t=20，35，50 d，考察Cl-和CO2的扩散情况，同时考察x = 0.005 m处，Cl-和CO2的浓度随时间的变化情况，见图8-11，有限元计算结果也绘于相应的图中。
在本算例中，Cl-的扩散系数与CO2的接近，相应的系数
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在同一量级，精度较高，与有限元结果的一致性较高，见图8和10。在图9和11中，近似解在溶质运移初期仍对溶质的“滞后”现象无法做到完全符合，但在20 d以后两者就基本完全一致了。
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图8 t=20, 35 , 50 d时Cl-的侵蚀深度                图9 0.005 m处Cl-侵蚀深度的结果对比
Fig. 8 Concentration of Cl- as t=20, 35, 50 d              Fig. 9 Concentration of Cl- at 0.005 m
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图10 t = 20 , 35 , 50 d时CO2的侵蚀深度            图11 0.005 m处CO2侵蚀深度的结果对比
Fig. 10 Concentration of CO2- as t =20, 35, 50 d          Fig. 11 Concentration of CO2 at 0.005 m
5 结论

本文利用基于有限差分的微分变换法，解决了混凝土溶质运移问题中，初边值条件间断导致的普通微分变换法求解失效的问题，并用该方法求解了混凝土中SO42-的反应性溶质运移以及CO2-SO42-和CO2-Cl-的全耦合溶质运移问题，得到了问题的近似解，通过与有限元结果的比较，证实了该方法的有效性。
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