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摘要：给定图G，Ramsey 数R(G)是最小的正整数N，满足对完全图 KN的边任意红蓝着色，则或者存在红色子图G或者存在蓝色子图G。扫帚图Bｋ，ｍ是将星图K1,k的中心点与路Pm的一个端点黏成一个点得到的树图。由此得到：当k为大于1的正整数时， R(Bk,2k-1)=4k-2 且 R(Bk,4)=2k+3.
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Abstract: For a given graphs G, Ramsey number R(G) is the smallest integer N such that any red/blue edge-coloring of KN contains a red copy or a blue copy of G. Let broom Bk,m be a tree obtained by identifying the central vertex of a star K1,k with an end-vertex of Pm. We prove that R(Bk,2k-1)= 4k-2 and R(Bk,4) =2k+3 for integer k>1.
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1 研究背景

本文研究的图均为简单图。任给图G和Ｈ，Ramsey 数R(G,H)是最小的正整数N，满足对完全图 KN的边任意红蓝着色，则或者存在红色子图G或者存在蓝色子图H。当G=H时，简记R(G,G)为R(G)。

Ramsey数一直都是国际上比较热门的研究课题之一。以Tn表示具有n个点的树。作为最简单的图类，R(Tn)的研究备受关注。其中两类经典的图类是星图和路。 记K1,n-1是星图，也即一个点下面挂了n-1条边；Pn是有n个点的路。他们的Ramsey数如下,分别见文献[1-3]。
引理1 设n为大于1的正整数,则R(Pn)=n+
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引理2 设n为大于1的正整数，则R(K1,n-1)=
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本文的研究对象是扫帚图Bk,m。扫帚图Bｋ，ｍ是将星图K1,k的中心点与路Pm的一个端点黏成一个点后所得到的树图。由定义可知：B1,m是路Pm+1；Bk,1=K1,k ,Bk,2=K1,k+1是星图。Erdős,Faudree等人在文献[4]中得到：R(Tn)的最小下界能在某些Bk,m中达到，同时猜测R(Tn)的最大上界也能在某些Bk,m中达到，故研究R(Bk,m)是非常有意义的。

目前扫帚图研究的主要结果是Erdős,Faudree等人在文献[4]中得到的，如下：

当正整数m
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2k，k
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1时，R(Bk,m)=k+
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  (2)当5
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2k-1时，R(Bk,m)
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2k+m.

当m=1,2时，Bk,1，Bk,2是星图，由引理2可得到R(Bk,1),R(Bk,2)的值；当m=3时，Bk,3是双星图，Guo和Volkman在文献[5]得到R(Bk,3)的值。因此还未确定的是当m=4，以及当5
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m
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2k-1时的情况。本文得到如下结果。

定理1 设k是正整数，则 R(Bk,2k-1)=4k-2.

定理2 设k
[image: image11.wmf]³

2为正整数，则 R(Bk,4)=2k+3.

2 主要结果的证明

已知图G，以V(G)表示图G的顶点集。当给图G的边红蓝染色后，记其中红色子图为R，蓝色子图为B。已知v是图G中的任意点，记N(v)={u|点u，v之间连边}为点v的邻域；NR(v)={u|边[uv]是红色}为点v的红邻域；NB(v)={u|边[uv]是蓝色}为点v的蓝邻域。 二部图G(A,D)：可将图G的顶点集分成两类A和D，边只在A和D之间存在，而A和D内部并没有边的图类。其他有关图的定义，可参考文献[6]。

引理3 (Jackson) 已知G(A,D)是二部图，其中k
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|D|
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2k-2。若A中任意点x均满足|N(x)|
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 k，则 G(A,D)包含任意圈C2t，其中1
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t
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min{|A|,k}。
引理4 已知树Tn的两个部集大小分别为 a,b,则

R(Tn)
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max{2a+b-1,2b-1}.

证明：不妨假设b
[image: image18.wmf]³

a。给完全图K2a+b-2红蓝边染色，其中红色子图为Kａ-１
[image: image19.wmf]È

Ka+b-1,相对应的蓝色子图为二部图 G(a-1，a+b-1)，由于其中一个单色部集最大为a-1达不到a，故不含单色Tn。

给完全图K2b-2红蓝边染色，其中红色子图为Kb-1
[image: image20.wmf]È

Kb-1,相对应的蓝色子图为二部图G(b-1,b-1),由于单色部集最大为b-1，达不到b,故不含单色Tn。

综上有R(Tn)
[image: image21.wmf]³

 max{2a+b-1,2b-1}，证毕。

由贪心染色知，Bk,m两个部集的大小分别为
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,故可得下面推论。

推论1 已知k,m为正整数，则

R(Bk,m)
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定理1的证明：当k=1时，B1,1=P2，由Ramsey数的定义知 R(P2)=2.

当k=2时，Bk,2k-1=B2,3，由推论1知 R(B2,3)
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6，下面来证 R(B2,3)
[image: image28.wmf]£

6。

给完全图K6任意红蓝边染色，则必存在一点的单色度大于等于3，不妨设点v的蓝色邻域大于等于3. 在NB(v)中取集合A0 满足|A0|=3，记C＝V(K6)\(A0
[image: image29.wmf]È

v),则|C|=2。若A0与C之间存在蓝边，则存在蓝色B2,3；若A0与C之间没有蓝边，即全是红边，此时A0与C之间存在红色B2,3，故 R(B2,3)=6。
当k
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3时，由推论1知R(Bk,2k-1)
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4k-2，下面只需证R(Bk,2k-1)
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4k-2。
给完全图Ｋ4k-2任意红蓝边染色，记染色后的图为G。根据Ramsey数的定义，只需证明G中含有单色Bk,2k-1。由文献[7]知：当k
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3时，R(C2k)=3k-1. 因4k-2
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3k-1，所以G中含有单色C2k,不妨设其为蓝色。
记D=V(G)\V(C2k),则|D|=2k-2。 若C2k中存在一点x满足：|NB(x)
[image: image35.wmf]Ç

D|
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k-1,则G中存在蓝色Bk,2k-1。 下假设, 对C2k中任意点x，均有|NB(x)
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D|
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k-2。
由|NB(x)
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D|+|NR(x)
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D|=|D|=2k-2知，|NR(x)
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D|
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k，故V(C2k)和D之间至少有2k2条红色边。从而Ｄ中存在一点ｕ满足|NR(u)
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V(C2k)|
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2k2/|D|
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k+1。在NR(u)
[image: image46.wmf]Ç

V(C2k)中选取k+1个点{u0,u1,…,uk},记集合A=V(C2k)\{u1,u2,…,uk},则|A|=k。

考虑红色二部图G(A,D)
[image: image47.wmf]Ç

R. 该红色二部图满足引理3的条件，故A和D之间存在红色圈C2k。记该红圈的顶点集为Ｅ。由于该红色圈包含A，从而包含点u0.此时{u1,u2,…,uk}，u，u0，E可生成红色Bk,2k-1.证毕。

当k=1时，B1,4=P5，由引理1知，R(P5)=6；当k
[image: image48.wmf]³

2时，Bk，m开始存在星结构，下面考虑此时R(Bk,4)的值。

定理2的证明：由推论1知: R(Bk,4)
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2k+3，下面只需证R(Bk,4)
[image: image50.wmf]£

2k+3。

给完全图Ｋ2k+3任意红蓝边染色，设G是染色后的图。由Ramsey数的定义，只需证G含有红色或者蓝色子图Bk,4。下面用反证法来证明，即假设G中不含有单色Bk,4,最终来推出矛盾。

(1)当k=2时，2k+3=7。由引理1知R(P5)=6
[image: image51.wmf]£

7，故G中含有单色路P5，不妨设为红色。按顺序标记该路的点为{x1,x2,x3,x4,x5},记路之外的两点为{y1,y2}. 由于不含红色B2,4，故集合{x2,x4}与{y1,y2}之间的边全是蓝色的。

情形1 集合{x1,x5}与{y1,y2}之间存在红色边。

不妨假设边[x5,y2]是红色的。由于不含红色B2,4，故边[x5,y1]，[x3,y1]均是蓝色的。此时{x2,x3}，y2，x4，y1，x5可生成蓝色B2,4，矛盾。

情形2 集合{x1,x5}与{y1,y2}之间全是蓝色边。

此时易知{x1,x2}，y2，x4，y1，x5可生成蓝色B2,4，矛盾。

故当k=2时，定理成立。

(2)当k
[image: image52.wmf]³

3时，由引理2知R(K1,k+1)
[image: image53.wmf]£

2k+3, 故G中含有单色K1,k+1,不妨设为蓝色。设x为该蓝色K1,k+1的中心点，记A＝V(K1,k+1)\x，D=V(G)\V(K1,k+1)，则|A|=|D|=k+1.
断言: D是红色完全图Kk+1,即D内的边都是红色的。

断言的证明：用反证法，假设D内存在蓝色边[u,v]。 由于G不含蓝色Bk,4,从而{u,v}和A之间全是红边。若{u,v}和D\{u,v}之间存在红色边，则A，{u,v}和该红边,可生成红色Bk,4，故{u，v}和D\{u,v}之间全是蓝色边。此时选取这些蓝边按刚刚的分析可知，D内边全是蓝色的且A与D之间的边均为红色。 

此时在D中取一点w。若边[x,w]染蓝色，则A，x，w和D\w中任意两点可生成蓝色Bk，4,注此时D\w中可取两点，因|D|=k+1
[image: image54.wmf]³

3；若边[x,w]染红色，此时在D\w中取一点d1，在A中取一点a1，则A\a1，d1，a1，w，x可生成红色Bk,4。无论哪种情形，所得结果均与假设矛盾，故D内边全是红色的，进而断言成立。
下面考虑x与D之间边的染色情况。

情形3  x与D之间存在红边。

假设D中存在点w，使边[xw]为红色。由于D为红色完全图Ｋk+1，故x
[image: image55.wmf]È

D可生成以w为中心点的红色K1,k+1。此时A=V(G)\(x
[image: image56.wmf]È

D)，按类似Claim的分析，可知A为蓝色完全图Kk+1. 若A与D之间蓝边的数量大于k+1，由鸽巢原理知： A中存在一点ｙ，满足|NB(y)
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D|
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2. 此时在NB(y)
[image: image59.wmf]Ç

D中选取两点y1，y2，在A\y中选取两点a1,a2，则(A\{a1,a2,y})
[image: image60.wmf]È

{y1,y2}，y，a1，a2，x可生成蓝色Bk，4，矛盾。若A与D之间蓝边的数量小于等于ｋ+1。 此时D中存在一点z 满足|NR(z)
[image: image61.wmf]Ç
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 EMBED Equation.3  [image: image63.wmf]|
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3，故可在NR(z)
[image: image65.wmf]Ç

A中选取两点z1,z2。若点ｚ和ｗ是同一个点,由于|D|=k+1
[image: image66.wmf]³

4,故在D\w中可选取三个点{d1,d2,d3}，此时(D\{d1,d2,d3,z})
[image: image67.wmf]È

{z1,z2,x}，z，d1，d2，d3可生成红色Bk，4,矛盾。若z和w是不同的点，在D\{z,w}中选取一个点d1,则 (D\{z,w,d1})
[image: image68.wmf]È

{z1,z2}，z，d1，w，x可生成红色Bk，4,矛盾。
情形4 x与Ｄ之间的边全是蓝色的。
此时在A
[image: image69.wmf]È

D中任取集合F满足|F|=k+1，记M=V(G)\{F
[image: image70.wmf]È

x},则|M|=k+1。由断言的分析知：M为红色完全图Kk+1。由F的任意性，可知 A
[image: image71.wmf]È

D 是红色完全图K2k+2。由于2k+2
[image: image72.wmf]³

k+4,故A
[image: image73.wmf]È

D中含有红色 Bk,4，矛盾。故当k
[image: image74.wmf]³

3时，定理成立。
综上所述，定理成立。证毕。
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