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摘要：设α(G), β(G) 和n(G)分别表示图G的独立数、匹配数和阶数。图的独立数和匹配数是图的两个较重要的参数。一些研究表明图的独立数、匹配数以及阶数之间存在着一定的数量关系。本文证明了对于不含K3且最大度不超过5的图，独立数、匹配数和阶数之间存在两个最优的数量关系。
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Abstract: Let α(G), β(G) and n(G) be the independence number, the matching number and the order of a graph G, respectively. The independence number and the matching number are two more important parameters for a graph. Some researches show that there are some numerical relationship between the independent number, the matching number and the order for any graph. In this note, we prove that there exist two optimal numerical relationship between them for the graphs which are K3-free and the  maximum degree at most 5.
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1 研究背景

本文研究的图均为简单无向图。设G是一个图,其点集和边集分别为V(G)和E(G)，并分别用n(G)、Δ(G)和δ(G)表示图G的阶数、最大度以及最小度。对于图G中的任意一点u，用N(u)表示点u在该图中的邻域，即N(u)={v∣uv∈E(G)},并用N[u]表示点u在该图中的闭邻域，即N[u]=N(u)∪{u}，点u在图G中的度数d(u)=∣N(u)∣。若U是图G的一个顶点子集，则用G-U表示由点集V(G)\U在图G中的诱导子图。若S是图G的一个顶点子集，且满足S中的任意两个点在图G中都不相邻，则称S是图G的一个独立集。把图G的最大独立集的阶数称为图G的独立数，用α(G)表示。若M是图G的一个边子集，且满足M中的任意两条边在图G中都没有公共邻点，则称M是图G的一个匹配。图G中的最大匹配的边数称为图G的匹配数，用β(G)来表示。其他有关图的定义，可参考文献[1]。
关于图的独立数α(G)和匹配数β(G)的线性组合问题，有一个著名的结果：对于任意图G都有

                n(G)-2β(G)≤α(G)≤n(G)-β(G)                   ⑴

由⑴式，很容易得到两个平凡的不等式：

α(G)+ 2β(G)≥ n(G)，                           ⑵

                  α(G)+ β(G)≤n(G)。                             ⑶

对于不等式⑵，我们想问：是否存在比2更小的数r使得α(G)+ rβ(G)≥ n(G)成立？而不等式⑶，要使得sα(G)+ β(G)≥ n(G)成立，s至少要多大? 

   针对第一个问题，若G=K3,则不存在比2还小的实数r使得α(G)+ rβ(G)≥ n(G)成立；关于第二个问题，s可能是任意大的一个数。例如：当G=Kn时，α(G)=1，所以要使得sα(G)+ β(G)≥ n(G)成立，s不能小于n/2。对于上述两个问题，M.A.Henning等人[2]以及Felix Joos[3]分别针对不含K3且最大度为3和不含K3且最大度为4的图确定了r和s的值。本文对不含K3且最大度不超过5的图进行探讨，得到如下结果：
定理1 设G是不含K3且最大度不超过5的图，则α(G) +
[image: image1.wmf]3

2

β(G) ≥ n(G)。 
定理2设G是不含K3  且最大度不超过5的图，则2α(G) + β(G) ≥ n(G)。
  如果G是一个阶数为n的图，且其团数((G)<k，独立数α(G)< 
[image: image2.wmf]l

，则称图G为（k, 
[image: image3.wmf]l

, n）图。文献[4]中，Grinstead C M 和Roberts S M详细描述了（3, 
[image: image4.wmf]l

, n）图的结构性质，由此可知（3,6,17）图的最大度为5，故对于（3,6,17）图有α(G) +
[image: image5.wmf]3

2

β(G)=5+
[image: image6.wmf]3

2

(8=17=n(G)。因此，在定理1中，常数r=
[image: image7.wmf]3

2

已达到最小。

2 主要结果的证明

为了证明上述结论，我们将用到下面两个著名的定理。
定理3 [5]  设G是一个阶数为n(G)、独立数为α(G)且不含K3的图，则图G的边数e(G)满足e(G)≥6n(G)-13α(G）。

  由定理3很容易得到下面这个推论：
推论1  若G是不含K3且最大度不超过5的图，则α(G) ≥
[image: image8.wmf]7

26

n(G)。
  若一个图G存在覆盖所有点的匹配，则称该匹配是图G的完美匹配。在连通图G中, 如果对任意的一点v∈V(G), G-v都有完美匹配, 则称G是因子临界的。
定理4 [6]  设G是一个图，则存在一个顶点子集X
[image: image9.wmf]Í

V(G)使得
β(G)= 
[image: image10.wmf]1

2

(n(G)+∣X∣-ο(G-X)),
并且图G-X的每一个奇分支都是因子临界的，其中ο(G-X)表示图G-X的奇分支数。
2.1 定理1的证明
  利用反证法，假设定理1不成立，并令图G为阶数极少的反例，先对图G的性质进行探讨，最终得出矛盾。

引理1  图G是连通的，且δ(G) ≥2。

证明：图G的极小性确保了其连通性。设图G中存在一个点u∈V(G)且d(u)≤1,令G′=G\N[u]，则n(G′)≥n(G)-2。因此，

α(G) + 
[image: image11.wmf]3

2

β(G) ≥(α(G′)+1)+ 
[image: image12.wmf]3

2

 (β(G′)+1)

                            ≥α(G′) +β(G′)+ 
[image: image13.wmf]5

2

>n(G′)+2≥n(G)。
这与图G是极少反例矛盾，故原结论成立。

引理2  图G中不存在桥e使得图G-e有因子临界的连通分支。

证明：假设e=uv是图G中使得G-e有因子临界的连通分支C的桥。令u∈V(C),

以及G′=G[V(G)\(V(C)∪{v})]，则α(G′) +
[image: image14.wmf]3

2

β(G′)≥n(G′)。因为C是因子临界的连通分支，故G[(V(C)∪{v}]存在完美匹配。又因为α(G)≥α(G′)+α(C)以及β(G) ≥β(G′)+
[image: image15.wmf]1
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(n(C)+1)，所以

α(G) + 
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β(G) ≥(α(G′)+α(C))+ 
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[β(G′)+
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(n(C)+1)]
≥ n(G′)+α(C)+
[image: image19.wmf]3
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(n(C)+1)= n(G)+α(C)-
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(n(C)+1)。

令f(C)= α(C)-
[image: image21.wmf]1
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(n(C)+1)，下面证明f(C)≥0。当n(C)=1时，f(C)=1-
[image: image22.wmf]1
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(1+1)>0。 注意到不存在3个点的不含三角形的因子临界图，故n(C)(3。当n(C)=5时，利用推论1也可以得α(C)≥2，所以f(C)≥ 2-
[image: image23.wmf]1
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(5+1)>0。当n(C)=7时，根据Ramsey数R(3,3)=6可知α(C)≥3，所以f(C)≥3-
[image: image24.wmf]1
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(7+1)>0。类似验证当n(C)=9、11、13时均有f(C)≥0。当n(C)>13, 由推论1可得
f(C)≥
[image: image25.wmf]7
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n(C) -
[image: image26.wmf]1

4

(n(C)+1)= 
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nC

-

>0，

这与图G是极少反例矛盾，故原结论成立。

引理3  图G既不是因子临界的，也不含有完美匹配。

证明：假设G是因子临界的，则n(G)是一个奇数，且β(G)= 
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2

(n(G)-1)。根据推论1可知α(G) + 
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β(G) ≥
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n(G) +
[image: image31.wmf]3
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(n(G)-1)= n(G)+
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nG

-

。

显然，当n(G)≥39时有α(G) + 
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β(G) ≥n(G)。当n(G)=37时，根据推论1可知，α(G)≥
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(37>9，所以α(G) + 
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β(G) ≥10+
[image: image36.wmf]3
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(37-1)=37= n(G)。当n(G)=11时，由经典Ramsey数R(3,4)=9，可知α(G)=4，所以α(G) + 
[image: image37.wmf]3
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β(G) ≥4+
[image: image38.wmf]3
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(11-1)(11= n(G)。类似的方法，可以验证当n(G)为小于37的奇数时均有α(G) + 
[image: image39.wmf]3
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β(G) ≥n(G)。矛盾。
    假设图G含有完美匹配，则n(G)是一个偶数，且β(G)=n(G)∕2，所以有
α(G) + 
[image: image40.wmf]3
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β(G) ≥
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n(G) + 
[image: image42.wmf]3
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n(G)= 
[image: image43.wmf]53()
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nG

>n(G)。矛盾，证毕。
下面利用以上引理来证明定理1。

  由引理3可知，图G中满足定理4的顶点子集X≠Φ。分别用
[image: image44.wmf]i

c

和
[image: image45.wmf]+

i

c

表示G-X中阶数为i以及至少为i的奇分支的个数，
[image: image46.wmf]+

i

n

表示G-X中阶数至少为i的所有奇分支的点数，R表示既不在G-X的奇分支中也不在X中的点集。由于图G的最大度不超过5，由引理2得5∣X∣≥2ο(G-X)，即∣X∣-ο(G-X)≥-
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ο(G-X)，故
         β(G)=
[image: image48.wmf]1
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(n(G)+∣X∣-ο(G-X))≥
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nG

-

ο(G-X)。         ⑷

由推论1，α(G) + 
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β(G) ≥n(G) 等价于β(G)≥ 
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n(G)，因此我们假设
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n(G) >β(G) =
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(n(G)+∣X∣-ο(G-X)), 即有 

                n(G)-∣X∣>
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n(G)-ο(G-X)。                      ⑸

因为n(G)-∣X∣=
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，结合⑸式可得
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n(G)，即有
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由于图G的独立数至少是G-X中奇分支的独立数以及R的独立数之和，结合推论1以及不等式⑷和⑹可得
α(G)+
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β(G)≥(
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(
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ο(G-X))

=
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nG

+
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≥n(G)+ 
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≥n(G)+ 
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≥n(G)+ 
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因为X≠Φ，所以
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。因此α(G) +
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β(G)≥n(G)，这与图G是极少反例矛盾，故定理1证毕。
2.2 定理2的证明
利用反证法，类似于定理1的证明，同样可以得到定理2，故不再重述。此外，由定理1亦可得到定理2。
对于任意的图G均有n(G)-2β(G) ≥0。根据定理1可知

α(G) ≥ n(G) -
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β(G)= 
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即2α(G) + β(G) ≥ n(G)，证毕。
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