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含信用等级迁移的公司债券基于双资产
的结构化定价

梁 进，包俊利
（同济大学 数学科学学院，上海 200092）

摘要：研究含信用等级迁移风险的公司债券在双资产影响

下的定价问题。 基于Merton的公司债券结构化定价方法，

建立含信用等级迁移风险的公司债券关于流动资产和固定

资产的模型假设，分析债券的未来预期收益，给出在信用等

级迁移边界处耦合的偏微分方程组，在信用等级迁移边界处

添加一阶导数条件或线性组合条件，建立起债券的定价模

型。 求得了数值解和解析解，最后对模型进行了数值分析。
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Pricing of a Perpetual Convertible
Bond with Credit Rating Migration
Based on Structure Framework

LIANG Jin，BAO Junli
（School of Mathematical Sciences，Tongji University，Shanghai
200092，China）

Abstract： In this paper， the pricing of a two-asset
corporate bond with consideration of credit rating
migration risks is studied. By using Merton’s structure
approach to pricing corporate bond with default risk and
giving two kinds of conditions at rating migration，two
models for pricing the corporate bond are derived，which
can be turned to two-dimensional parabolic equation
systems coupled at the rating migration boundary.
Besides，the existence and uniqueness of the solution for
the model are verified. Moreover，an analytical solution
and a numerical solution for the two models are obtained
respectively. Furthermore， the effect of credit rating
migration on pricing of corporate bond is analyzed and the
difference of the two models is compared.

Key words：bond pricing; structure model; credit rating

migration; two-asset

近几年来，信用风险对资产投资的威胁日益增大。

2007年的次贷危机和欧债危机都由信用风险引发，对

整个全球市场造成了巨大的冲击，以致投资者和发行

商在对金融产品定价时越来越重视信用风险可能带来

的损失。由于金融产品发行者和投资者信息的不对

称，投资者自身很难把握投资的金融产品所含的信用

风险大小，目前由信用评级机构评定的信用等级就成

了信用风险评估的主流方法。它们针对受评对象实

时的经营状况，投资资本等数据进行调研分析，给予

受评对象信用风险的总体评价。所以考虑到信用等

级对金融产品价格的影响力，在金融产品定价之中加

入可能发生的信用等级迁移将更加符合金融市场的需求。

目前对含信用风险的金融产品进行定价已经有

了大量的研究工作。 定价的主流方法有两种：一是

由 Jarrow 等［1］首先提出的约化法（reduced form
approach），二是由Merton［2］首先提出的结构化法

（structure approach）。 在约化法中，违约作为外生

随机变量，违约事件随机发生，一般用违约率或违

约强度来刻画未定权益违约过程。 Turnbull等［3］和

Duffie等［4］都通过约化法对金融产品违约问题做了

进一步推广。 在结构化法中，Merton最初假设公司

资产遵循Brown运动，若在到期日公司无法偿还债

务，则判定违约。 随后 Black等［5］将Merton的模型

进一步完善到违约事件可在任何时刻发生。 Jarrow
等［6］考虑到信用变换对金融产品价格的影响，构造

了信用转移概率矩阵，来刻画在任意时刻违约的概

率。 随后Arvanitis等［7］对模型作了进一步的推广和

完善。 但信用风险变换仍被视作外生变量，梁进
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等［8］首次考虑到公司资产状况是影响公司信用变换

的关键因素，所以在金融产品结构化法定价中用公

司资产的变换过程来刻画信用等级迁移，并对新模

型做了相应的理论证明和数值模拟。 随后梁进

等［9-13］解决了信用等级迁移边界是自由边界的情形

以及将信用等级迁移问题推广到利率互换衍生品定

价模型。

由于公司资产种类的多样性，不同公司资产收益

和波动率不同。仅用总资产的变动过程往往不能充

分刻画信用等级迁移。所以本文将梁进等的方法推

广到基于流动资产和固定资产影响下的定价问题。

考虑部分公司当流动资产不足时，违约风险可能就会

急剧增大，违约风险受流动资产影响显著。同时也有

公司的违约风险对流动资产的灵敏度不高。为综合

考虑，分别用关于流动资产的信用等级迁移边界和关

于双资产的信用等级迁移边界来刻画信用等级风险，

使得信用风险的变换过程得到进一步的扩展。

基于此，本文将对含信用等级迁移风险的公司债

券基于双资产的结构化定价进行研究。在Merton的
公司债券结构化定价方法的基础上，建立含信用等级

迁移风险的公司债券基于流动资产和固定资产的模型

假设，分别用流动资产信用等级迁移边界和双资产信

用等级迁移边界来刻画信用等级迁移风险。分析公

司债券的未来预期收益，用Feynman⁃Kac公式［14］给出

在迁移边界处耦合的偏微分方程组，再在信用等级迁

移边界处添加一阶导数条件或线性组合条件，从而得

到定价模型。进一步求得模型的解析解和数值解，数

值分析两种模型中债券价格关于时间和双资产的变化

情况。至此，本文提供了含信用等级迁移风险的公司

债券基于双资产影响下的结构化定价模型、求解方法

以及数值结果。

1 基于双资产的含信用等级迁移风险
的债券定价模型

公司债券是由公司发行的约定在一定期限内还

本付息的有价证券。 公司债券的还款主要来源于

公司的经营利润，在Merton的公司债券结构化定价

方法中若在到期日公司无法偿还债券，则判定债券

违约，此时用公司剩余资产价值偿还债券。 若公司

在经营过程中资产减少，则公司在到期日无法还本

付息的风险增大；而若公司在经营过程中资产增

加，则公司在到期日无法还本付息的风险减小。 即

公司资产是评判公司债券是否违约的重要指标。

在Merton结构化模型的基础上，为评估公司的违约

风险，设定信用等级迁移边界，当公司资产低于信

用等级迁移边界时为低信用等级，当公司资产高于

信用等级迁移边界时为高信用等级。 随着公司经

营和资产变动，公司的信用等级也可能发生迁移，

由此建立含信用等级迁移风险的债券定价模型。

本文考虑到公司资产种类的多样性，不同类别

的公司资产收益和波动率不同，仅用总资产的变动

过程往往不能充分刻画信用等级迁移。 国内外学

者对多资产的公司结构已经有了一定的研究［15-16］，

假设各类风险资产服从各自的几何布朗运动从而建

立起模型。本文仅从流动性角度，将公司资产分为

流动资产和固定资产，并借鉴学者们对公司资产的

假设，从而建立基于双资产的含信用等级迁移风险

的债券定价模型。 即假设公司资产分为流动资产

和固定资产，两者满足不同的几何布朗运动过程。

同时，考虑到存在公司流动资产不足时，违约风险

可能就会急剧增大，违约风险受流动资产影响显

著。 但也存在公司固定资产兑现能力强，违约风险

对流动资产和固定资产的变动都会有显著影响的情

形。 所以，设置两类信用等级迁移边界（流动资产

信用等级迁移边界以及双资产信用等级迁移边界）

来刻画信用等级迁移风险。

分析含信用等级迁移风险的公司债券未来预期

收益的所有贴现情况，一种是到期日公司债券的偿

还或是公司违约后偿还的剩余价值，另一种是公司

债券在到期日前发生信用等级迁移后的债券价

值。 利用Fecnman⁃Kac公式求得债券价值的偏微分

方程。 为保证偏微分方程解的唯一性，在信用等级

迁移边界处引入一阶导数条件或线性组合条件，从

而建立起含信用迁移风险的公司债券基于流动资产

和固定资产的定价模型。

1. 1 流动资产信用边界模型假设

假设1 基本假定：假设市场完备，不存在套利

机会，设定无风险利率为常数 r。
假设2 公司债券：假设公司债务只由单一的零

息债券构成。 债券面值为F，到期日为T，债券在 t
时刻价值记为Φt。

假设3 公司资产：公司总资产分为流动资产和

固定资产，两者在 t时刻价值分别记为St和Vt。固

定资产变现系数记为α（0<α<1），表示固定资产兑

换成流动资产的能力。

假设4 债券违约：若在到期日公司总资产价值

St+αVt低于F，判定公司违约，此时清算公司资产，
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并用于偿还公司债券，不考虑手续费及其他额外

费用。

假设5 信用等级：假设公司只分为两个信用等

级，高信用等级和低信用等级。在流动资产信用边

界模型中，公司流动资产不足时，违约风险会急剧

增大，所以假设公司信用等级迁移只与流动资产相

关。设定信用等级迁移边界为K，当流动资产价值

St低于K时，公司为低信用等级；当流动资产价值高

于K时，公司为高信用等级。

假设6 公司资产运动过程：流动资产价值St遵
循几何Brown运动

{dSt= rStdt+ ( )σ11{ St≤K }+ σ21{ St>K } StdW (S )
t

S0 =S
（1）

式中：σ1、σ2分别为公司处在低、高信用等级下流动

资产的波动率，由于高信用等级下公司运营稳定，

所以资产波动较小，即有 σ1 > σ2；W (S )
t 为由完备带

流概率空间 (Ω，ℱ，{ ℱ t} t≥0，P)生成的标准 Brown
运动。

固定资产价值Vt遵循如下几何Brown运动：

{dVt= rVtdt+ σ3VtdW (V )
t

V0 =V
（2）

式中：σ3为固定资产的波动率；W (V )
t 也为定义在完备

带域流概率空间 (Ω，ℱ，{ ℱ t} t≥0，P )上的标准Brown
运动，满足Cov (W (S )

t ，W (V )
t )= ρ以及 || ρ ≤1。

随着公司的经营，公司资产状况不断发生变化，

信用等级也可能发生迁移。 记公司首次发生信用

等级迁移的时刻如下式：

{τ1 = inf { t>0|S0 ≤K，St>K }τ2 = inf { t>0|S0 >K，St≤K }
（3）

式中：τ1、τ2分别对应公司从低、高信用等级转移到

高、低信用等级的初始时刻。

1. 2 流动资产信用边界模型的公司债券现金流

考虑一份含信用等级迁移的零息公司债券。根

据无套利原理，债券的价值等于债券未来所有预期

收益的贴现之和。 当公司处于低信用等级时，公司

债券在未来有两种可能收益：第一种在到期日前未

发生信用等级迁移，到期日T获得收益min { ST+
αVT，F }；第二种在到期日前发生信用等级迁移，变

为高信用等级的公司债券。

当公司处于高信用等级时，公司债券在未来也

有两种可能收益：第一种到期日前未发生信用等级

迁移，在到期日T获得收益min { S+ αV，F }；第二

种在到期日前发生信用等级迁移，变为低信用等级

的公司债券。公司处于低、高信用等级下的债券价

值记为Φ1、Φ2。由此可推导出公司分别处在低、高

信用等级下的公司债券的现金流表达式，如下式：

公司处于低信用等级状态下，即当St≤K时，

Φ1 (S，V，t )=E [e-r ( τ1- t )Φ1 (K，V，τ1) I{ τ1 <T }+
e-r (T- t ) min { S+ αV，F } I{T≤ τ1}|

](St，Vt，t )=(S，V，t )∈Ω1 ( 4 )
公司处于高信用等级状态下，即当St>K时，

Φ2 (S，V，t )=E [e-r ( τ2- t )Φ1 (K，V，τ2) I{ τ2 ≤T }+
e-r (T- t ) min { S+ αV，F } I{T≤ τ2}|

](St，Vt，t )=(S，V，t )∈Ω2 ( 5 )
式中：Ω1 =(0，K ]×R+×(0，T ]，表示低信用等级区

域；Ω2 =(K，+∞)×R+×(0，T ]，表示高信用等级

区域。

1. 3 流动资产信用边界模型的偏微分方程组

在现金流公式（4）、（5）充分光滑的情况下，根

据Feynman⁃Kac公式可转换成如下耦合的偏微分方

程组：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

∂Φi

∂t +
σ 2i
2 S

2 ∂2Φi

∂S2 +
σ 23
2 V

2 ∂2Φi

∂V 2 +

ρσiσ3SV
∂2Φi

∂S∂V + rS
∂Φi

∂S +

rV ∂Φi

∂V - rΦi=0，(S，V，t )∈Ωi
Φi (S，V，T )=min { S+ αV，F }

（6）

其中，i=1，2。 证明过程可参照文献［14］。 在信用

等级迁移的边界K上，由无套利假设可得如下连续

条件：

Φ1 (K，V，t )=Φ2 (K，V，t ) （7）

但仅有连续条件会致使解存在但不唯一。为求

得定解，在信用等级边界处推导出一阶导数连续条

件或添加线性组合条件，从而给出如下两种定价模

型。分别记为流动资产信用边界导数连续模型和流

动资产信用边界线性组合模型。

1. 3. 1 流动资产信用边界导数连续模型

利用Δ⁃对冲推导出在信用等级迁移边界处导数

连续条件。 通过持有Δ1份额的流动资产，Δ2份额

的固定资产以及卖出一份公司债券来构建一份无风

险投资组合Πt。 由于信用等级迁移并不会使得投

资组合价值发生突变，以及流动资产信用边界迁移

不考虑固定资产变换的影响可推得
∂Φ1

∂S (K，V，t )=
∂Φ2

∂S (K，V，t ) （8）
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推导过程参见文献［8］。在二维偏微分方程组

式（6）中添加上述连续条件式（7）和一阶导数连续条

件式（8），得到如下流动资产信用边界导数连续

模型：

ì
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∂Φi

∂t +
σ 2i
2 S

2 ∂2Φi

∂S2 +
σ 23
2 V

2 ∂2Φi

∂V 2 +

ρσiσ3SV
∂2Φi

∂S∂V + rS
∂Φi

∂S +

rV ∂Φi

∂V - rΦ i=0，(S，V，t )∈Ωi
Φi (S，V，T )=min { S+ αV，F }
Φ1 (K，V，t )=Φ2 (K，V，t )
∂Φ1

∂S (K，V，t )=
∂Φ2

∂S (K，V，t )

（9）

1. 3. 2 流动资产信用边界线性组合模型

设W1 (S，V，t )、W2 (S，V，t )为不考虑信用等级

迁移，公司分别处在低、高信用等级下的公司债券

价值。分析W1 (S，V，t )、W2 (S，V，t )预期的收益，

可推出如下的现金流：

Wi (S，V，t )=E [e-r (T- t ) |min { S+ αV，F }
](St，Vt，t )=(S，V，t )∈ -Ω 3 (10 )

其中，
-Ω 3 =R+×R+×[ 0，T ]。利用 Feynman⁃kac

公式可推导出如下偏微分方程组：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
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ï

ï

ï
ïï
ï

∂Wi

∂t +
σ 2i
2 S

2 ∂2Wi

∂S2 +
σ 23
2 V

2 ∂2Wi

∂V 2 +

ρσiσ3SV
∂2Wi

∂S∂V + rS
∂Wi

∂S

+rV ∂Wi

∂V - rWi=0，(S，V，t )∈Ω3
Wi (S，V，T )=min { S+ αV，F }

（11）

推导出解析解如下：

Wi (S，V，t )= e-r (T- t )

2π (T- t )|Ai|
1
2
∙

∫0
+∞ ∫0

+∞
e-

1
2(T- t ) [ βiA

-1
i βi] min { s+ αv，F }

sv dsdv (12 )

其中

Ai=
é

ë
êê

ù

û
úú

σ 2i ρσiσ3
ρσiσ3 σ 23

β i=

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù
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ú

ú

ú
úú
ú

ln Ss + ( )r- 1
2 σ

2
i (T- t )

ln Vv + ( )r- 1
2 σ

2
3 (T- t )

在信用等级边界处应同时考虑低、高信用等级

对债券价值的影响，则考虑在信用等级边界处满足

如下线性组合条件：
Φi (K，V，t )= λW1 (K，V，t )+

(1- λ )W2 (K，V，t ) (13 )
在二维偏微分方程组式（6）中添加上述连续条

件式（7）和线性组合条件式（13），得到如下流动资

产信用边界线性组合模型：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

∂Φi

∂t +
σ 2i
2 S

2 ∂2Φi

∂S2 +
σ 23
2 V

2 ∂2Φi

∂V 2 +

ρσiσ3SV
∂2Φi

∂S∂V + rS
∂Φi

∂S +

rV ∂Φi

∂V - rΦi=0，(S，V，t )∈Ωi
Φi (S，V，T )=min { S+ αV，F }
Φi (K，V，t )= λW1 (K，V，t )+

(1- λ )W2 (K，V，t )

（14）

1. 4 双资产信用边界模型假设

假设1到假设4同流动资产信用边界模型相同，不

再赘述。

假设5 信用等级：假设公司信用只分为两个信用

等级，高信用等级和低信用等级。在双资产信用边界

模型中，当公司总资产不足时，违约风险才会急剧增大，

所以假设公司信用等级迁移与流动资产和固定资产都

相关。设定信用等级迁移边界为K，当公司总资产价

值低于K时，公司为低信用等级；当公司总资产价值

St+αVt高于K时，公司为高信用等级。

假设 6 公司资产运动过程：流动资产价值 St
遵循如下几何Brown运动：

ì

í

î

ïï
ïï

dSt= rStdt+ ( )σ11{ St+αVt≤K }+ σ21{ St+αVt>K } ∙
StdW (S )

t

S0 =S
（15）

固定资产价值Vt遵循如下几何Brown运动：

ì

í

î

ïï
ïï

dVt= rVtdt+ ( )σ31{ St+αVt≤K }+ σ41{ St+αVt>K } ∙
VtdW (V )

t

V0 =V
（16）

式中：σ3、σ4是公司分别处在低、高信用等级下固定

资产的波动率。

记公司首次发生信用等级迁移的时刻如下：

{τ3 = inf { t>0|S0+αV0 ≤K，St+αVt>K }
τ4 = inf { t>0|S0+αV0 >K，St+αVt≤K }

（17）

式中：τ3、τ4分别对应公司从低、高信用等级转移到

高、低信用等级的初始时刻。

1. 5 双资产信用边界模型的现金流

考虑一份含信用等级迁移的零息公司债券。根

据无套利原理，债券的价值等于债券所有预期收益
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的贴现之和。当公司处于低信用等级时，公司债券

在未来有两种可能收益：第一种在到期日前未发生

信用等级迁移，到期日 T 获得收益 min { ST+
αVT，F }；第二种在到期日前发生信用等级迁移，变

为高信用等级的公司债券。

当公司处于高信用等级时，公司债券在未来也

有两种可能收益：第一种到期日前未发生信用等级

迁移，在到期日获得收益min { ST+αVT，F }；第二

种在到期日前发生信用等级迁移，变为低信用等级

的公司债券。公司处于低、高信用等级下的债券价

值记为Φ3、Φ4。由此可推导出如下公司分别处在

低、高信用等级下的公司债券的现金流表达式，即

式（18）和式（19）。
公司处于低信用等级状态，即当St+αV≤K，

Φ3 (S，V，t )=E [e-r (T- t ) min { S+ αV，F } I{T≤ τ3}+
e-r ( τ3- t )Φ4 (K，V，τ3) I{ τ3 <T }|

](St，Vt，t )=(S，V，t )∈Ω3 (18 )
公司处于高信用等级状态，即当St+αVt>K，

Φ4 (S，V，t )=E [e-r (T- t ) min { S+ αV，F } I{T≤ τ4}+
e-r ( τ4- t )Φ3 (K，V，τ4) I{ τ4 ≤T }|

](St，Vt，t )=(S，V，t )∈Ω4 (19 )
其中

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

Ω3 ={(S，V，t )|S+ αV<K，
S>0，V>0，0< t≤T }
Ω4 ={(S，V，t )|S+ αV>K，
S>0，V>0，0< t≤T }

1. 6 双资产信用边界模型的偏微分方程组

在现金流公式（18）、（19）充分光滑的情况下，

根据Feynman⁃Kac公式可转换成如下耦合的偏微分

方程组：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

∂Φi

∂t +
σ 2j
2 S

2 ∂2Φi

∂S2 +
σ 2i
2 V

2 ∂2Φi

∂V 2 +

ρσjσiSV
∂2Φi

∂S∂V + rS
∂Φi

∂S +

rV ∂Φi

∂V - rΦi=0，(S，V，t )∈Ωi
Φi (S，V，T )=min { S+ αV，F }

（20）

其中，i=3，4；j=1，2。由无套利得连续条件

Φ3 (S，V，t )=Φ4 (S，V，t )，(S，V，t )∈Ω5（21）

其中
Ω5 ={(S，V，t )|S+ αV=K，

S>0，V>0，0< t≤T }

在信用等级边界处推导导数相关条件，从而给出

如下定价模型，记为双资产信用边界导数相关模型。

利用Δ⁃对冲推导出在信用等级迁移边界处导数

相关条件。通过持有Δ1份额的流动资产，Δ2份额的

固定资产以及卖出一份公司债券来构建一份无风险

投 资 组 合 Πt，即 Πt=Δ1St+Δ2Vt-Φt，且 满 足

dΠt= rΠtdt，其中

Φt= {Φ3t，公司处于高信用等级

Φ4t，公司处于低信用等级

Δ1 =
ì

í

î

ïï
ïï

∂Φ3t

∂S ，公司处于高信用等级

∂Φ4t

∂S ，公司处于低信用等级

Δ2 =
ì

í

î

ïï
ïï

∂Φ3t

∂V ，公司处于高信用等级

∂Φ4t

∂V ，公司处于低信用等级

信用等级迁移并不会使得投资组合价值发生突

变，即Πt在信用等级迁移边界处连续。所以在边界

处Ω5有
∂Φ3

∂S S+
∂Φ3

∂V V-Φ=
∂Φ4

∂S S+
∂Φ4

∂V V-Φ

推得

∂Φ3

∂S S+
∂Φ3

∂V V=
∂Φ4

∂S S+
∂Φ4

∂V V （22）

在二维偏微分方程组（20）中添加上述连续条件

（21）和一阶导数相关条件（22），推得如下双资产信

用边界导数相关模型：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

∂Φi

∂t +
σ 2j
2 S

2 ∂2Φi

∂S2 +
σ 2i
2 V

2 ∂2Φi

∂V 2 +

ρσjσiSV
∂2Φi

∂S∂V + rS
∂Φi

∂S +

rV ∂Φi

∂V - rΦi=0，(S，V，t )∈Ωi
Φi (S，V，T )=min { S+ αV，F }
Φ3 (S，V，t )=Φ4 (S，V，t )
∂Φ3

∂S S+
∂Φ3

∂V V=
∂Φ4

∂S S+
∂Φ4

∂V V

（23）

2 模型求解

2. 1 流动资产信用边界导数连续模型的数值解

运用有限差分法求解流动资产信用边界导数连

续模型的数值解。先对方程组做自变量变换 x=
lnS，y=lnV，τ=T- t（仍记为 t），得
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ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

∂Φi

∂t -
σ 2i
2
∂2Φi

∂x2 -
σ 23
2
∂2Φi

∂y2 -

ρσiσ3
∂2Φi

∂x∂y -( r-
1
2 σ

2
i )
∂Φi

∂x -

( r- 1
2 σ

2
3 )
∂Φi

∂y + rΦi=0

Φi ( x，y，0 )=min { ex+αey，F }
Φ1 ( lnK，y，t )=Φ2 ( lnK，y，t )
∂Φ1

∂x ( lnK，y，t )=
∂Φ2

∂x ( lnK，y，t )

再选取方程组的部分区域进行剖分，建立网格

xm=mΔh，yn= nΔh，ts= sΔt，定 义 函 数 Φs
i，m，n=

Φi ( xm，yn，ts)，i=1，2。然后将微商转换为差商，推

导出差分格式，化简成如下递推关系式：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

Φs+1
i，m，n= ( )( σ 2i - ρσiσ3)Δt

2Δh2 + rσiΔt
2Δh Φs

i，m+1，n+

( )1+ (-σ 2i - σ 23 + ρσiσ3)Δt
Δh2 - rΔt Φs

i，m，n+

( )( σ 2i - ρσiσ3)Δt
2Δh2 - rσiΔt

2Δh Φs
i，m-1，n+

( )( σ 23 - ρσiσ3)Δt
2Δh2 + rσ3Δt

2Δh Φs
i，m，n+1+

( )( σ 23 - ρσiσ3)Δt
2Δh2 - rσ3Δt

2Δh Φs
i，m，n-1+

( )ρσiσ3Δt
2Δh2 Φt

i，m-1，n-1+ ( )ρσiσ3Δt
2Δh2 Φs

i，m+1，n+1

Φ 0
i，m，n=min { emΔh+αenΔh，F }

Φs

1，lnKΔh ，n
=Φs

2，lnKΔh ，n
= 1
2 ( )Φs

1，lnKΔh -1，n
+Φs

2，lnKΔh +1，n

（24）

最后沿时间方向依次算出各网点的数值解。

模型结合文献［17］，选取合乎市场的参数做数值分

析。F=1，K=1.5，T=3，σ1 =0.2，σ2 =0.4，σ3 =
0.1，r=0.04。

图 1显示了当流动资产和固定资产取定后，公

司债券价值Φ关于时间 t的曲线图。 曲线单调上

升，说明了离到期日越近，债券价值越高。 流动资

产越大，债券价值也越高。

图2显示了当时间和固定资产取定后，公司债券

价值Φ关于流动资产S的曲线图。曲线单调上升，说

明了流动资产越高，债券违约概率越小，债券价值也就

越大，并趋近于债券面值的贴现。公司资产固定，资产

时间越大，即离到期日越近，债券价值越高。

图 3显示了当时间和流动资产取定后，公司债

券价值Φ关于固定资产V的曲线图。 曲线单调上

升，说明了固定资产越高，债券价值也就越大，并趋

近于债券面值的贴现值。

图2 公司债券价值关于流动资产的曲线图

Fig.2 Values of corporate bond on current assets

2. 2 流动资产信用边界线性组合模型的解析解

推导低信用等级下公司债券的解析解，高信用

等级下公司债券的解析解同理可得。 先做自变量

变换，令 x=ln SK，y=lnV，τ=T- t（仍记为 t）。

记Ω6 =(-∞，0 )×R×(0，T ]，得

图1 公司债券价值关于时间的曲线图

Fig.1 Values of corporate bond on time

图3 公司债券价值关于固定资产的曲线图

Fig.3 Values of corporate bond on fixed assets
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ç
ç

ç
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ç

ç

ℒ [Φ1]≡-
∂Φ1

∂t +
σ21
2
∂2Φ1

∂x2 +
σ 23
2
∂2Φ1

∂y2 +

ρσ1σ3
∂2Φ1

∂x∂y +( r-
1
2 σ

2
1)
∂Φ1

∂x +

( r- 1
2 σ

2
3 )
∂Φ1

∂y - rΦ1 =0，( x，y，t )∈Ω6

Φ1 ( 0，y，t )=H ( ey，t )，( y，t )∈R×(0，T ]
Φ1 ( x，y，0 )=min { Kex+αey，F }，

( x，y )∈R-×R

（25）

其中

H ( ey，t )= λW1 (K，ey，T- t )+
(1- λ )W2 (K，ey，T- t )

构造辅助函数q ( x，y，t )满足

ì

í

î

ïï
ïï

1
2 σ

2
1
∂2q
∂x2 +

1
2 σ

2
3
∂2q
∂y2 =0，( x，y )∈R

-×R

q ( 0，y，t )=H ( ey，t )，( y，t )∈R×(0，T ]
可解得

q ( x，y，t )= 1
π ∫R -σ1σ3xH ( e

ξ2，t )
σ 21 ( ξ2- y )2+ σ 23 x2

dξ2 （26）

令U ( x，y，t )=Φ1 ( x，y，t )- q ( x，y，t )，则U（x，
y，t）满足如下方程式：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ℒ [U ]=-ℒ [ q ]，( x，y，t )∈R-×R×(0，T ]
U ( 0，y，t )=0，( y，t )∈R×(0，T ]
U ( x，y，0 )=min { Kex+αey，F }-

q ( x，y，0 )，( x，y )∈(-∞，0 )×R

（27）

为了消除一阶导数项和一次项，选取合适的

b1、b2、b3做函数变换

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

U ( x，y，t )= J ( x，y，t )eb1x+ b2 y+ b3t

b1 =
( r- 1

2 σ
2
3 ) ρσ1σ3-( r- 1

2 σ
2
1 )σ 23

(1- ρ2)σ 21 σ 23

b2 =
( r- 1

2 σ
2
1 ) ρσ1σ3-( r- 1

2 σ
2
3 )σ 21

(1- ρ2)σ 21 σ 23

b3 =( r- 1
2 σ

2
1 )b1+( r- 1

2 σ
2
3 )b2- r

得

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

-∂J∂t +
σ 21
2
∂2 J
∂x2 +

σ 23
2
∂2 J
∂y2 + ρσ1σ3

∂2 J
∂x∂y =

f ( x，y，t )，( x，y，t )∈R-×R×(0，T ]
J ( 0，y，t )=0，( y，t )∈R×(0，T ]
J ( x，y，0 )=φ( x，y )，( x，y )∈(-∞，0 )×R

（28）

其中

ì

í

î

ïï
ïï

f ( x，y，t )=-ℒ [ q ] e-(b1x+ b2 y+ b3t )

φ( x，y )=[ min { Kex+αey，F }-
q ( x，y，0 ) ] e-(b1x+ b2 y )

为了消去交叉项，做自变量变换

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

m= x
σ1

n= 1
1- ρ2

( yσ3 - ρ
x
σ )

代入方程（28），得

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

-∂J∂t +
1
2
∂2 J
∂m2 +

1
2
∂2 J
∂n2 =

f ( σ1m，σ3 ( n 1- ρ2 + ρm )，t )，
(m，n，t )∈R-×R×(0，T ]

J ( 0，n，t )=0，( n，t )∈R×(0，T ]
J (m，n，0 )=φ( σ1m，σ3 ( n 1- ρ2 + ρm ) )，
( x，y )∈R-×R

（29）

考虑Green函数

ì

í

î

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

-∂G∂t +
1
2
∂2G
∂m2 +

1
2
∂2G
∂n2 =0，

(m，n，t )∈R-×R×(0，T ]
G ( 0，n，t )=0，( n，t )∈R×(0，T ]
G (m，n，0 )=δ (m- ξ1)δ ( n- ξ2)，( x，y )∈R-×R

关于m做奇延拓如下式：

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

-∂G∂t +
1
2
∂2G
∂m2 +

1
2
∂2G
∂n2 =0，

( x，y，t )∈R×R×(0，T ]
G (m，n，0 )=δ (m- ξ1)δ ( n- ξ2)-

δ (m+ ξ1)δ ( n- ξ2)

（30）

方程式（30）的解如下式：

G (m- ξ1，n- ξ2，t- τ )=
1

2π ( t- τ )
é

ë
êê

ù

û
úúe-( (m- ξ1)

2

2( t- τ ) +
( n- ξ2)2

2( t- τ ) )-e-( (m+ ξ1)
2

2( t- τ ) +
( n- ξ2)2

2( t- τ ) )

（31）

所以方程式（29）的解如下式：

J ( t，m，n )= ∫-∞
0
dξ2 ∫RG (m- ξ2，n- ξ3，t ) ∙

φ( σ1ξ2，σ3 ( ξ3 1- ρ2 + ρξ2) )dξ3+

∫0
t
dτ ∫-∞

0
dξ2 ∫RG (m- ξ2，n- ξ3，t- τ ) ∙

f ( σ1ξ2，σ3 ( ξ3 1- ρ2 + ρξ2)，τ )dξ3
（32）

推得
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J ( t，x，y )= ∫-∞
0
dξ2 ∫RG ( xσ1 - ξ2， 1

1- ρ2
∙

( yσ3 - ρ
x
σ1
)- ξ3，t ) ∙

φ( σ1ξ2，σ3 ( ξ3 1- ρ2 + ρξ2) )dξ3+

∫0
t
dτ ∫-∞

0
dξ2 ∫RG ( xσ1 - ξ2， 1

1- ρ2
∙

( yσ3 - ρ
x
σ1
)- ξ3，t- τ ) ∙

f ( σξ2，σ3 ( ξ3 1- ρ2 + ρξ2)，τ )dξ3
由此
Φ1 ( x，y，t )=U ( x，y，t )+ q ( x，y，t )=

J ( x，y，t )eb1x+ b2 y+ b3t+
1
π ∫R -σ1σ3xH ( e

ξ1，t )
σ 21 ( ξ1- y )2+ σ 23 x2

dξ1

回到原自变量，得

Φ1 (S，V，t )= J ( )ln SK，lnV，t eb1 ln
S
K +b2 lnV+ b3 (T- t )+

1
π ∫R

-σ1σ3 ln
S
K H ( e

ξ1，T- t )

σ 21 ( ξ1- lnV )2+ σ 23 ( )ln SK
2 dξ1

（33）

2. 3 双资产信用边界导数相关模型的数值解

同流动资产信用边界导数连续模型相同，运用

有限差分法求解双资产信用边界导数相关模型的数

值解。模型结合文献［17］，选取合乎市场的参数做

数值分析。F=1，K=1.5，T=3，σ1 =0.2，σ2 =
0.4，σ3 =0.1，σ4 =0.2，α=0.7，r=0.04。

图4显示了在低信用等级下双资产信用边界模

型Φ1和流动资产信用边界模型Φ2的公司债券价值

关于时间的曲线图。 曲线单调上升，说明离到期日

越近，债券价值越高。 取相同参数的前提下，双资

产信用边界导数相关模型的债券价值低于流动资产

信用边界导数连续模型。

图5显示了在高信用等级下双资产信用边界模

型Φ2和流动资产信用边界模型Φ4的公司债券价值

关于时间的曲线图。 相较于低信用等级，两模型的

差异较小。

图6显示了双资产信用边界模型Φi ( i=1，2 )和
流动资产信用边界模型Φj ( j=3，4 )的公司债券价

值关于流动资产 S的曲线图。 取相同参数的前提

下，双资产信用边界导数相关模型的债券价值低于

流动资产信用边界导数连续模型。

图7显示了双资产信用边界模型Φi ( i=1，2 )和
流动资产信用边界模型Φj ( j=3，4 )的公司债券价

值关于流动资产V的曲线图。 取相同参数的前提

下，在信用等级边界处两模型的差异较大。

3 结语

本文在Merton的公司债券结构化定价方法的

图4 低信用等级下双模型的公司债券价值关于时间的曲线图

Fig.4 Values of corporate bond on time in low
credit rating

图5 高信用等级下双模型的公司债券价值关于流动资产的

曲线图

Fig.5 Values of corporate bond on current assets
in high credit rating

图6 双模型的公司债券价值关于流动资产的曲线图

Fig.6 Values of corporate bond on current assets
in two models
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基础上，研究了含信用等级迁移风险的公司债券基

于流动资产和固定资产的定价问题。考虑到公司资

产种类的多样性，不同公司资产收益和波动率不

同，建立起含信用等级迁移风险的公司债券基于流

动资产和固定资产的模型假设，考虑到当公司流动

资产不足时，违约风险可能就会急剧增大，违约风险

受流动资产影响显著，信用等级迁移风险分别用流

动资产信用边界模型和双资产信用边界模型刻画。

并分析了债券预期的可能收益情况，从而得到债券

现金流及相应的耦合偏微分方程组。在信用等级边

界处添加由Δ⁃对冲推得的一阶导数条件或线性组合

条件，建立起定价模型。推得定价模型的解析解和

数值解，最后对债券价值关于各变量的变化情况进

行了数值分析，数值图形表明变化情况与结论一致，

对信用风险的变换过程做了进一步的扩展。
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图7 双模型的公司债券价值关于流动资产的曲线图

Fig. 7 Values of corporate bond on current assets
in two models
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