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非饱和全空间埋置隧道动力响应半解析模型
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摘要：将非饱和地基土视为由固、液、气组成的三相介质，圆

形隧道衬砌简化为无限长的Flügge薄壁圆柱壳，分别采用

Helmholtz矢量分解定理以及分离变量法求解非饱和地基土

的波动方程和Flügge薄壁圆柱壳的振动控制方程。结合位

移和应力连续性等边界条件，建立移动简谐荷载下非饱和地

基土中埋置隧道动力响应的半解析模型。基于该模型，探讨

了非饱和地基土‒隧道系统的动力响应特征及饱和度对系统

动力响应的影响。结果表明，饱和度对土体的动位移、动应

力、超孔隙水压力及土体临界速度等影响较大，计算时应考

虑饱和度的影响。
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Semi-analytical Model for Dynamic
Response Calculation of Circular
Tunnel Buried in Unsaturated Full-
space

DI Honggui1，2， GUO Huiji1，2， WANG Binglong1，2，
ZHANG Xiaohui1，2
（1. Key Laboratory of Road and Traffic Engineering of the
Ministry of Education， Tongii University， Shanghai 201804，
China；2. Shanghai Key Laboratory of Rail Infrastructure
Durability and System Safety， Tongii University， Shanghai
201804，China）

Abstract： The unsaturated soil was conceptualized as
three-phase medium，which consists of fluid，solid and
gas，and the shield tunnel was simplified as an infinite
Flügge cylindrical shell. The Helmholtz decomposition
theorem was used to solve the governing equations of
unsaturated soil and the separation-of-variable method
was used to solve the motion equations of the Flügge shell.
Based on the continuity boundary conditions of
displacement and stress， a semi-analytical model for

calculating the dynamic response of a tunnel buried in an
unsaturated full-space was proposed. The dynamic
response of the soil-tunnel system and the effect of
saturation on the dynamic response were analyzed. The
results show that the soil saturation has a great effect on
the magnitude of soil displacement，soil stress，excess
pore water pressure and critical velocity. Therefore，it is
necessary to take the effect of saturation into account
when calculating the dynamic response.

Key words： unsaturated soil； tunnel； dynamic

response；saturation；critical velocity

近年来，大量轨道交通隧道的投入运营产生了

许多因行车振动而导致的环境振动和结构病害问

题，尤其在软土地层中，由于土层容易变形，因此病

害问题更为突出［1‒3］。隧道系统车致振动及其引起

的结构病害和环境振动问题的解决，关键在于建立

可靠的隧道系统耦合动力学分析模型，通过动力学

方法从理论上进行解释，以便采取有效的工程技术

措施。

现阶段隧道动力响应计算模型主要包括两大

类，即解析（半解析）模型与数值法模型。常见的解

析（半解析）模型有欧拉梁模型［4］、Pip in PiP（PiP）模
型［5‒9］、时域动力子结构模型［10］以及面波转化法模型

等［11‒12］。解析（半解析）模型计算速度快、参数分析

方便，可以更深层次地了解振动传播的一般规律。

与解析法、半解析法相比，数值法的优势在于可以进

行更为精细化的建模。常见的数值法模型包括有限

元模型［13‒14］、2. 5维有限元模型［15］、周期性有限元‒边
界元模型［16］、2. 5维有限元‒边界元模型等［17‒19］。上

述模型均将土体视为单相线弹性介质或固、液两相
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介质，而天然土体通常由固相、液相、气相等介质组

成，因此采用单相或两相介质难以真实模拟地基土

的多相特性。为了考虑气相对土体动力响应特性的

影响，国内外学者基于等效流体原理、混合物理论

等，先后推导了非饱和多孔介质波动控制方程［20‒22］。

随后，徐明江等［23］、Fang等［24］、郭鹏飞等［25］建立了非

饱和地基上路基、桩基动力响应分析模型。然而，对

于非饱和地基中隧道动力响应分析模型的研究较为

鲜见。

将隧道外的非饱和地基土视为固、液、气三相介

质，隧道视为无限长的Flügge薄壁圆柱壳，分别采用

矢量分解定理以及分离变量法求解非饱和地基土的

波动方程和Flügge薄壁圆柱壳的振动控制方程。然

后，利用隧道与土体交界面处的边界条件，在频域‒
波数域内进行耦合求解，得到系统的动力响应基本

解。最后，利用傅里叶逆变换得到时域‒空间域内的

响应。

1 非饱和地基土‒隧道耦合模型以及

求解

1. 1 模型的简化

地基土与隧道衬砌分别采用中空圆土柱以及无

限长的Flügge薄壁圆柱壳模拟。地基土由固、液、气

三相介质组成。壳体由均质、各向同性的线弹性材

料组成，如图1所示。模型边界假定为：非饱和土体

与衬砌接触面处位移、应力连续，并且隧道衬砌不透

水、不透气；非饱和土柱外径无穷大，无限远处土体

的应力、位移衰减为零。

图1中，r、z、θ分别为圆柱坐标系下径向、轴向以

及角度的物理量分量，us、v、w、uq分别为土骨架位

移、孔隙水相对于土骨架的位移、气体相对于土骨架

的位移以及壳体位移，q为壳体应力，R1为隧道半径，

h为衬砌厚度，P为激振荷载，v0为荷载移动速度。

1. 2 非饱和地基土波动方程及求解

文献［23］中运用连续介质力学理论，结合空间

平均化方法，基于 Mualem理论考虑孔隙流体相对

于固体骨架的渗透系数，并采用非饱和地基土的水

土特征曲线 Van Genunchten（V‒G）模型，推导了非

饱和地基土的实用波动方程，如下所示：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

μ∇2us+( λ+μ )∇∇⋅us- a1γ∇p l- a1 (1-
γ )∇pg = ρs

⌢
u ''s+ ρ l

⌢
u ''l + ρg

⌢
u ''g

-∇p l = b l (u'l-u's)+ ρ lu ''l
-∇pg = bg (u'g-u's)+ ρgu ''g

（1）

式中：u为位移矢量；p为压力；ρ为密度；λ、μ为土骨

架Lame常数；γ为有效应力系数；下标 s、l、g分别表

示土颗粒、孔隙水以及气体。式（1）中的其他变量表

达式如下所示：

a1 =1-
Kb

Ks
，b l =

n0Srη l
krlκ

，bg =
n0 (1-Sr)ηg

krgκ
，ρs

⌢
=

(1- n0) ρs，ρg
⌢
= n0 (1-Sr) ρg，ρ l

⌢
= n0Srρ l，krl =

Se (1-(1-(Se)1/m)m)2，krg = 1-Se (1-

(Se)1/m)2m，Se=
Sr-Sw0
1-Sw0

式中：K为压缩模量；n0为土体孔隙率；Sr、Sw0分别为

饱和度与约束饱和度；η为黏滞系数；krl、krg分别为孔

隙水和气体的渗透系数；κ为渗透率；m为V‒G模型

的拟合参数。

渗流连续性方程为

{-p'l = a11∇ ⋅u's+ a12∇ ⋅u'l+ a13∇ ⋅u'g-p'g = a21∇ ⋅u's+ a22∇ ⋅u'l+ a23∇ ⋅u'g
（2）

a11、a12、a13、a21、a22、a23表达式参考文献［23］。
引入非饱和多孔介质的平均密度ρ、孔隙水与固

体骨架间的相对位移v以及气体与固体骨架间的相

对位移w，计算式如下所示：

ì

í

î

ïï
ïï

ρ=(1- n0) ρs+ n0Srρ l+ n0 (1-Sr) ρg
v= n0Sr (u l-us)
w= n0 (1-Sr)(ug-us)

（3）

将式（1）写成us‒v‒w的表达形式，如下所示：

图1 非饱和地基土‒隧道系统简化模型

Fig. 1 Simplified model of unsaturated soil-tunnel
system
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μ∇2us+( λc+μ )∇(∇ ⋅us)+M∇(∇⋅v )+
N∇(∇⋅w )= ρu ''s+ ρ lv ''+ ρgw ''

b11∇(∇ ⋅us)+ b12∇(∇ ⋅v )+ b13∇(∇ ⋅w )=
ρ lu ''s+ϑ lv ''+d lv'

b21∇(∇ ⋅us)+ b22∇(∇ ⋅v )+ b23∇(∇ ⋅w )=
ρgu ''s+ϑgw ''+dgw'

（4）

其中，

b11 =
a1
a2
a11，b21 =

a1
a2
a21，a2 =1- n0-

Kb

Ks
，b12 =

1
n0Sr

a12，b22 = 1
n0Sr

a22，b13 = 1
n(1-Sr)

a13，b23 =

1
n(1-Sr)

a23，λc = λ+ a1γb11+ a1 (1-γ )b21，M=

a1γb12+ a1 (1-γ )b22，N=

a1γb13+ a1 (1-γ )b23，ϑ l =
ρ l
n0Sr

，ϑg =

ρg
n0 (1-Sr)

，d l =
η l
krlκ

，dg =
ηg
krgκ

渗流连续性方程可改写为

{-p l = b11∇ ⋅us+ b12∇ ⋅v+ b13∇ ⋅w-pg = b21∇ ⋅us+ b22∇ ⋅v+ b23∇ ⋅w
（5）

总应力表达式为

{σij= λeδij+2μεij-δija1 pp=γp l+(1-γ ) pg
（6）

式中：σij为土单元总应力分量；e为体积应变；εij为应

变分量；δij为克罗内克符号；p为等效孔隙流体压力。

根据Helmholtz矢量分解定理，式（4）中各位移
us、v、w分别表示为

ì

í

î

ïï
ïï

us =∇φ+∇× ezψ
v=∇ϕ+∇× ezτ
w=∇χ+∇× ezϖ

（7）

式中：φ、ψ分别为土骨架部分的标量波函数和矢量
波函数；ϕ、τ分别为孔隙水部分的标量波函数和矢量
波函数；χ、ϖ分别为气体部分的标量波函数和矢量
波函数；ez为z方向的单位向量。

考虑稳态响应，将式（7）代入式（4），对时间 t进
行傅里叶变换至频域后，得到以下方程组：
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ψ͂
τ͂
ϖ͂
= 0 （8）

式中：ω为角频率；~表示时间 t所对应的频域。

为保证微分方程组（8）有非零解，则需满足系数

矩阵行列式为零的条件。根据该条件可以得到以下

Helmholtz方程：

{(∇2+ k 2i ) φ͂i=0，i=1，2，3
(∇2+ k 2t )ψ͂=0

（9）

式中：k1、k2、k3分别为非饱和地基土中的快纵波、慢纵

波、第二类慢纵波波数；kt为非饱和地基土中的横波

波数。

利用式（8）、（9），经推导整理，可以得到各相势

函数之间的关系系数 ς1l、ς2l、ς3l、ς1g、ς2g、ς3g、ςtl、ςtg，各相

势函数之间的关系可表达为

ì
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φ͂= φ͂1+ φ͂2+ φ͂3
ϕ͂= ϕ͂1+ ϕ͂2+ ϕ͂3 = ς1lφ͂1+ ς2lφ͂2+ ς3lφ͂3
χ͂= χ͂1+ χ͂2+ χ͂3 = ς1gφ͂1+ ς2gφ͂2+ ς3gφ͂3
τ͂= ς tlψ͂
ϖ͂= ς tgψ͂

（10）

为满足式（9）的解，假定势函数具有以下

形式［8］：
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φ͂1n=(A1 In (α1r )+B1Kn (α1r ) )cos ( nθ )eiξz

φ͂2n=(A2 In (α2r )+B2Kn (α2r ) )cos ( nθ )eiξz

φ͂3n=(A3 In (α3r )+B3Kn (α3r ) )cos ( nθ )eiξz

ψ͂rn=(A4 In+1 ( βr )+B4Kn+1 ( βr ) )sin ( nθ )eiξz

ψ͂θn=-(A4 In+1 ( βr )+B4Kn+1 ( βr ) )cos ( nθ )eiξz

ψ͂zn=(A5 In ( βr )+B5Kn ( βr ) )sin ( nθ )eiξz

（11）
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式中：φ、ψ分别为土骨架部分的标量波函数和矢量
波函数；ϕ、τ分别为孔隙水部分的标量波函数和矢量
波函数；χ、ϖ分别为气体部分的标量波函数和矢量
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考虑稳态响应，将式（7）代入式（4），对时间 t进
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é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

( λc+2μ )∇2+ω2ρ M∇2+ω2ρ l N∇2+ω2ρg
b11∇2+ω2ρ l b12∇2+ω2ϑ l- iωd l b13∇2

b21∇2+ω2ρg b22∇2 b23∇2+ω2ϑg- iωdg

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

φ͂

ϕ͂
χ͂
= 0

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

μ∇2+ω2ρ ω2ρ l ω2ρg
ω2ρ l ω2ϑ l- iωd l 0
ω2ρg 0 ω2ϑg- iωdg

é

ë

ê
êê
ê
ù

û

ú
úú
ú
ψ͂
τ͂
ϖ͂
= 0 （8）

式中：ω为角频率；~表示时间 t所对应的频域。

为保证微分方程组（8）有非零解，则需满足系数

矩阵行列式为零的条件。根据该条件可以得到以下

Helmholtz方程：

{(∇2+ k 2i ) φ͂i=0，i=1，2，3
(∇2+ k 2t )ψ͂=0

（9）

式中：k1、k2、k3分别为非饱和地基土中的快纵波、慢纵

波、第二类慢纵波波数；kt为非饱和地基土中的横波

波数。

利用式（8）、（9），经推导整理，可以得到各相势

函数之间的关系系数 ς1l、ς2l、ς3l、ς1g、ς2g、ς3g、ςtl、ςtg，各相

势函数之间的关系可表达为
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τ͂= ς tlψ͂
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（10）

为满足式（9）的解，假定势函数具有以下

形式［8］：
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φ͂1n=(A1 In (α1r )+B1Kn (α1r ) )cos ( nθ )eiξz

φ͂2n=(A2 In (α2r )+B2Kn (α2r ) )cos ( nθ )eiξz

φ͂3n=(A3 In (α3r )+B3Kn (α3r ) )cos ( nθ )eiξz

ψ͂rn=(A4 In+1 ( βr )+B4Kn+1 ( βr ) )sin ( nθ )eiξz

ψ͂θn=-(A4 In+1 ( βr )+B4Kn+1 ( βr ) )cos ( nθ )eiξz

ψ͂zn=(A5 In ( βr )+B5Kn ( βr ) )sin ( nθ )eiξz

（11）
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式中：n为环向模态分量；ξ为 z方向波数；α21 = ξ 2-
k 21，α22 = ξ 2- k 22，α23 = ξ 2- k 23，β2 = ξ 2- k 2t；In、Kn 分

别为第1、2类n阶修正的Bessel函数；Aj、Bj（j=1，2，
3，4，5）为待定系数。当 r→∞时，In→∞，Kn→0，因
此式（11）中 In、In+1系数应为0，即A1=A2=A3=A4=
A5=0。

将式（11）代入式（5）~（7）中，并对 z方向进行傅

里叶变化，得到单个环向模态分量n下位移、应力以

及孔压在频率‒波数域内的分量，如下所示：

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

U͂̄rn

U͂̄θn

U͂̄zn

=SUD，
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

T͂̄rn

T͂̄θn

T͂̄zn

=STD，
é

ë
êê

ù

û
úú

P͂̄1n
P͂̄gn

=XGD（12）

其中，

D= [ ]B1 B2 B3 B4 B5
T

X= é

ë
êê

ù

û
úú

cos ( nθ ) 0
0 cos ( nθ )

S=
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

cos ( nθ ) 0 0
0 sin ( nθ ) 0
0 0 cos ( nθ )

U=
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

u11 u12 u13 u14 u15
u21 u22 u23 u24 u25
u31 u32 u33 u34 u35

T=
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

t11 t12 t13 t14 t15
t21 t22 t23 t24 t25
t31 t32 t33 t34 t35

G= é

ë
êê

ù

û
úú

g11 g12 g13 g14 g15
g21 g22 g23 g24 g25

u11 =
n
r Kn (α1r )-α1Kn+1 (α1r )，u21 =

- n
r Kn (α1r )，u31 = iξKn (α1r )，u12 =

n
r Kn (α2r )-

α2Kn+1 (α2r )，u22 =-
n
r Kn (α2r )，u32 =

iξKn (α2r )，u13 =
n
r Kn (α3r )-α3Kn+1 (α3r )，u23 =

- n
r Kn (α3r )，u33 = iξKn (α3r )，u14 =

iξKn+1 ( βr )，u24 = iξKn+1 ( βr )，u34 =βKn ( βr )，u15 =
n
r Kn ( βr )，u25 =-

n
r Kn ( βr )+βKn+1 ( βr )，u35 =0

式中：“
-
”表示 z方向所对应的波数域；T͂̄rn、T͂̄θn、T͂̄zn为

单个环向模态分量 n下频域‒波数域内应力分量；

U͂̄rn、U͂̄θn、U͂̄zn为单个环向模态分量 n下频域‒波数域

内位移分量；P͂̄1n、P͂̄gn为单个环向模态分量n下频域‒
波数域内孔压分量。T、G中各分量可将U带入式

（5）和式（6）中求得。

1. 3 隧道衬砌振动控制方程及求解

隧道衬砌采用Flügge薄壁圆柱壳模拟，壳体振

动控制方程及求解可参考文献［5］，壳体的平衡方程

可写成以下矩阵形式：

H

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

U͂̄rn

U͂̄θn

U͂̄zn

= -R1 (1- υ2)
Eh

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

T͂̄rn

T͂̄θn

T͂̄zn

（13）

式中：υ为壳体泊松比；E为壳体杨氏模量。H中元

素的表达可参考文献［5］。
1. 4 耦合求解

假设衬砌内表面 z=0 m、θ=0°处作用一个沿 z
向正方向以v0速度移动的单位简谐点荷载（见图1），
则单个环向模态分量 n下频率‒波数域内荷载在 r、
θ、z方向产生的应力分量分别为

q͂̄rn=
ì

í

î

ïï
ïï

1
2π R1δ (ω-ω0+ v0ξ )，n=0
1
π R1δ (ω-ω0+ v0ξ )，n≠0

q͂̄θn=0，q͂̄zn=0 （14）

式中：δ为狄拉克函数；ω0为激振荷载的角频率。

结合土体与衬砌接触面处位移、应力连续，同时

隧道与土体界面的孔隙水、气体压力变化均为零，即
|

|
||

∂p͂̄
∂r

r=R1

=0，得到以下计算式：
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é
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q͂̄rn
q͂̄θn
q͂̄zn
0
0

（15）

式中：G0由G对 r求导所得。

由式（15）求解出未知量B1、B2、B3、B4、B5，将之

代入式（12），并进行傅里叶逆变换，可得非饱和地基

中任意一点（r，θ，z）在时间‒空间域内的土骨架位移

和应力。

2 数值模拟与分析

2. 1 模型退化与验证

为验证模型的正确性，首先将非饱和地基土模

型退化为饱和地基土模型，并与文献［8］中的方法进

行对比，退化时将本模型中的Sr取 0. 999，文献［23］
中的中间变量As取值为 0，其他隧道衬砌以及非饱

和地基土参数的选取参考文献［8，26］，如表1所示。
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表 1中，μs表示饱和状态时的动剪切模量，Ψ表示土

饱和时的内摩擦角。计算单位移动简谐荷载（f0=
60 Hz，v0=20 m∙s−1）作用下（荷载作用点位置：r=
2. 75 m，θ=0°，z0=z－v0t=0 m），隧道正下方（r=
3. 00 m，θ=0°）的动力响应，并与既有模型进行对比，

如图2所示。可以发现，本模型计算结果与文献［8］模
型的计算结果高度吻合，验证了本模型的可靠性。

2. 2 算例分析

选取如表1所示土体参数进行算例的计算。移

动简谐荷载v0=20 m∙s−1时，不同饱和度状态下隧道

底部（r=3. 00 m，θ=0°，z0=0 m）土体动位移峰值、

动应力峰值和超孔压峰值随频率的变化曲线如图 3
所示。从图3可以看到，当激振频率 f0为0 Hz时，动

位移峰值随着饱和度的减小而减小，而动应力峰值

随着饱和度的减小而增大。原因在于：土体动剪切

模量随着饱和度的减小而增大，该现象与文献［26］
中的描述一致。随着激振频率的增大，不同饱和度

下非饱和地基土的动位移峰值与动应力峰值趋于一

致。此外，从图3还可以看到，饱和与非饱和地基土

中超孔压峰值差异明显。

图 4给出了移动简谐荷载 v0=20 m∙s−1时，不同

饱和度状态下隧道底部（r=3. 00 m，θ=0°，z0=0 m）
土体超孔压峰值随饱和度的变化曲线。可以看到，

在饱和度接近于1. 00时，各频率下超孔压峰值随着

饱和度的减小而迅速下降。当饱和度下降到 0. 99
时，超孔压峰值下降到饱和土状态下的30%，即在土

体饱和度接近于1. 00时，饱和度的轻微变化会引起

超孔压的剧烈变化。原因在于：随着饱和度的下降，

表1 隧道衬砌和非饱和地基土计算参数

Tab. 1 Calculation parameters of tunnel lining and
unsaturated soil

介质

衬砌

空气

水

土颗粒

土骨架

参数
E / GPa
υ

ρt /（kg·m−3）
R1 / m
h / m
Kg / kPa

ρg /（kg·m−3）
ηg /（Pa·s）
Kl / GPa

ρl /（kg·m−3）
ηl /（Pa·s）
Ks / GPa

ρs /（kg·m−3）
Kb / MPa
μs / MPa
n0
Sr
Sw0
κ / m2
Ψ /（°）
m

数值
50
0. 3
2 500
3
0. 25
145
1. 29

15×10-6
2. 1
1 000
1×10−3
36
2 700
43. 3
20
0. 4

0. 100~0. 999
0. 05
10-6
20
0. 5

图2 模型验证

Fig.2 Model validation

图3 动力响应随激振频率的变化

Fig.3 Change of dynamic response with excitation
frequency
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土体中气体由无到以封闭气泡形式存在，最终变为

敞开状态［27］，气体存在形式的变化导致了超孔压的

急剧变化；气体的体积模量远小于液体与固体的体

积模量（液体的体积模量约为气体的13倍），因此轻

微的气体增量引起超孔压的剧烈减小。

图5绘制了移动恒定荷载作用下不同位置土体

动位移峰值随荷载移动速度的变化曲线。土体的动

位移峰值随荷载移动速度的增大而逐步增大，但当

移动速度达到100 m·s−1以上时，不同饱和度下的土

体动位移峰值相继出现最大值，即荷载移动速度达

到土体临界速度。土体临界速度随着土体饱和度的

降低而逐渐增大。根据非饱和地基土中剪切波波速

表达式 ct=ω/Re（kt）［28］，非饱和地基土中剪切波波速

随着土体饱和度的降低而增大，故土体临界速度随

着土体饱和度的降低而逐渐增大。因此，在高速轨

道交通隧道设计时，应考虑土体饱和度对临界速度

的影响。

3 结论

（1）建立了移动简谐荷载作用下非饱和地基土

中埋置隧道动力响应的半解析模型。该模型退化至

饱和地基土的计算结果与文献［8］模型的计算结果

高度吻合，验证了所提半解析模型的可靠性。

（2）不同饱和度下土体的动位移峰值、动应力

峰值以及超孔压峰值有所差异。饱和度对超孔压峰

值的影响较大，超孔压峰值随着土体饱和度的减小

迅速下降。当饱和度下降到99%时，超孔压峰值下

降到饱和状态下的30%。

（3）土体的临界速度随着饱和度的降低而增

大，这主要是由于土体剪切波波速随着饱和度的降

低而增大。对于非饱和土，应该考虑饱和度对系统

动力响应的影响。
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