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在粘性解框架下的企业碳减排技术最佳引进时间模型

陈亦令，黄文琳，梁 进
（同济大学 数学科学学院，上海 200092）

摘要：运用实物期权理论，在碳排放率和技术成本双重不确

定性因素下，考虑技术维护成本，探究了企业碳减排技术最

佳引进时间问题，并将优化问题转为求解一个HJB（Hamilton
⁃Jacobi⁃Bellman）方程的变分不等式问题。在粘性解框架下，

证明了值函数是该问题的唯一粘性解。 展示了数值模拟结

果，并讨论了不同参数下的最佳引进时间。
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Optimal Introduction Timing Model of
Enterprise Carbon Emission Reduction
Technology Under Viscosity Solution
Framework

CHEN Yiling，HUANG Wenlin，LINAG Jin
（School of Mathematical Sciences，Tongji University，Shanghai
200092，China）

Abstract：By use of the theory of real options and under
the uncertainty of carbon emission rate and technology
cost，the optimal introduction timing of carbon emission
reduction technology for enterprises was explored，with
the consideration of the cost of technology maintenance.
And the optimization problem was transformed into a
variational inequality problem for solving the HJB
（Hamilton-Jacobi-Bellman） equation. Under the
framework of viscosity solution，it was proved that the
value function was the unique viscosity solution of the
problem. The numerical simulation results were
presented， and the optimal introduction timing with
different parameters was also discussed.
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近些年，温室效应和气候变化越来越引起人们

关注。日益恶化的气候严重危害了生态系统的平

衡，例如造成气候变暖，海平线上升与极端天气等，

对人类活动产生深远的影响。 碳减排已经成为世

界上日益紧迫和重要的问题。2005年《京都协议书》

与 2016年《巴黎协定》的推出是全世界对碳减排采

取的行动。

我国高能耗工业面临着日益严格的减排环境的

巨大挑战。 因此使用新型能源（风能、太阳能、核

能）和其他新技术来减少二氧化碳的排放成为政府

和企业关注的焦点。例如，解决化石燃料和减排压

力之间关系的一个有效办法是碳捕获和储存技术

（CCS）的引进。它能够进一步利用丰富的煤炭资

源，同时减少燃烧产生的排放量。然而，新技术的引

进或者新清洁能源的使用，在较少二氧化碳排放的

同时，也伴随着高新减排技术发展的不均衡、投资回

报的不确定性、高额的技术成本投入和持续的设备

维护费用。故此，企业如何选择投资减排技术时间

成了迫在眉睫的问题。

企业碳减排技术最佳引进时间问题可以借鉴实

物期权的理论［1］。一个投资方案其产生的现金流量

所创造的利润，来自于截止到目前所拥有资产的使

用，再加上一个对未来投资机会的选择。实物期权

就是处理这样具有不确定性投资结果的非金融资产

的一种投资决策工具，其理论通过Black-Scholes期
权理论对最优决策时间点的选择。 Zhang等［2］在碳

价与技术成本不确定性下，假设碳捕获技术的进步

满足 Poisson过程，探究了碳捕获技术投资优化模

型。Zhou等［3］在实物期权模型框架下，考虑碳价与

高新技术发展不确定性，探究了投资CCS技术的最

佳策略以及气候政策对碳减排技术投资决策过程的

影响。Fuss等［4］建立了一个具有随机技术变化和随
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机化石燃料价格的实物期权模型，并说明减排技术

的更新换代将推迟引进时间。早期有Murto［5］考虑

收益和技术的不确定性下，在实物期权模型下探究

了最优碳减排投资时刻问题，并通过降维方式得到

一个简化模型，进行了求解。杨晓丽与梁进［6-7］，郭

华英与梁进［8-9］针对碳减排和碳交易费用问题，即控

制碳减排率与碳交易等手段来降低碳减排成本，做

了大量细致的研究。郭华英［10］在博士论文中，考虑

碳排放率和技术成本两个随机过程，建立了一个数

学模型，探究最优投资时刻问题，并在特殊情况下得

到了相关方程的显示解。这些研究重心在模型建立

和实证研究，需要对数学模型进行更合理的构建和

更深刻的理论研究。而相应的数学模型在数学上可

以 归 结 为 一 种 变 形 的 HJB（Hamilton-Jacobi-
Bellman）微分方程的理论，其研究具有很强的理论

意义和现实意义。

本文在郭［10］模型的基础上，运用随机微分方程

来描述企业碳排放率和技术成本的不确定性，考虑

技术的维护费用，运用实物期权理论，在碳排放率和

技术成本双重不确定性因素下，探究了企业碳减排

技术最佳引进时间问题，并将问题转为求解一个

HJB方程的变分不等式问题，证明了值函数是该

HJB方程的唯一粘性解。最后进行了数值模拟与结

果分析，给出减排技术投资意见。

除了引言部分，第 1节讲述具体模型的构建与

目标函数的探讨。第2节给出了目标函数的基本性

质，动态规划原理和粘性解的介绍。第 3节证明了

目标函数是对应HJB方程的唯一粘性解，并给出了

一些数值模拟与结果分析，以此给出碳减排技术投

资的指导意见。第4节进行全文总结。

1 模型建立

以发电厂为代表的高能耗企业在生产过程中排

放二氧化碳，且需缴纳碳排放税。为了减少碳排放

税的支出，企业需要引进碳减排技术（CCS技术为代

表）来减少碳排放。假设企业 t时刻的二氧化碳排放

率Qt满足随机过程：
dQt

Qt
=μ*dt+ σdWt (1 )

式中：σ为波动率参数，表示企业的二氧化碳排放率

的不确定性；Wt为标准布朗运动，表示企业未来碳

排放的不确定性，由生产过程、产品需求的不确定性

造成，几何布朗运动描述企业碳排放率见文献［11］。

μ*= { μ1，t≤ τμ2，t> τ
( 2 )

式中：τ为企业安装引进减排技术的时间；μ1和μ2为
漂移参数，即排放率的长期增长率。假设μ1 >μ2，表
示引进减排技术后，公司的排放率增长率将降低，显

示新技术的减排效果。同时假设初始碳排放率

Q0 =Q，在引进减排技术前后二氧化碳排放率连续，

即Qτ-=Qτ+。

企业在引进减排技术后，μ*=μ2，因此企业未来

所支付的碳排放税在 t时刻的价值可表示为

E é
ë
ê∫ t
∞
D (s)CQs dsùû

ú= CQt

r-μ2 D (t) ( 3 )

式中：D (t)=exp (-rt )，表示 t时刻贴现因子；C>
0，表示政府规定的碳税率；r为贴现率（市场无风险

利率），且满足 r>μ1 >μ2，即减排后的排放率低于

市场无风险利率。

企业引进减排技术后，需要支出维护减排技术

的管理成本。企业未来支付的管理费在 t时刻的价

值可表示为

∫ t
∞
D (s)Mds= M

r D (t) ( 4 )

式中：M为设管理费率。

企业通过投资碳减排技术来降低自身的二氧化

碳排放。通常，技术进步以及新技术的普及率的提

高，将导致碳减排技术的投资成本降低。假设企业

在 t时刻碳减排技术的投资成本 It，满足指数递减模

型［12］如下：

dIt=-κItdt (5 )
式中：κ为技术更新率，随着技术的发展，减排技术成

本降低。I0 = I>0，表示引进减排技术所需要的成

本的初值大于零。进一步假设碳减排技术投资是一

个不可逆过程，一旦经过技术改造，企业今后的生产

方式不再改变。

企业考虑自身当下的二氧化碳排放水平以及减

排技术投资成本，选择最佳的碳减排技术引进时间，

使得所支出的总预期碳减排成本最低。企业的总期

望减排成本V (Q，I )可表示为

V (Q，I)= inf
τ∈Γ E

é
ë
ê∫0

τ

D ( )s CQsds+

ù

û
úúD ( )τ ( )Iτ+

CQτ

r-μ2 +
M
r |Q0 =Q，I0 = I ( 6 )

式中：Γ表示在 [ 0，∞ ]中取值的所有停时集合。注

意到，Γ包含正无穷，公司可能选择永远不引进碳减

排技术。式（6）包含4个部分：
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(1 ) ∫0
τ

D (s)CQsds，表示从 0时刻到引进新技术

前，企业所需要支付的碳税；

（2）D (τ) Iτ，表示减排技术在 τ时刻的投资成

本，包括设备购买的费用和安装的费用等；

（3）D (τ)CQτ/( r-μ2)，表示引进减排技术后，

企业从 τ时刻开始所需支付的碳税；

（4）D (τ)M/r，表示引进减排技术后，对维护减

排技术支出的设备管理和运营费用。

根 据 动 态 规 划 原 理 ，对 于 任 意

(Q，I) ∈R+×R+，V (Q，I)满足 HJB方程：

max{-ΛV+ κI ∂V∂I ，V-F (Q，I)}=0 (7 )

式中：

ΛV= 1
2 σ

2Q2 ∂2V
∂Q2 +μ1Q

∂V
∂Q - rV+CQ ( 8 )

F (Q，I)= I+ CQ
r-μ2 +

M
r ( 9 )

狄利克雷边界条件如下：

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

V ( )0，I =0
V ( )Q，I =F ( )Q，I →∞，当Q→∞

V ( )Q，∞ = CQ
r-μ1

(10 )

当Q=0时，企业没有碳排放，故也没有减排成

本。当Q非常大时，企业应该立即引进碳减排技术

来降低成本。故当 τ=0时，企业的碳减排成本期望

值为F (Q，I )。当 I非常大时，减排技术引进成本过

高，企业将无限延长引进技术的时间，此时碳排放率

的漂移项一直为μ1，减排成本为CQ/( r-μ1)。
观察到，定解问题（7）~（10）在数学上称为自由

边界问题。决定最优技术引进时刻的本质是确定自

由边界。自由边界将引进决策分为等候区域与实施

区域。数值结果部分将做进一步探讨。

2 预备知识

本小节给出了值函数（6）的一些基本性质，并为

了后续研究，介绍了随机控制理论的动态规划原理

和粘性解定义。

命题命题1值函数（6）满足：

0≤V (Q，I) ≤F (Q，I) (11)
V (Q，I )关于Q和 I连续，且是Q和 I的增函数。

证明：式（11）的第一个不等号自然成立。当最

优引进时间 τ=0，立即引进新技术，有：

V (Q，I) ≤ I+ CQ
r-μ2 +

M
r =F (Q，I) (12 )

故式（11）成立，由此可知V关于Q，I都是一阶线性

增长。

对于任意 h>0，假设 τh是初始状态 (Q+ h，I )
的最优引进时刻，有V (Q+ h，I)=Vτh (Q+ h，I)。
对于初始状态 (Q，I )，实施同样的引进时刻 τh，经过

计算有：

V (Q+ h，I)-V (Q，I)
≥Vτh (Q+ h，I)-Vτh (Q，I)

≥ h
r-μ1 (1-exp ( ( μ1- r)τ

h) )+
h∙exp (μ1τh)>0 (13 )

故V是Q的增函数。同理，对于任意 k>0，假设 τk

是公司在初始状态 (Q，I+ k )时的最优引进时刻，有

V (Q，I+ k)=Vτk (Q，I+ k)。 对 于 初 始 状 态

(Q，I )，实施同样的引进时刻 τk，经过计算有：

V (Q，I+ k)-V (Q，I)≥ k∙ exp (- κτk)>0 (14 )
故V是 I的增函数。同时取 h，k任意小，由式（13），

（14）容易得到V (Q，I )关于Q和 I连续。

接下来给出本文优化问题的动态规划原理。详

细证明过程类似于文献［13］。
命题命题2 假设最优引进时刻为τ*。
当τ* = 0，有：

V (Q，I)=F (Q，I) (15 )
当 τ*≠0，对于任意 t>0，有：

V (Q，I)= inf
τ∈Γ E [ ∫0

τ ∧ t
D (s)CQ (s)ds+

D (τ ∧ t)V (Q (τ ∧ t)，I (τ ∧ t)) ] (16 )
由于HJB方程（7）是一个非线性的退化的变分

不等方程，目标函数的光滑性很难在经典解的意义

下满足HJB方程（7）。因此，介绍一种由Crandall和
Lions［14］提出的一种弱解：粘性解。

定义定义1连续函数-u是HJB方程(7)的粘性下解，当

且仅当任意二次连续可微函数φ都有：

max{-Λφ+ κI ∂φ∂I，φ-F (Q，I)}≤0 (17 )

式中，-u (Q，I)=φ (Q，I)使得-u-φ在 (Q，I )达到局

部最大值。连续函数
-u是HJB方程（7）的粘性上解，

当且仅当任意二次连续可微函数ψ都有：

max{-Λψ+ κ I∂ψ∂I ，ψ-F (Q，I)}≥0 (18 )

式中，
-u (Q，I)=ψ (Q，I)使得

-u-ψ在 (Q，I)达到局

758



第 5期 陈亦令，等：在粘性解框架下的企业碳减排技术最佳引进时间模型

部最小值。连续函数u是HJB方程（7）的粘性解，当

且仅当u是HJB方程（7）的粘性上解和粘性下解。

3 主要结果

3. 1 理论结果

命题命题 3目标函数 V (Q,I )是 HJB方程 (7)的粘性

下解。

证明：对于任意初始状态 (Q0，I0)和任意引进时

刻 τ，令 φ 是 任 意 二 次 连 续 可 微 函 数 ，满 足

V (Q0，I0)=φ (Q0，I0)，使得V-φ在 (Q0，I0)达到局

部最大值。假设最优引进时刻为 τ*，当 τ= τ*=0，
则有：φ (Q0，I0)=V (Q0，I0)=F (Q0，I0)。则对于任

意(Q，I) ∈R+×R+，由下确界性质有：

V (Q，I) ≤F (Q，I) (19 )
当 τ*≠0，由动态规划原理和伊藤公式可以

得到：

0≤E [ ∫0
τ ∧ t
D (s)CQ (s)ds+

D (τ ∧ t)V (Q (τ ∧ t)，I (τ ∧ t))-V (Q，I ) ]
≤E [ ∫0

τ ∧ t
D (s)CQ (s)ds+

D (τ ∧ t)φ (Q (τ ∧ t)，I (τ ∧ t))-φ(Q，I ) ]

≤E [ 1t ∫0
τ ∧ t
D (s) (Λφ- κI ∂φ∂I ) (Qs，Is)ds+

1
t ∫0

τ ∧ t
D (s) σQ (s)dWs ] ( 20 )

令 t→0，则 τ ∧ t→0，在(Q0，I0)处，有：

-Λφ+ κI ∂φ∂I ≤0 (21)

由于算子Λ的上半连续性，对于任意 τ，式（21）成立。

故由式（19）和（21），得到式（17），命题得证。

命题命题 4目标函数 V (Q,I )是 HJB方程 (7)的粘性

上解。

证明：对于任意初始状态 (Q0，I0)和任意引进时

刻 τ，令 ψ 是 任 意 二 次 连 续 可 微 函 数 ，满 足

V (Q0，I0)=ψ (Q0，I0)，使得V-ψ在 (Q0，I0)达到局

部最小值。当 τ*=0，有 ψ (Q0，I0)=V (Q0，I0)=
F (Q0，I0)，则式（18）一定成立。当 τ*≠0，由式（19）
与 局 部 最 小 性 质 ，得 到 ψ (Q，I)<V (Q，I)<
F (Q，I )，故命题成立只需要证明：

-Λψ+ κI ∂ψ∂I ≥0 (22 )

对于任意正整数m，令 tm= 1
m，由动态规划原理可

知，存在一个引进时间 τ 1 >0，令α= τ 1 ∧ tm，使得：

V (Q，I)+ 1
m2 ≥E [ ∫0

α

D (s)CQm
s ds+

D (α)V (Qm
α，I (α)) ] ( 23 )

式中：Qm
s 是控制 τ 1（τ 1与m有关）下式（1）的解。由局

部最小性V≥ψ，得到：

0≥E [ ∫0
α

D (s)CQm
s ds+

D (α)ψ (Qm
α，I (α))-ψ (Q，I) ]- 1

m2 ( 24 )

由伊藤公式，有：

0≥E [ ∫0
α

D (s) [( Λψ ( )Qm
s，I ( )s -

κI ∂ψ∂I (Q
m
s，I (s)) ] ds ]- 1

m2 (25)

两边乘m，有：

0≥mE [ ∫0
α

D (s) [( Λψ ( )Qm
s，I ( )s -

κI ∂ψ∂I (Q
m
s，I (s)) ] ds ]- 1

m

≥Λψ (Q，I)- κI ∂ψ∂I (Q，I) ( 26 )

注意到当 τ*≠0，故当m→∞，τ 1 >0，则 α→0。所

以，任意 s∈(0，α ]，有：

sup
s∈(0，α ] E [Q

m
s ]→Q0 =Q，当α→0

故当m→∞，式（26）的最后一个不等号成立。因此，

式（22）得证，命题得证。

由命题3和命题4可以得到以下定理。

定理定理1目标函数(6)是HJB方程(7)的粘性解。

下面证明目标函数（6）是HJB方程（7）的唯一粘

性解。为了证明解的唯一性，建立以下比较原理。

定理定理 2如果-u与
-u分别是HJB方程(7)的粘性下

解和上解，且满足：

（1）存在正常K，使得 -u，-
-u ≤K (1+Q+ I )；

（2）-u与
-u满足边界条件（10）.

则对任意(Q，I) ∈R+×R+，有-u (Q，I )≤
-u (Q，I )。

证明：反证法。假设存在Z*= (Q*，I *) ∈R+×
R+，存在δ>0使得：

-u (Z
*)- -u (Z*)≥2δ>0 (27 )

令Zi= (Qi，Ii)，i=1，2，定义辅助函数：

Φ (Z1，Z2)= -u (Z1)-
-u (Z2)-ω (Z1，Z2)

ω (Z1，Z2)= k |Z1-Z2 |2+ ε (|Z1 |2+ |Z2 |2)
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由于Φ连续性和条件（1），有：

supΦ (Z1，Z2)=Φ (Z k
1，Z k

2 )≜Gk<∞ (28 )
式中，(Z k

1，Z k
2 )是Φ的最大值点。这里将 ε固定，强调

最大值点(Z k
1，Z k

2 )依赖于k。

由Φ (Z k
1，Z k

2 )≥Φ (Z*，Z*)，取 ε足够小，有：

Gk≥ -u (Z
*)- -u (Z*)-2 ε |Z* |2 >δ>0 (29)

故有：

∞> -u (Z
k
1 )- -u (Z k

2 )>δ>0 (30 )
从Φ (Z k

1，Z k
2 )≥Φ (Z*，Z*)和增长性条件（1），有：

k |Z k
1 -Z k

2 |2+ ε (|Z k
1 |
2+ é ùZ k

2
2)

≤ -u (Z
k
1 )- -u (Z k

2 )- -u (Z
*)+ -u (Z*)+2 ε |Z* |2

≤Cε (1+ |Z k
1 |+ |Z k

2 |) ( 31)
因此有 |Z k

1 |，|Z k
2 |≤Cε（存在常数 Cε>0），故当

k→∞，存在子序列 (Z k
1，Z k

2 )，有Z k
1 →Z ε

1，Z k
2 →Z ε

2（仍

用 k指代）。观察到 k |Z k
1 -Z k

2 |2 ≤Cε，有Z ε
1 =Z ε

2 =
Zε 当 k→∞。此时，Zε=(Qε，I ε)依赖于 ε。根据

Φ (Z k
1，Z k

2 )≥Φ (Zε，Zε)，有：

k |Z k
1 -Z k

2 |2 ≤ -u (Z
k
1 )- -u (Z k

2 )-

-u (Z
ε)+ -u (Zε) ( 32 )

令k→∞，有：

lim
k→∞

k |Z k
1 -Z k

2 |2 =0 (33 )
接下来，证明最大值点(Z k

1，Z k
2 )不在边界取到。

如果Zε在定解问题边界上，例如Zε=(0，I ε)，从
狄利克雷边界条件（2）和式（30），有：

0= -u (0，I
ε)- -u (0，I ε)

= lim
k→∞ -u (Z

k
1 )- -u (Z k

2 )≥δ>0 (34 )
得到矛盾。同理，当Zε= (Qε，∞)，Zε= (∞，I ε)，也
能得到类似式（34）的矛盾。

根 据 Ishii’s Lemma［14］ ，经 过 计 算 ，有 ：

(DZ1 (ω)，Y1) ∈D2，+ (-u (Z k
1 )) ( 35a )

(-DZ2 (ω)，-Y2) ∈D2，- (-u (Z k
2 )) ( 35b )

( )Y1 0
0 -Y2

≤ (10k+8ε) ( )L -L
-L L

+

(2ε+ 4ε2
k ) ( )L 0

0 L
( 36 )

式中：Y1，Y2属于二阶导数矩阵集D2
Z1 (-u )，D

2
Z2 (-u )；L

为单位矩阵。D2 (u)具体定义见文献［10］。
由于-u，

-u在点 (Z k
1，Z k

2 )分别是HJB方程（7）的粘

性下解和上解，运用式（35）和（36），得到：

max {A1，B1}≤0 (37 )
max {A2，B2}≥0 (38 )

其中：

A1 =-μ1Qk
1 [2k (Qk

1-Qk
2)+2εQk

1 ]-
1
2 σ

2
1Y1+ r -u (Z

k
1 )-CQk

1+

κI k1 (2k (I k1 - I k2 )+2εI k1 ) ( 39 )
A2 =-μ1Qk

2 [2k (Qk
1-Qk

2)-2εQk
2 ]-

1
2 σ

2
1Y2+ r -u (Z k

2 )-CQk
2+

κI k2 (2k (I k1 - I k2 )-2εI k2 ) ( 40 )
B1 = -u (Z

k
1 )-F (Qk

1，I k1 ) (41)
B2 = -u (Z k

2 )-F (Qk
2，I k2 ) ( 42 )

式（37）减去式（38）得到：

max {A1-A2，B1-B2}≤0 (43 )
令k→∞，运用式（30）和式（33），有：

lim
k→∞

A1-A2 ≥δr+4κε (I ε)
2-

(μ1+ σ 2

2 )4ε (Qε) 2 >0 ( 44 )

由式（34）及其分析可知，最大值点 (Qε，I ε)不可能在

无穷远处取到，故当 ε足够小，式（44）成立，这与

A1-A2 ≤0矛盾。同理，有：

lim
k→∞

B1-B2 = -u (Z
ε)- -u (Zε)≥δ>0 (45 )

与B1-B2 ≤0矛盾。 故式（43）不成立，定理得证。

根据定理2（比较原理），可以得到以下定理：

定理定理33任意(Q,I) ∈ R+ × R+，目标函数(6)是HJB方
程(7)的唯一粘性解。

3. 2 数值结果

接下来对HJB方程（7）进行差分数值求解，并给

出目标函数与企业最佳减排技术引进边界的数值结

果。HJB方程的差分格式建立参考Forsyth［15］的方

法。大致思路如下：将 I看作抛物方程的 t方向，构建

隐式差分格式，倒向逐层求解。

基本参数设置如下：μ1 =0.007，μ2 =0.002，σ=
0.15，κ=0.02，C=10，M=10。考虑带状区域

{Q∈ [0，50 ]，I ∈[ 0，3 500 ] }，构建如下网格：hq=
0.1，hi=50，
Qi= i*hq，i=0，1，⋯，N，Ij= j*hi，j=0，1，⋯，M

H= {(Qi，Ij) | i=0，1，⋯，N，j=0，1，⋯，M}
Vi，j=V (Qi，Ij)，Fi，j=F (Qi，Ij)

定解问题（7）~（10）的离散形式：
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aiVi-1，j+ bi，jVi，j+ ciVi+1，j≤di，j
Vi，j≤Fi，j

[aiVi-1，j+ bi，jVi，j+ ciVi+1，j-di，j ][Vi，j-Fi，j ]=0
其中：

ai=-12 σ
2i2+ 1

2 μ1i

bi，j= σ 2i2+ r- κj

ci=-12 σ
2i2- 1

2 μ1i

di，j=-κjVi，j+1+Chqi
相应的边界条件（10）的离散形式为

V0，j=0，VN，j=
Chq
r-μ2 VN-1，j

Vi，M=min { CQi

r-μ1，IM+
CQi

r-μ2 +
M
r }

注意到，当二氧化碳排放率非常大时，企业倾向

于立即引进技术，结合二阶导数在无穷远处为零的

假设，令
∂V
∂Q =

C
r-μ2 ，得到VN，j。同时，当碳减排

技术初始成本非常大时，企业选择不引进新技术，故

Vi，M为企业选择不引进新技术与立即引进新技术的

企业减排总成本中的较小者。

首 先 ，构 建 隐 式 差 分 格 式 求 解 -ΛV͂+

κI ∂V͂∂I =0，得到 V͂i，j。V与 V͂有相同的边界条件。

矩阵形式如下：

H jSj=U j

H j=

é

ë

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú

ú
ú
úú
ú

b1，j
a2
0

c1 ⋯ ⋯
b2，j c2 ⋯
⋱ ⋱ ⋱

0 ⋯ aN-2 bN-2，j

0
0
0
cN-2

0 ⋯ ⋯ aN-1 bN-1，j

S j=
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

V͂1，j

⋮
V͂N-1，j

U j=

é

ë

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú

ú
ú
úú
ú

d1，j- a1V͂0，j

d2，j
⋮
dN-2，j

dN-1，j- cN-1V͂N，j

采用高斯消去法求解得到 V͂i，j。故根据式（7），

得到：

Vi，j= max {V͂i，j，Fi，j}
图1展示了在最优时刻引进碳减排技术下的企

业碳减排成本三维图。可以观察到，成本V是碳排

放率Q和技术成本 I的增函数，这与命题1中的理论

结果相符合。

图 2中的曲线是数学问题（7）~（10）的自由边

界，即企业的最佳减排技术引进边界。令企业最佳

减排技术引进边界（最优实施边界）为 ρ：R+ →R+，

任意Q*都存在 I *= ρ(Q*)。它将平面分为两部分。

给定企业现在碳排放率Q*和技术成本 I，就能决定

现在是否引进减排技术。当 I≥ I *，暂时不引进技

术，等候投资；当 I< I *，立即引进技术。

最佳引进边界数值求解方法如下：给定 I *= Ij，
寻找Q*=Qi*满足 V͂i*，j=Fi*，j，故 I *= ρ(Qi*)。当找

不 到 i*=0，1，⋯，N 满 足 V͂i*，j=Fi*，j 时 ，i*=
N，Q*=QN。数值结果显示，任意 I *，存在至多一个

Q*满足 I *= ρ(Q*)，这由函数V和F都是Q的增函

数保证。

从图 2可以看出，企业的最佳实施边界将平面

分为两部分，边界的左侧为等待区域，当企业的碳排

放率和技术成本落在边界左侧，企业不引进新技术。

边界的右侧为立即实施区域。当企业的碳排放率和

技术成本落在边界右侧，企业立即投资新技术降低

减排成本。同时最优实施边界ρ是Q的增函数。也

就是说，当其碳排放率非常大时，企业将在技术成本

更大的时候才会选择等待，否则立即引进。站在企

业的角度，希望等候区域面积大，此时不需要引进新

技术且减排成本较小。而站在政府的角度，希望实

施面积大，让大部分企业都投资新技术，降低二氧化

碳排放。

图 2也展示了企业最佳减排技术引进边界（最

图1 值函数三维图

Fig.1 Three dimensional graph of value function

761



同 济 大 学 学 报（自 然 科 学 版） 第 48卷

优实施边界）与碳税率、贴现利率、技术更新率和技

术维护费率的关系。图 2a展示了企业等待区域是

政府碳税率C的减函数。即如果碳税率C较大，投

资新技术带来的节省成本效果更好，企业将考虑在

较低排放率时引进新技术，则等待区域变小。故政

府可以提高碳税迫使企业引进新技术降低碳排放。

图2b说明等待区域是贴现利率 r的增函数。 当贴现

利率比较大时候，即无风险利率较大时，企业倾向于

在碳排放Q较大时引进技术，企业待在等候区域更

久，让引进技术成本的贴现值更低。故此，政府可以

降低利率加快企业碳减排进程，而企业在利率较高

时推迟投资新技术。图2c表明等待区域是技术更新

率 κ的减函数。当减排技术发展较快时，引进成本

降低快，企业选择等待引进时间更少，更容易碰到自

由实施边界，选择引进新技术。图2d表明等待区域

是技术维护费率M的增函数。当技术维护费率较大

时，引进技术后的维护成本较高，企业在碳排放率Q
较大时才会引进减排技术，以此增加等待时间减少

维护成本。所以，当碳排放率高时，政府与企业都希

望碳减排技术能快速发展，降低引进成本与维护

成本。

4 结语

高能耗企业面临碳减排政策的压力日益严峻。

运用实物期权理论，在郭［10］模型的基础上，考虑碳排

放率和技术成本双重不确定性因素，建立了企业碳

减排技术最佳引进时间的数学模型。运用最优随机

控制理论，将问题转化为求解一个HJB方程的变分

不等式问题。在粘性解的框架下，探究了目标函数

的基本性质，证明了目标函数是相应HJB方程的唯

一粘性解。对模型进行了数值分析。从数值结果可

以看出，政府可以通过提高碳税率和降低利率迫使

企业引进碳减排技术来降低碳排放。而当利率较高

时，企业应该推迟引进技术，将资本投资于其他市

场。当碳减排技术快速发展时，企业应尽早引进新

技术，较少碳排放成本。

图2 企业最佳碳减排技术引进边界与碳税率、贴现利率、技术更新率和技术维护费率的关系

Fig.2 The relationship between the introduction boundary of the optimal carbon emission reduction techno-

logy for enterprises and the carbon tax rate, discount rate, technology renewal rate as well as techno-

logy maintenance rate
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