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Variance Gamma模型下欧式与美式期权的柳树法
定价

姚 怡，许 威
（同济大学 数学科学学院，上海 200092）

摘要：现有的Variance Gamma模型下期权定价方法计算复

杂，工作量大，因此提出了欧式与美式期权的快速定价柳树

法。在构建过程中，使用 Johnson曲线构造服从VG过程的资

产价格节点，并用傅里叶余弦级数近似的方法计算资产价格

节点之间的转移概率。最后，从理论上证明柳树法定价欧式

期权的收敛性。通过数值实验，表明柳树法与现有方法相比

有相同的精度，但计算速度更快。
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Willow Tree Method for European and
American Option Pricing Under
Variance Gamma Model

YAO Yi，XU Wei
（School of Mathematical Sciences，Tongji University，Shanghai
200092，China）

Abstract：Existing methods for European and American
option pricing under the VG model are quite complex and
time consuming in calculation. Thus，an efficient and
accurate Willow tree method is proposed in this paper.
Johnson curve is used to construct the asset price nodes
in the VG process and the FFT-COS method is used to
calculate the transfer probability between asset price
nodes. Besides，the theoretical convergence of the Willow
tree method for European options is analyzed. Moreover，
some numerical experiments are conducted to
demonstrate the efficiency and accuracy of the proposed
method.
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现今，期权是金融市场上一种重要的衍生品对

冲工具，在欧美国家已被广泛使用，在中国国内也发

展迅速。决定期权定价的关键因素是股票的价格分

布。Black Scholes期权定价模型假定股票的收益率

服从几何布朗运动，因其简单实用是目前应用最广

泛的模型。但是长期市场验证表明，该模型存在诸

如“波动率微笑”的定价偏差，真实的股票价格的分

布在短时间内具有尖峰厚尾的特点，是 Black
Scholes期权定价模型不能刻画的。1987年Madan
和Seneta［1］首先提出了Variance Gamma过程，以此

过程来描述股票价格的波动。Variance Gamma过
程以Gamma独立增量过程作为时变过程来构造布

朗运动，增加了控制峰度的参数，能更好地吻合短时

间上股票收益分布比正态分布高峰厚尾、长时间上

趋于正态分布的实证结果。

在Madan和 Seneta提出Variance Gamma过程

后，大量学者研究了基于Variance Gamma（VG）模

型的金融衍生品定价问题。 1990年，Madan和

Seneta［2］给出了基于VG模型的期权定价方法，并与

Black Scholes期权定价模型进行比较。1998年，

Chang等［3］刻画了VG过程的特征函数，给出了标准

欧式期权价格的闭形解，并验证了基于VG模型模

拟股票价格，能很好解决Black Scholes模型中的“波

动率微笑”问题。1999年，Carr和Madan［4］提出了使

用快速傅里叶变换方法解决VG模型下的期权定价

问题。Fiorani［5］给出了PIDE的显隐式差分数值求

解方法。2004年，Hirsa和Madan［6］将其推广到美式

期权的定价中。2008年，Fang和Oosterlee［7］使用傅

里叶余弦级数展开方法定价欧式期权。2018年，

Pachón［8］使用切比雪夫级数近似的方法定价VG模
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型下的欧式期权。近年来，国内学者也对VG模型

下期权的定价进行了研究。奚炜［9］给出了VG期权

定价模型的一种完备解析表达形式。肖爽［10］将鞅方

法和特征函数法相结合求得欧式期权的解析解。李

畅［11］做了期权定价实证分析，证明了VG模型下期

权价格与市场价格趋势一致，拟合程度良好，优于传

统Black Scholes模型。但是上述方法都较为复杂，

理解与实现不易，特别是在定价VG过程下的美式

期权时有一定的困难，且计算运行时间较长。

本文在VG模型下，提出了基于柳树结构的定

价欧式与美式期权的方法。柳树法［12］最初通过构造

离散的马尔科夫过程来刻画几何布朗运动对欧式期

权定价。柳树结构的优点是每个时刻上的资产价格

数是常数，因此，随着时间步数的增加，柳树上节点

的总个数是线性增长的，而不是二叉树中的平方增

长，提高了数值方法的效率。柳树法的简单结构示

意图可参见文献［13］。
在VG模型下，本文提出柳树的构造过程主要

分为两步：首先在计算对数资产价格四阶矩的基础

上，利用 Johnson曲线转换公式的逆变换，将服从标

准正态分布的离散节点转换成服从VG过程的价格

节点，得到标的资产价格的估计；然后由于VG模型

满足的条件概率函数复杂的特性，使用傅里叶余弦

近似的方法，计算得到资产价格节点相邻时刻间的

转移概率，从而完整构造基于VG模型的柳树。在

已构建柳树的基础上，使用倒推的方法对欧式与美

式期权定价。另外，还对使用该算法计算欧式期权

价格时产生的截断误差进行分析，证明定价欧式期

权时柳树法的收敛性质。最后，对柳树法定价VG
模型下欧式期权的结果与蒙特卡洛方法、傅里叶余

弦级数展开方法［7］的结果进行比较。

1 VG模型下期权的柳树法定价

1. 1 资产价格估计

VG过程由 Madan和 Seneta提出，是纯跳跃

Levy过程中最为典型的一种。VG过程X t是将布朗

运动置于Gamma过程的时变下获得：
Xt ( t；σ，v，θ )= b(γ ( t；1，v )；θ，σ )=
θγ ( t；1，v )+ σW (γ ( t；1，v ) ) （1）

其中 b( t；θ，σ )= θt+ σW ( t )是漂移项为 θ、波动率

为 σ的布朗运动，W ( t )是标准布朗运动；γ ( t；μ，υ )
是均值为μ、方差为 υ的Gamma过程。由文献［3］可

知，参数σ控制VG过程的波动率，参数υ控制VG过

程的峰度，参数θ控制VG过程的偏度。

在VG指数模型下，股票价格基于方程

St=S0e( r+ω ) t+Xt （2）

其中ω= t
v ln (1- vθ-

σ 2v
2 )，ω为在风险中性测度

下的修正项。为了简便运算，首先将资产价格取对

数，令Rt=( r+ω ) t+Xt，则时刻 t的资产价格St即
为St=S0 ⋅ eRt。由文献［3］可知，VG过程Xt的特征

函数ϕXt为

ϕXt ( u )=(
1

1- iuθv+ 1
2 σ

2u2v
)
t
v

（3）

所以Rt的特征函数为

ϕRt=(
1

1- iuθv+ 1
2 σ

2u2v
)
t
v.eiu( r+ω ) t

（4）

又由文献［14］可知，若过程Rt存在相应的特征

函数，则该过程的 n阶矩皆可由相应的特征函数求

得，如式（5）：

E [ R( n )t ]= i-n [ d
n

dμn ϕRt ( u )|u=0] （5）

所以VG过程下的Rt的四阶矩为：
E [ Rt]=( r+ω+ θ ) t
V [ Rt]=E [ R2t ]-E [ Rt]2 =
(θ2v+ σ 2) t

S [ Rt]=E [(
Rt-E [ Rt]
Var (Rt)

)3]=

2θ3v2+3θvσ 2
t (θ2v+ σ 2)1.5

K [ Rt]=E [(
Rt-E [ Rt]
Var (Rt)

)4]=

3v
t ( 2-

σ 4

( σ 2+ vθ2)2 )+3

（6）

其中，E [ Rt]、V [ Rt]、S [ Rt]、K [ Rt]分别为Rt的期

望、方差、偏度与峰度。

为了构造基于VG模型的资产价格柳树结构，

首先需要得到资产价格节点的估计。将时间区间

［0，T］离散为N个时间节点，即 0= t0 < t1 <⋯<
tN=T，tn= nΔt，n=1，2，⋯，N，Δt=T/N。 在 任

意时间节点 tn，可以在计算对数资产价格四阶矩的

基础上，通过 Johnson曲线，将服从标准正态分布的

离散节点转换成服从过程 Rt 四阶矩的离散节点

Rn
i，i=1，2，⋯，m，再转换为资产价格节点 Sni，i=
1，2，⋯，m，在柳树上的每个离散时间节点 tn，都估计

m个可能的资产价格节点。
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利用 Johnson曲线转换公式的逆变换，将一个标

准正态分布的随机变量转换成一个满足式（6）R t的
四阶矩的随机变量，首先生成离散节点Rn

i，再转换为

资产价格节点 Sni，从而估计资产价格的分布。

Johnson提出的方法［15］可以将任意连续随机变量转

换成正态分布的随机变量Z。其主要原理是通过计

算已知变量的四阶矩，然后代入统一的公式中估计

该变量的离散值。该模型可以灵活匹配任意变量的

期望、方差、偏度和峰度，并且根据偏度和峰度便可

唯一地确定模型中所需函数的具体类型。Johnson
曲线的公式如下：

Z= a+ b ⋅ g ( X- cd )

基于文献［16］提出的算法，参数 a、b、c、d和函

数g ( ⋅ )的类型都可以根据对应随机变量的四阶矩求

得。而根据 Johnson曲线的逆变换，则可以将一个标

准正态分布的随机变量Z转换成给定的分布X，即

X= c+d ⋅ g-1 ( Z- ab ) （7）

由此，可以利用 Johnson曲线的逆变换，可得基

于VG模型的资产价格柳树。该算法总结如下：

对于一个标的资产，给定其初始价格S0，将时间

区间 [ 0，T ]划分为N个时间步数，在每个时刻 tn有
m个可能的资产价格，且满足式（2）。时刻 tn的m个

资产价格离散值可通过以下步骤得到：

（1）定义资产回报R t = ln (St/S0)，通过式（6）计

算Rt的期望、方差、偏度和峰度。

（2）构造序列 {( zi，qi) }，令 qi=( i-0.5 )γ/m，
γ=0.6，qi= qm+1- i ， i=1，2，⋯，m/2. 标 准 化

qi， 即 qi= qi/∑ i=1
m qi， i=1，2，⋯，m； z1 =

N-1 ( q1/2 )， zi=N-1 ( ∑ j=1
i-1qj+ qi/2 )， i=

1，2，⋯，m，其中N ( ⋅ )是标准正态分布的累积密度

函数。

（3）根据步骤（2）中的 { zi}，由式（7）可以计算出

随机变量Rt的离散值：

Rn
i = c+d ⋅ g-1 ( zi- ab )， i=1，2，⋯，m.

对于不同的分布族，对应的参数 a、b、c、d 可通

过文献［16］得到。

（4）估计时刻 t的m个标的资产价格值：

Sit=S0 ⋅ e
Rn
i， i=1，2，⋯，m

其中Sni 是时刻 tn的第 i个资产价格节点的值。

1. 2 转移概率计算

在获得资产价格的估计后，构造转移概率矩阵

[ pnij] m×m来刻画资产价格的变化。假设时刻 tn的第 i
个资产价格Sni 已知，需求从在 tn时刻资产价格为Sni
的节点转移到 tn+1时刻资产价格为Sn+1j 节点的转移

概率 pnij. 下述算法即阐述了计算资产价格柳树相邻

时刻资产价格节点间的转移概率计算方法。

时 刻 tn 的 资 产 价 格 柳 树 节 点 为 S ( tn)=
[ Sn1，Sn2，⋯，Snm]，时刻 tn+1 的柳树节点为 S ( tn+1)=
[ Sn+11 ，Sn+12 ，⋯，Sn+1m ]，从 tn到 tn+1时刻的转移概率矩

阵[ pnij]的计算方法如下：

基于 tn+1时刻的资产价格节点S ( tn+1)计算出累

计分布函数区间节点[Cn
1，Cn

2，⋯，Cn
m+1]，其中

Cn
1 =-∞，Cn

m+1 =∞，Cn
i =

Sn+1i-1 +Sn+1i

2 （8）

（2）计算从 tn时刻的 Sni 节点转移到 tn+1时刻的

Sn+1j 节点的条件转移概率。
pnij=P (Cn+1

j <Sn+1 <Cn+1
j+1 |Sni )=

∫
Cn+1j

Cn+1j+1

p ( x|Sni )dx，i，j=1，2，⋯，m （9）

其中，p ( x|Sni )是以Sni 为条件的条件密度函数。

在利用上述算法计算资产价格柳树各节点之间

的转移概率[ pnij] m×m时，需要知道步骤（2）中的条件

密度函数 p (S ( tn+1)|S ( tn) )。 但是，在计算柳树节点

之间的转移概率时，若条件密度函数没有显示表达

式时，显然无法通过积分运算求得转移概率，所以基

于Fang等［7］的思想，使用特征函数的傅里叶余弦变

换方法，用特征函数傅里叶变换的余弦级数近似条

件密度函数的积分。该方法只需要模型的特征函

数，不需要条件密度函数，更具有一般性。因VG过

程的特征函数已知，所以本文使用特征函数的傅里

叶余弦变换方法计算各资产价格节点之间的转移

概率。

傅里叶变换和逆变换的形式为

ϕ( u )= ∫R eixu f ( x )dx
f ( x )= 1

2π ∫R e-ixu ϕ( x )dx
其中，f ( x )和ϕ( u )分别为Rt的概率密度函数与特征

函数，ϕ( u )的表达式见式（4）。对于定义在[ 0，π ]上
的函数，其余弦展开如下式：

f (θ )= ∑′
k=0

∞
Ak cos ( kθ )

其中Ak= 2
π ∫0

π
f (θ )cos ( kθ )dθ。式中的∑′符号表示

在求和时的第 1项需要乘以
1
2。可以将上述余弦展

开公式做换元变换，以作用于任意有限区间
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[ a，b ]∈R上。

θ：= x- a
b- a π；x=

b- a
π θ+ a

从而傅里叶余弦展开变为下式：

f ( y|x )= ∑′
k=0

∞
Akcos( kπ

y- a
b- a )

其中系数Ak为Fourier-Cosine系数，定义如下：

Ak= 2
b- a ∫a

b

f ( y|x ) cos( kπ y- ab- a )dy

由傅里叶变换存在的必要条件可知，被积函数

的值在趋近∞时应该趋向于零，所以可将积分区间

从R进行缩减至区间［a，b］，并仍保留精度。即有

ϕ( u )= ∫R eiux f ( x )dx≈ ∫a
b

eiux f ( x )dx：=ϕ1 ( u )

Fang和Oosterlee［7］中对［a，b］区间的确定给出

了一种方法

[ a，b ]=[ c1-L c2+ c4 ，c1+L c2+ c4 ]
其中，cn为n阶累积量。若随机变量x的特征函数记

作ϕx ( u )，记Ψ( u )= lnϕx ( u )，则 cn：=(-i )nΨn ( 0 ).
序列系数Ak又与条件特征函数ϕ1有直接的关

系，可写为

Ak≈ 2
b- a Re { ϕ1 (

kπ
b- a；x )exp(-

i kaπb- a ) } cos( kπ
y- a
b- a )

其中，ϕ1 ( u；x )=ϕ( u )⋅ eiux，ϕ( u )已由式（4）给出。

又根据傅里叶理论，cosine 序列函数属于

C∞ ( [ a，b ]∈R )，有非零导数及指数收敛的性质。因

此，序列系数截断N0项，得到条件密度函数的逼近

表达式：

f ( y|x )≈ ∑′
k=0

N0-1 2
b- a Re { ϕ1 (

kπ
b- a；x )exp(-

i kaπb- a ) } cos( kπ
y- a
b- a )

对于任意区间 [ c，d ]⊂[ a，b ]，对 f ( y|x )做积分

便可以求得区间［c，d］对应的累计分布函数

∫c
d

f ( y|x )≈ ∑′
k=0

N0-1 2
b- a Re { ϕ1 (

kπ
b- a；

x )exp(-i kaπb- a ) }

∫c
d

cos( kπ y- ab- a )dy

令 Υk ( c，d )= ∫c
d

cos( kπ- y- a
b- a )dy，则通过简

单的积分运算，可以直接求得Υk ( c，d )：
Υk ( c，d )=

{[ sin ( kπ d- ab- a )-sin ( kπ
c- a
b- a ) ]

b- a
kπ ，k≠0

d- c，k=0
综上，条件转移概率可由下式计算得到：

P ( c≤ y≤

d|x )≈ ∑′
k=0

N0-1

[ 2
b- a Re { ϕ1 (

kπ
b- a；x )exp(-

i kaπb- a ) }Υk ( c，d ) ] （10）

所以，在计算时刻 tn下资产价格节点 Sni 到时刻 tn+1
下资产价格节点Sn+1j 的转移概率 pnij时，只需按照式

（10）计算。其中，条件转移概率的条件x为Sni，区间

［c，d］即为[Cn+1
j ，Cn+1

j+1 ]，计算方法由式（8）给出。

由此，结合１. 1节资产价格的估计和１. 2节转

移概率矩阵的计算，就完整地构造了基于VG这一

Levy模型的柳树。

1. 3 计算欧式期权与美式期权价格

根据 1. 1与 1. 2节中构建的柳树使用倒推法计

算欧式与美式期权的价格。

对于到期日为T、敲定价格为K的欧式期权，它

的价格可以通过从T时刻开始按离散时间节点一步

步往前倒推得到。以欧式看涨期权为例，在到期日

T时刻，第 i个柳树节点处的期权价值为

VN
i =max (SNi -K，0 )

在时刻 tN-1，第 j个节点处的期权价值为

VN-1
j =e-rΔt∑

i=1

m

pN-1ji V N
i

依次类推，在时刻 t1，各节点处的期权价值为V 1
l，从

S0转移到时刻 t1各节点的转移概率为q l，则初始时刻

t0的欧式期权价格为

V0 =e-rΔt∑
l=1

m

qlV 1
l

对于到期日为T、敲定价格为K的美式期权，它

的价格也可以通过从T时刻开始按离散时间节点往

前倒推得到。同样，在到期日T时刻，第 i个柳树节

点处的看涨美式期权价值为

VN
i =max (SNi -K，0 )

在时刻 tN-1，第 j个节点处的期权价值为

VN-1
j =max ( g (SN-1j ，K )，e-rΔt∑

i=1

m

pN-1ji V N
i )

其中，g (SN-1j ，K )=max (SN-1j -K ). 以此类推，可

以计算得到 t0时刻的美式期权价格。
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2 柳树法的截断误差

对定价VG模型下欧式期权的柳树法进行误差

分析。由文献［5］，在VG过程Xt下，股票价格服从

方程St=S0e( r+ω ) t+Xt时，欧式期权价格V (S，t )服从

以下PIDE方程：
Vt+( r+ω )SVS- rV+

∫-∞
+∞
[V (Sex，t )-V (S，t ) ] v ( x )dx=0

（11）

其中，v ( x )是 VG过程 Xt 的 Levy测度。令 Dt=
ln (St)，则上式变换为：
-V t+( r+ω )

-VD- r
-V+

∫-∞
∞
[ -V ( x+D，t )--V (D，t ) ] v ( x )dx=0

（12）

其中，
-V (D+x，t )=V ( eD+x，t )。

使用柳树法定价时，在 tn时刻，期权的价格可以

由倒推公式求得，即
-V

n
i =e-rΔt∑ j=1

n pnij
-V

n+1
j （13）

其中
-V

n
i 表示 tn时刻对数资产价格Dn

i 处的期权价值。

定理1 假设资产价格S服从St=S0e( r+ω ) t+Xt，Xt

是VG过程，由柳树法定价式（13）计算的欧式期权

价值与方程（12）的真实解之间的截断误差为

O ( Δt )+R，即截断误差的大小取决于VG过程X t的

Levy测度v ( x )的五阶积分项∫-∞
∞
x5v ( x )dx。

证明 首先，在VG模型下，定义ΔDji=Dn+1
j -

Dn
i . 将柳树法倒推式（13）中的

-V
n+1
j 在 (Dn

i，tn)处泰

勒展开。
-V

n+1
j =-V (Dn

i+ΔDji，tn+Δt )=
-V

n
i+(

-VDΔDji+-V tΔt )+

( 12
-VDDΔD2

ji+ 1
2
-V ttΔt 2+

-VDtΔDjiΔt )+
1
6 (
-VDDDΔD3

ji+3-VDDtΔD2
jiΔt+

3-VDttΔDjiΔt 2)+ 1
24 (

-VDDDDΔD4
ji+

4-VDDDtΔD3
jiΔt+

6-VDDttΔD2
jiΔt 2)+O ( Δt 3)

（14）

其中
-V t表示

-V对时间 t的一阶偏导数在(Dn
i，tn)处的

值，
-VD表示

-V关于D的一阶偏导数在 (Dn
i，tn)处的

值，
-VDD表示

-V关于D的二阶偏导数在 (Dn
i，tn)处的

值，其他同理。

将柳树法倒推式（13）中的贴现项 e-rΔt泰勒展

开，并将式（14）代入（13）：
-V

n
i =e-rΔt∑ j=1

n pnij
-V

n+1
j =

(1- rΔt ) ∑ j=1
n pnij { -V

n
i+
-VDΔDji+

-V tΔt+ ( 12
-VDDΔD2

ji+ 1
2
-V ttΔt 2+

-VDtΔDjiΔt )+ 1
6 (
-VDDDΔD3

ji+

3-VDDtΔD2
jiΔt+3-VDttΔDjiΔt 2)+

1
24 (

-VDDDDΔD4
ji+4-VDDDtΔD3

jiΔt+

6-VDDttΔD2
jiΔt 2)+ O ( Δt 3) }

（15）

在给定Dn
i 的条件下，ΔDji的四阶矩为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

E ( ΔDji|Dn
i )= ∑ j=1

n pnijΔDji=( r+ω+ θ )Δt
E ( ΔD2

ji
|Dn

i )= ∑ j=1
n pnijΔD2

ji=
( r+ω+ θ )2Δt 2+( σ 2+ υθ2)Δt

E ( ΔD3
ji
|Dn

i )= ∑ j=1
n pnijΔD3

ji=
υθ ( 3σ 2+2υθ2)Δt+( r+ω+ θ )3Δt 3+
3( r+ω+ θ )( σ 2+ θ2υ )Δt 2

E ( ΔD4
ji
|Dn

i )= ∑ j=1
n pnijΔD4

ji=
3 [ 2υ- υσ 4]( σ 2+ υ2θ2)2 Δt+O ( Δt 2)

（16）

将式（16）中的四阶矩代入式（15），化简得：
-V

n
i =
-V

n
i+{

-V t+( r+ω )
-VD- r

-V+ θ-VD+
1
2 ( σ

2+ θ2υ ) -VDD+
1
6 θυ( 3σ

2+2υθ2) -VDDD+
1
8 [ 2υ- υσ

4]( σ 2+ υθ2)2-VDDDD} Δt+
O ( Δt 2)

即可化简得式（17）：
-V t+( r+ω )

-VD- r
-V+ θ-VD+

1
2 ( σ

2+ θ2υ ) -VDD+
1
6 θυ( 3σ

2+2υθ2) -VDDD+
1
8 [ 2υ- υσ

4]( σ 2+ υθ2)2-VDDDD+
O ( Δt )=0

（17）

另一方面，因为服从VG过程Xt的欧式期权的

PIDE方程为式（12），考虑其中的积分项

∫-∞
∞
[ -V ( x+D，t )--V (D，t ) ] v ( x )dx

将
-V (Di+x，tn)在 (Di，tn)处四阶泰勒展开，

得到：
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-V (Di+x，tn)=-V (Di，tn)+-VDx+
1
2
-VDDx2+

1
6
-VDDD x3+

1
24
-VDDDD x4+

x5

5！
-V

(5 ) ( ξ )

（18）

其中，ξ∈(Di，Di+x )。将
-V (Di+x，tn)的泰勒展

开 式（18）代 入 积 分 项 ∫-∞
∞ -V (Di+x，tn)v ( x )dx

中得：

∫-∞
∞ -V (Di+x，tn)v ( x )dx=

∫-∞
∞ -V ⋅ v ( x )dx+

∫-∞
∞ -VD ⋅xv ( x )dx+
1
2 ∫-∞

∞ -VDD ⋅x2v ( x )dx+
1
6 ∫-∞

∞ -VDDD ⋅x3v ( x )dx+
1
24 ∫-∞

∞ -VDDDD ⋅x4v ( x )dx+
1
120 ∫-∞

∞
x5v ( x ) -V (5 ) ( ξ )dx

（19）

所以式（12）中积分项为：

∫-∞
∞
[ -V ( x+D i，tn)-

-V (Di，tn) ] v ( x )dx=

∫-∞
∞ -V ( x+D i)v ( x )dx-

∫-∞
∞ -V (D i)v ( x )dx=
-VD ∫-∞

∞
xv ( x )dx+

1
2
-VDD ∫-∞

∞
x2v ( x )dx+

1
6
-VDDD ∫-∞

∞
x3v ( x )dx+

1
24
-VDDDD ∫-∞

∞
x4v ( x )dx+

1
120

-V
(5 ) ( ξ ) ∫-∞

∞
x5v ( x )dx

（20）

又由VG过程的性质，其Levy测度v ( x )满足：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

∫-∞
∞
xv ( x )dx = θ

∫-∞
∞
x2v ( x )dx = σ 2+ θ2υ

∫-∞
∞
x3v ( x )dx = θυ( 3σ 2+2θ2υ )

∫-∞
∞
x4v ( x )dx =3 [ 2υ- υσ 4]( σ 2+ θ2υ )2

∫-∞
∞
x5v ( x )dx =24θ5υ4+30θυ2σ 4+60θ3υ3σ 2

（21）

将式（21）代入式（20），则式（12）中的积分项为

∫-∞
∞
[ -V ( x+D，t )--V (D，t ) ] v ( x )dx=

θ-VD+
1
2 ( σ

2+ θ2υ ) -VDD+
1
6 θυ( 3σ

2+

2υθ2) -VDDD+
1
8 [ 2υ- υσ

4 ( σ 2+

υθ2)-2]( σ 2+ υθ2)2-VDDDD+R

（22）

假设 |-V (5 ) ( ξ )|≤M1，M1 为常数，式（22）中余

项R为：

R= 1
120

-V
(5 ) ( ξ ) ∫-∞

∞
x5v ( x )dx=

( θ
5υ4

5 + θυ2σ 4

4 + θ3υ3σ 2

2 ) -V (5 ) ( ξ )
（23）

将式（22）与通过柳树法计算得到的式（17）对比，则

可得
-V t+( r+ω )

-VD- r
-V+

∫-∞
∞
[ -V ( x+D，t )-

-V (D，t ) ] v ( x )dx+
R+O ( Δt )=0

（24）

所以，在VG过程Xt下，由柳树法定价式（13）计算的

欧式期权价值与方程（12）的真实解之间的截断误差

为O ( Δt )+R。
由上述定理1可知，因为用柳树法定价VG过程

下欧式期权时，使用 Johnson Curve方法匹配了VG
过程的四阶矩，所以截断误差里有五阶矩的信息，柳

树法定价欧式期权的截断误差取决于式（23）中的余

项R，即VG过程Xt的Levy测度v ( x )的五阶积分项

∫-∞
∞
x5v ( x )dx，当其很小时，柳树法收敛。第 3节数

值实验选取了VG过程的2组参数，如表1所示。这

2组参数下，余项R分别为-1.65×10-7×-V (5 ) ( ξ )
和-2.64×10-6×-V (5 ) ( ξ ). 余项R很小，数值结果

也说明了柳树法精度较高。

3 Variance Gamma模型下欧式期权

与美式期权定价的数值实验

通过实验对不同参数的欧式期权与美式期权进

行分析，比较柳树法与蒙特卡洛方法的数值结果。

所 有 数 值 实 验 的 程 序 均 在 操 作 系 统 为 64 位

Windows10专业版的计算机上运行，内存为32GB，

处 理 器 为 Intel（R）Core（TM） i5-8400U CPU@
2. 80GHz，使用的软件版本为Matlab R2018b。
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实验中，柳树法中资产价格节点个数m=50，
股票初始价格S0 =100，蒙特卡洛方法的模拟路径

数为 10万次。选取 2组VG模型参数的参数如表 1
所示。第1组参数选自文献［17］，第2组参数选自文

献［18］。
在第1组数值实验中使用柳树法计算VG模型2

组参数下不同离散步数欧式看涨期权的价值。固定

敲定价格都为K=100，第 1组参数的到期日T1 =
0.25，第 2组参数的到期日T2 =0.50。分别选取离

散步数N为 20、40、60、80步，实验结果展示于表 2。
从表 2可以看出，柳树法的定价结果均落在蒙特卡

洛模拟 10万次模拟的 95%置信区间内。第 1组参

数使用文献［7］中的傅里叶余弦方法得到的欧式期

权价格为 3. 826 7，第 2组参数使用傅里叶余弦方法

得到的欧式期权价格为7. 103 7，与柳树法计算结果

的相对误差都小于0. 5%，说明了柳树法定价期权的

精确性。比较柳树法与蒙特卡洛方法的计算时间，

柳树法的计算时间则有明显的优势。

表3展示了设定不同敲定价格K后柳树法与蒙

特卡洛方法的计算结果，这里统一令离散步数N为

60。对于 2组参数，设定敲定价格K分别为 95、98、

102和105，结果说明敲定价格K的变化不影响柳树

法定价欧式期权的表现，定价结果均落在蒙特卡洛

模拟的99%置信区间内。

考虑欧式期权到期日时间的不同对柳树法定价

的影响，对于 2组参数分别选取不同的到期日T，结
果展示于表4中。结果表明到期日T的变化不影响

柳树法定价欧式期权的表现，定价结果均落在蒙特

卡洛模拟的99%置信区间内。

表1 VG模型的2组参数

Tab. 1 Two sets of parameters of VG model

参数组
1
2

r
0. 050 00
0. 053 30

σ
0. 161 60
0. 178 75

θ
-0. 126 40
-0. 306 49

υ
0. 083 40
0. 133 17

表2 不同离散步数下柳树法和蒙特卡洛法定价VG模型下欧式看涨期权的结果

Tab. 2 Results of European option pricing at different N values

参数

1

2

离散步数

20
40
60
80
20
40
60
80

欧式期权价值/元

柳树法

3. 796 4
3. 819 1
3. 813 8
3. 829 8
7. 136 7
7. 108 3
7. 087 9
7. 094 8

蒙特卡洛95%置信区间

［3. 7921，3. 8561］
［3. 7869，3. 8513］
［3. 7780，3. 8513］
［3. 7919，3. 8513］
［7. 0438，7. 1533］
［7. 0156，7. 1243］
［7. 0686，7. 1778］
［7. 0627，7. 1721］

傅里叶

余弦法

3. 826 7

7. 103 7

时间/s

柳树法

0. 35
0. 63
0. 91
1. 10
0. 36
0. 64
0. 90
1. 12

蒙特卡洛法

4. 36
6. 78
8. 87
10. 92

4. 34
6. 89
8. 95
11. 24

表3 不同敲定价格K下柳树法和蒙特卡洛法定价VG模型下欧式看涨期权的结果

Tab. 3 Results of European option pricing at different K values

参数1敲定价格

95
98
102
105

欧式期权价值/元

柳树法

7. 272 4
5. 089 2
2. 823 2
1. 673 5

蒙特卡洛

95%置信区间
［7. 209 2，7. 290 4］
［5. 030 9，5. 102 9］
［2. 769 9，2. 826 8］
［1. 634 1，1. 679 0］

傅里叶余弦法

7. 243 3
5. 062 7
2. 803 4
1. 669 6

参数2敲定价格

95
98
102
105

欧式期权价值/元

柳树法

10. 300 3
8. 300 6
5. 978 2
4. 526 0

蒙特卡洛

95%置信区间
［10. 256 6，10. 385 1］
［8. 255 6，8. 372 7］
［5. 931 8，6. 012 9］
［4. 487 5，4. 576 6］

傅里叶余弦法

10. 298 3
8. 310 5
5. 998 8
4. 541 3

表4 不同到期日T下柳树法和蒙特卡洛法定价VG模型下欧式看涨期权的结果

Tab. 4 Results of European option pricing at different T values

参数1到期日

0. 1
0. 2
0. 3
0. 4
0. 5

欧式期权价值/元
柳树法
2. 146 0
3. 351 7
4. 308 2
5. 129 8
5. 884 6

蒙特卡洛95%置信区间
［2. 138 3，2. 176 8］
［3. 304 7，3. 361 5］
［4. 250 1，4. 321 8］
［5. 085 1，5. 169 9］
［5. 863 0，5. 960 1］

傅里叶余弦法
2. 165 1
3. 335 5
4. 281 2
5. 113 9
5. 875 5

参数2到期日

0. 2
0. 4
0. 6
0. 8
1. 0

欧式期权价值/元
柳树法
3. 994 5
6. 166 0
7. 967 1
9. 492 7
10. 942 6

蒙特卡洛95%置信区间
［4. 003 2，4. 063 5］
［6. 149 4，6. 243 9］
［7. 874 4，7. 987 3］
［9. 410 7，9. 528 7］

［10. 855 0，10. 985 6］

傅里叶余弦法
4. 037 7
6. 198 9
7. 943 3
9. 485 1
10. 905 1
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接下来，通过数值实验验证柳树法计算美式期

权的精确性。表 5展示了在不同离散时间步数时，

柳树法计算敲定价格K为100的美式看跌期权价格

与蒙特卡洛方法的比较。蒙特卡洛方法使用了 10
万次的最小二乘法模拟。从表 5可以看出，柳树法

的计算结果均落在蒙特卡洛模拟的 95%置信区间

中，说明了柳树法定价美式期权的精确性，并在计算

时间上远小于蒙特卡洛方法。

表 6与表 7展示了在不同的敲定价格K与不同

的到期日T下，柳树法与蒙特卡洛法对美式看跌期

权的定价结果。柳树法的计算结果完全落在 95%
的置信区间内，说明了敲定价与到期日这 2个参数

的变化不会影响柳树法的准确性。

表5 不同离散步数下柳树法和蒙特卡洛法定价VG模型下

美式看跌期权的结果

Tab. 5 Results of American option pricing at differ⁃
ent N values

参数

1

2

离散

步数

20
40
60
80
20
40
60
80

美式期权价值/元

柳树法

2. 631 4
2. 635 5
2. 662 4
2. 679 2
4. 758 9
4. 778 1
4. 736 4
4. 792 8

蒙特卡洛95%
置信区间

［2. 6009，2. 6357］
［2. 6586，2. 6705］
［2. 6521，2. 6823］
［2. 6663，2. 6824］
［4. 7137，4. 7598］
［4. 7361，4. 7849］
［4. 7323，4. 7621］
［4. 7587，4. 8188］

时间/s

柳树法

0. 41
0. 69
0. 97
1. 21
0. 43
0. 72
0. 99
1. 28

蒙特卡

洛法

5. 15
6. 98
9. 03
12. 56
5. 14
6. 86
9. 17
12. 23

表6 不同敲定价格K下柳树法和蒙特卡洛法定价VG模型下美式看跌期权的结果

Tab. 6 Results of American option pricing at different K values

参数1敲定价格

95
98
102
105

美式期权价值/元
柳树法
1. 098 7
1. 8953
3. 648 1
5. 580 2

蒙特卡洛95%置信区间
［1. 0742，1. 0995］
［1. 8831，1. 8993］
［3. 6466，3. 6721］
［5. 5766，5. 6069］

参数2敲定价格

95
98
102
105

美式期权价值/元
柳树法
2. 865 4
3. 843 0
5. 580 4
7. 181 8

蒙特卡洛95%置信区间
［2. 8622，2. 8781］
［3. 8360，3. 8772］
［5. 5881，5. 6021］
［7. 1810，7. 2186］

表7 不同到期日T下柳树法和蒙特卡洛法定价VG模型下美式看跌期权的结果

Tab. 7 Results of European option pricing at different T values

参数1到期日

0. 1
0. 2
0. 3
0. 4
0. 5

美式期权价值/元
柳树法
1. 669 4
2. 396 9
2. 888 9
3. 277 9
3. 602 8

蒙特卡洛95%置信区间
［1. 6681，1. 6876］
［2. 3836，2. 4032］
［2. 8831，2. 9054］
［3. 2736，3. 2841］
［3. 5968，3. 6319］

参数2到期日

0. 2
0. 4
0. 6
0. 8
1. 0

美式期权价值/元
柳树法
3. 083 8
4. 303 6
5. 131 2
5. 824 8
6. 324 2

蒙特卡洛95%置信区间
［3. 0806，3. 1019］
［4. 3042，4. 3284］
［5. 1396，5. 1863］
［5. 8251，5. 8478］
［6. 3220，6. 3758］

4 结语

基于VG模型，运用柳树法对欧式期权与美式

期权进行了定价研究。首先，介绍了柳树的构造过

程，主要分为两步：一是利用 Johnson曲线转换公式

的逆变换，通过计算随机变量的四阶矩，将一个标准

正态分布的随机变量转换成一个服从VG过程的连

续随机变量，得到标的资产价格的估计；二是由于

VG模型满足的条件概率函数复杂的特性，使用了傅

里叶余弦近似的方法，计算得到资产价格节点相邻

时刻间的转移概率，从而完整构造了基于VG模型

的柳树。并使用倒推的方法对欧式与美式期权

定价。

分析了该算法对欧式期权定价的误差，证明了

柳树法的截断误差为O ( Δt )+R。最后，将用柳树

法定价VG模型下欧式与美式期权的结果与蒙特卡

洛方法进行比较，数值实验的结果表明，柳树法不仅

能达到蒙特卡洛方法的计算精度，而且在运行时间

上明显少于蒙特卡洛方法，从而说明了柳树法在欧

式与美式期权定价中的优势。

本文研究的VG模型只是Levy过程中的一种，

未来的研究方向之一是将该方法推广到其他的

Levy过程，如Kou提出的双指数跳扩散模型、NIG模

型和CGMY模型等。
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