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共轭梯度法在弹塑性模型数值实现中的应用
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摘要：基于 Jacobian矩阵的奇异和不收敛特性，分析了弹塑

性本构模型的组成和算法。将牛顿‒最近点投影法（Newton‒
CPPM）隐式算法中高度非线性方程组的求解问题转化为求

最小值问题，通过采用共轭梯度法求解该最小值来实现对传

统隐式算法的改进。最后，以考虑软土结构性的Saniclay模
型为例，在单元体分析计算的基础上，考虑不同的应变路径

和初始应力状态，对传统隐式算法和改进隐式算法在计算收

敛性、计算精度和计算效率方面进行对比，并通过工程算例

检验传统隐式算法和改进隐式算法之间的差异。结果表明：

相较于传统隐式算法，改进隐式算法能够有效提高计算效率

和收敛性。
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Abstract：Based on the singularity and non-convergence
characteristics of the Jacobian matrix，the composition
and the algorithm of the elasto-plastic constitutive model
were comprehensively analyzed. The problem of solving

the highly nonlinear equations in Newton-closest point
projection method（Newton-CPPM）implicit algorithm was
transformed into a seeking minimum value problem by the
conjugate gradient method， and the improvement of
traditional implicit method was eventually accomplished.
Finally，according to the calculations of single unit，the
Saniclay model considering the structural properties of
soft soils was set as an example，which is involved in
different strain paths and initial stress states. In this
process，the calculation convergence，the accuracy and
the efficiency between traditional implicit algorithm and
improved implicit algorithm were separately compared. In
addition， the differences between traditional and
improved implicit algorithm were examined by
engineering example. Results show that，compared with
the traditional implicit algorithm，the improved implicit
algorithm can effectively improve the computational
efficiency and convergence.

Key words： conjugate gradient method； elasto-plastic
constitutive models； implicit algorithm； minimization；

convergence

弹塑性本构模型的数值算法主要包括显式算法

与隐式算法两大类。通常，显式算法［1-3］计算精度较

低，实际应用少，而隐式算法计算精度较高，能实现

自校正，不会发生误差传递，实际应用普遍。隐式算

法一般采用弹性预测‒塑性修正算法，在塑性修正步

一般会用牛顿‒最近点投影法（Newton‒CPPM）求解

回退映射非线性方程组，而Newton‒CPPM需确保

Jacobian矩阵是可逆矩阵，否则无法进行求解。同

时，Newton‒CPPM是一种局部收敛性算法，迭代初
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值选取的合理性直接影响算法收敛性。因此，

Jacobian矩阵奇异与 Jacobian矩阵不收敛是用传统

隐式算法进行高度非线性弹塑性本构模型数值实现

所遇到的主要问题。

针对该问题，国内外学者开展了许多研究并取

得了一定进展。通常，在采用具有局部收敛性的

Newton‒CPPM时，只要所选取的初值十分接近真

实解，该算法最后总可以收敛到问题的真解。因此，

为改进算法的迭代初值，Bicanic等［4］和Stupkiewicz
等［5］采用辅助投影面法初步解决了迭代初值的合理

选取问题。然而，针对如何有效地建立辅助投影面

这个问题，其并未做出很好的解答。Valentini等［6］、

Jia ［7］、Majid等［8］、Penasa等［9］、Wang 等［10］、Lee
等［11］采用多步法，即先将一个增量步分为多个增量

步，再对方程进行求解，最终实现了迭代初值的改

进。然而，该方法显然会大幅增加计算量，从而降低

计算效率。Hernandez等［12］采用显式方法实现了对

部分状态变量迭代初值的改进，然而该方法仍未解

决对于改进哪些状态变量的迭代初值就可以有效改

进算法收敛性的问题。因此，为改善收敛性，耿大将

等［13］引入同伦算法以改善收敛性并避免 Jacobian矩
阵奇异。为了避免 Jacobian矩阵求解时巨大的计算

量，Homel等［14-15］和Sharifian等［16］采用分阶段迭代算

法来求解高度非线性回退映射方程组，首先求得一

致性参数，再将一致性参数视为已知量，最终求解其

余状态变量。值得注意的是，单独应用分阶段迭代

算法求解方程组仍存在结果不收敛问题，对于高度

非线性的本构模型，不收敛问题更加显著。此外，在

求解非线性回退映射方程组方面，Bilotta等［17］ 、

Placidi［18］、Armoro［19］也做了大量工作，主要采用优

化方法或搜索技术，而这类方法的计算特点是计算

过程复杂、计算量较大，故该方法在弹塑性本构模型

数值实现中的应用十分有限。

尝试用共轭梯度法［20-22］对传统隐式算法进行改

进，以避免在高度非线性弹塑性本构模型的隐式算

法实现中出现 Jacobian矩阵奇异和不收敛问题。

1 传统隐式算法

弹塑性本构模型的数值实现主要包括状态变量

的更新与一致切线刚度的计算两部分内容。

1. 1 状态变量的更新

在隐式算法对弹塑性本构模型进行状态变量更

新的过程中，第（n+1）个增量步所对应的基本方程

如下所示：
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σn+1-σn-Cn+1∶Δεn+1+ΔλCn+1∶rn+1
ξn+1- ξn-Δλ-ξ n+1

ϕn+1

= ( )000
（1）

式中：σ和Δε分别为应力和应变增量；C为弹性刚

度；Δλ为一致性参数；r为塑性流动方向；ξ和-ξ分别

为硬化内变量和相应的硬化方向；ϕ为屈服函数。

以应力 σ为自变量，对塑性势函数求偏导即可得出

塑性流动方向 r。硬化内变量可以有多个，具体数量

取决于具体的本构模型。

状态变量更新的过程实际上就是在满足Δλ≥0
的前提下对以σn+1、ξn+1和Δλ为自变量的回退映射

非线性方程组式（1）进行求解的过程。目前，多采用

弹性预测‒塑性修正算法进行求解，求解过程主要包

括以下三个步骤。

（1）弹性预测。

σ tr，n+1-σn-C tr，n+1∶Δεn+1 = 0 （2）
带下标 tr的量表示的是经弹性预测后得出的状态

变量。

（2）塑性检验。如果 ϕ tr，n+1 ≤0，这说明材料处

于弹性状态，否则应该进行塑性修正。

（3）塑性修正。一般采用Newton‒CPPM求解

以σn+1、ξn+1和Δλ为未知量的非线性方程组式（1），

迭代初值一般取为弹性预测后所得状态变量的值，

如下所示：
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σ0，n+1 =σ tr，n+1
ξ0，n+1 = ξ tr，n+1 = ξn
Δλ0 =0

（3）
在率无关弹塑性力学框架内建立或改造本构模

型主要可以通过以下两种途径实现：提高弹性关系、

屈服函数、塑性势函数或硬化规则的复杂程度，适当

增加内变量。如对于结构性软土的弹塑性本构模

型，为反映土体结构性的影响，祝恩阳等［23］、Suebsuk
等［24］和 Dafalias等［25-26］均在经典修正剑桥模型［27］

（MCC）的基础上进行了改进。

无论采用哪种改进模式均会导致回退映射方程

组式（1）非线性程度的提高。式（1）的第一式中包含

弹性刚度Cn+1和塑性流动方向rn+1，当弹性刚度Cn+1

的表达式中包含应力σn+1时，显然第一式的非线性程

度会提高；当塑性势函数的复杂程度提高或内变量增

加时，相应的塑性流动方向 rn+1的复杂程度也会提
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高，所含内变量的数量也会增加，同样会导致第一式

非线性程度的提高。第二式主要反映的是硬化规则

的影响，包含硬化方向
-ξ
n+1，当硬化规则的复杂程度

提高后，显然第二式的非线性程度会提高，当内变量

的数目增加时，第二式中所含等式的数量会做相应的

增加，显然也会造成第二式非线性程度的提高。第三

式主要体现的是屈服函数，屈服函数变复杂时，第三

式的非线性程度显然会提高。

当要进行数值实现的弹塑性本构模型非线性程

度较高时，相应的回退映射方程组式（1）的非线性程

度也会较高。对于高度非线性的弹塑性本构模型，采

用隐式的弹性预测‒塑性修正算法进行状态变量更新

容易出现 Jacobian矩阵奇异和不收敛问题。这是因

为弹性预测‒塑性修正算法主要是基于Newton‒
CPPM，而Newton‒CPPM是一种局部收敛方法，只

有当初值接近于问题的真解时收敛性才较好，同时

Newton‒CPPM必须保证 Jacobian矩阵是可逆的。

对于高度非线性的回退映射方程组式（1），这两点都

很难保证。结合方程组式（1）的构成和 Newton‒
CPPM的特点可以看出，可能导致 Jacobian矩阵奇异

或不收敛的原因有以下几个方面：

（1）弹性预测点离真解较远。例如，对于同时可

以考虑硬化和软化的模型，当真解在软化区，而根据

弹性预测得出的迭代初值在硬化区，这种情况下可

能导致 Jacobian矩阵奇异或不收敛。

（2）组成回退映射方程组式（1）的方程数量级相

差较大。例如，考虑软土结构性的Saniclay模型［26］，

包含表示旋转硬化的内变量，数量级为10−1左右，包

含表示结构性的内变量，数量级为 100~101，包含表

示各向同性硬化的内变量，数量级可以达到 102以
上，将数量级相差较大的方程组成方程组然后求解，

可能导致 Jacobian矩阵奇异或不收敛。

（3）弹性刚度较为复杂。例如，修正剑桥模型的

弹性刚度依赖于静水压力，属于压力依赖型模型，可

能导致不收敛。

（4）硬化规则较为复杂导致局部迭代过程中硬

化内变量的改变过大。例如，修正剑桥模型中代表

屈服面大小的硬化内变量在迭代过程中可能由正值

转化为负值，导致不收敛。

（5）应力空间中，屈服面或塑性势面的曲率较大

或存在尖角。例如，考虑软土结构性的Saniclay模型

的屈服面和塑性势面曲率比较大，Mohr‒Coulomb模
型的屈服面存在尖角，可能导致 Jacobian矩阵奇异

或不收敛。

1. 2 一致切线刚度的计算

当状态变量在弹性或弹塑性状态时，相应的一

致切线刚度D显然是不同的。

（1）弹性状态时，对于 σn+1和 εn+1，两者均满足

方程 σn+1-σn-Cn+1∶Δεn+1 = 0，将 σn+1 和 Δεn+1
同时视为变量，对该式微分，即可确定一致切线刚

度Dn+1 = dσn+1 dΔεn+1。
（2）弹塑性状态时，σn+1和 εn+1满足回退映射方

程组式（1），将 σn+1、ξn+1、Δλ、Δεn+1视作变量，对该

方程组微分，得到微分方程组，然后消去 dξn+1与
dΔλ即可得到dσn+1和dΔεn+1间的关系，从而确定一

致切线刚度Dn+1 = dσn+1 dΔεn+1。

2 改进隐式算法

弹塑性本构模型数值实现的关键在于状态变量

的更新，而状态变量的更新关键在于塑性修正步。

传统的隐式算法在塑性修正步中需要采用Newton‒
CPPM求解回退映射非线性方程组，但不能保证迭

代初值位于收敛域内，更不能保证 Jacobian矩阵可

逆，对于高度非线性的弹塑性本构模型更是如此。

为了避免由于组成回退映射方程组的方程数量

级相差较大而造成迭代过程的不收敛，将式（1）修

正为
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σn+1-σn-Cn+1∶Δεn+1+ΔλCn+1∶rn+1
ρξ (ξn+1- ξn-Δλ-ξ n+1)

ρϕ (ϕn+1)
= ( )000

（4）
式中：ρξ和 ρϕ表示权重系数。当迭代初值取为弹性

预测结果时，权重系数的取值要能保证组成方程组

（4）的各个方程对应的残差位于同一数量级。显然，

方程组（1）和（4）的解是完全相同的。

即便对高度非线性的方程组式（1）做如式（4）所

示的修正，仍无法完全避免迭代求解过程的不收敛

（这是由Newton‒CPPM的局部收敛性所决定的），

更无法避免 Jacobian矩阵奇异问题。为此，将方程

组式（4）简记为

f ( x )= 0 （5）
式中：x=(σn+1，ξn+1，Δλ )T。在解存在且唯一的情况

下，方程组式（5）的解等价于如下最小化问题的解：

min F ( x )=  f ( x ) 2

2
（6）

式中： • 2
2表示二范数的平方。常用的求解如式（6）
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所示的最小化问题的方法有 Newton‒CPPM、拟

Newton‒CPPM［28-29］、最速下降法和共轭梯度法［20-22］

等。Newton‒CPPM和拟Newton‒CPPM是局部收

敛性算法并需要进行矩阵求逆运算，无法解决大范

围收敛和奇异问题。最速下降法和共轭梯度法可以

做到大范围收敛并且不需要进行矩阵求逆运算，在

一般情况下共轭梯度法比最速下降法收敛快，因此

选用共轭梯度法求解式（6）。
共轭梯度法对应的迭代公式为

x( k+1)=x( k )+h( k )d ( k ) （7）
上标（k+1）和 k分别表示第（k+1）次和第 k次迭

代。步长h( )k 由下式得出：

h( k ) =
|F ( x )
x=x( k )

 d ( k )
2

2

（8）

搜索方向d ( k )由下式得出：

d ( k ) =- |(∇F )
x=x( )k +βk-1d ( k-1)，βk-1=

g Tk ( gk-gk-1)
g Tk-1gk-1

（9）

式中：∇F为函数F ( x )的梯度；βk-1为计算因子；gk
为函数F ( x )在x=x( k )处的梯度。

采用改进隐式算法求解回退映射方程组式（1）
的过程如图 1所示。求解过程中，首先考虑数量级

问题，将方程组式（1）修正为式（4），然后将弹性预测

结果作为塑性修正步的迭代初值，用 Newton ‒
CPPM求解方程组式（4），求解过程中出现 Jacobian
矩阵奇异或不收敛问题时，用共轭梯度法求解方程

组式（4）对应的最小化问题式（6），将求得结果作为

改进后的迭代初值，再次采用Newton‒CPPM求解

方程组式（4）。由于共轭梯度法是大范围收敛算法，

因此可以有效避免Newton‒CPPM所存在的不收敛

问题。从共轭梯度法的求解过程可以看出，整个过

程不需要进行矩阵求逆运算，因此也不会存在

Jacobian矩阵奇异问题。综上，改进隐式算法可以同

时解决不收敛或 Jacobian矩阵奇异问题。

3 隐式算法比较

理论上，改进隐式算法可以同时解决传统隐式

算法在高度非线性弹塑性本构模型数值实现中所存

在的不收敛和 Jacobian矩阵奇异问题，但实际效果

如何还有待检验。考虑软土结构性的Saniclay模型

具有较高的非线性，属于压力依赖性模型，该模型的

塑性势面和屈服面的曲率较大，含有多达五个的硬

化内变量，而且硬化内变量的数量级相差较大，硬化

规则的非线性程度较高，该模型也可以同时考虑硬

化和软化效应。因此，以该模型为例对传统隐式算

法和改进隐式算法进行计算精度、收敛性和计算效

率的对比。

对比分析建立在单元体分析基础上，计算中所

采用的初始应力状态和加载应变路径分别如表1和
表2所示。表2中，εa和 εr分别表示轴向应变和径向

应变。计算中建立单个三维八节点实体单元，本构

模型参数取值参考文献［13，26］。
如表3和表4所示，每种初始应力状态对应的每

种变应变路径均采用两种算法进行数值计算，并且

每种算法均考虑了 10−1、10−2、10−3和 10−4等四种增

量步长 In。表 3、4中，×表示结果不收敛，√表示结

果收敛。对每种情况下的收敛性Cov、计算时间 t、广
义剪应力 q的终值 qt进行统计对比。qt‒εq曲线如图

2~5所示。图 2~5中，εq=2 J2ε/3表示广义剪应

变，其中 J2ε表示偏应变张量第二分量。

通过对应力‒应变曲线的对比发现，对于特定的

初始应力状态、特定的应变路径和特定的步长，在收

敛情况下，传统隐式算法（K0）和改进隐式算法（K1）

图1 改进隐式算法

Fig.1 Improved implicit algorithm

表1 初始应力状态

Tab. 1 Initial stress state

初始应力状态
各向等压状态（K0）

原始地应力状态（K1）

σ/kPa
（15，15，30，0，0，0）
（15，15，15，0，0，0）
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总能得到近乎完全相同的结果，如图 2~5所示。这

是因为在初始应力状态、应变路径及步长相同的情

况下，两种算法所对应的基本方程都是式（1），在该

方程的解存在且唯一的情况下，精度控制相同时，不

论采用哪种算法，计算结果理应一致。

对传统隐式算法，当采用平面应变加载模式时，

即使增量步减小到10−4时，仍然不收敛；当采用不排

水加载模式时，增量步减小至 10−4时，才会达到收

敛。这说明，对于高度非线性弹塑性本构模型，传统

隐式算法对步长有很强的依赖性且收敛性很差。图

6为初始应力状态K0和平面应变路径下增量步为

10−2时某一增量步迭代误差Δ随迭代次数n的变化。

从图 6可以看出，改进隐式算法收敛性明显优于传

统隐式算法。这是因为传统隐式算法在求解弹塑性

本构模型中的高度非线性方程组时，对于局部收敛

的Newton‒CPPM，较大的增量步使弹性预测所得

的迭代初值很难位于收敛域内，因此极易出现不收

敛现象。

对于改进隐式算法，当采用平面应变加载模式

时，增量步为10−2时即可收敛；当采用不排水加载模

式时，增量步为10−1时即可收敛。显然，改进隐式算

法基本不依赖于步长且收敛性好。原因在于，改进

隐式算法中高度非线性方程组的求解问题转化为最

小化问题，通过采用具有全局收敛性的共轭梯度法

求解最小化问题，使得结果收敛性较好。

在同样的初始应力状态、加载路径及增量步长

表2 应变路径

Tab. 2 Strain path

应变路径

平面应变
不排水

εa εr
0. 000/0. 075

0. 150/（- 0. 075）

加载终止值

εr=0. 075
εa=0. 150

表3 初始应力状态K0计算结果对比

Tab. 3 Comparison of calculation results under
initial stress state K0

应变路径

平面
应变

不排水

算法

传统
隐式

改进
隐式

传统
隐式

改进
隐式

In
10-1
10-2
10-3
10-4
10-1
10-2
10-3
10-4
10-1
10-2
10-3
10-4
10-1
10-2
10-3
10-4

Cov
×
×
×
×
×
√
√
√
×
×
×
√
√
√
√
√

t s
×
×
×
×
×
17. 90
148. 94
1 118. 21
×
×
×
310. 70
0. 20
2. 80
26. 40
310. 30

qt/kPa
×
×
×
×
×
31. 47
30. 22
29. 70
×
×
×
30. 99
31. 82
31. 03
31. 00
30. 99

图3 初始应力状态K0下不排水加载所得qt‒εq曲线

Fig.3 qt ‒ εq curve under initial stress state K0 and

undrained loading

表4 初始应力状态K1计算结果对比

Tab. 4 Comparison of calculation results under
initial stress state K1

应变路径

平面
应变

不排水

算法

传统
隐式

改进
隐式

传统
隐式

改进
隐式

In
10-1
10-2
10-3
10-4
10-1
10-2
10-3
10-4
10-1
10-2
10-3
10-4
10-1
10-2
10-3
10-4

Cov
×
×
×
×
×
√
√
√
×
×
×
√
√
√
√
√

t s
×
×
×
×
×
18. 85
162. 14
1 230. 10
×
×
×
313. 60
0. 20
3. 00
28. 20
313. 80

qt/kPa
×
×
×
×
×
30. 58
29. 70
30. 15
×
×
×
30. 72
32. 93
30. 85
30. 74
30. 72

图2 初始应力状态K0下平面应变加载所得qt‒εq曲线

Fig.2 qt ‒ εq curve under initial stress state K0 and

plane strain loading
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下，当两种算法均收敛时，如初始应力状态K0不排

水加载条件下，当增量步为10−4时，改进隐式算法采

用传统的Newton‒CPPM可以成功求解高度非线性

方程组，而不需要采用共轭梯度法求解相应的最小

化问题，此时改进隐式算法则退化为传统隐式算法，

因此两种算法计算效率理应相同。为了节约计算时

间，实际工程计算中常采用变步长方法，因此有必要

对变步长情况下两种算法的计算效率进行比较。如

初始应力状态K0不排水加载时，传统隐式算法在增

量步为10−4时可以收敛，对应计算时间为310. 70 s；
改进隐式算法在增量步为 10−1时可以收敛，对应计

算时间为 0. 20 s。显然，整体上改进隐式算法比传

统隐式算法计算效率要高得多。

综合以上分析，与传统隐式算法相比，改进隐式

算法收敛性好，整体计算效率高，计算精度基本相同。

显然，改进改进隐式算法能够很好地解决传统隐式算

法所存在的Jacobian矩阵奇异和不收敛问题。

4 算例

基坑开挖是土木工程领域常见的工程行为，以

如图 7所示的一小型无支护的基坑开挖为实例，基

坑宽 4. 00 m，开挖深度 4. 00 m，考虑对称性建立一

半模型进行计算。基坑土体分两层，上部硬层采用

Mohr‒Coulomb 模型，下部软土层采用考虑土体结

构性的Saniclay模型，具体模型参数的取值如表5所
示，表5中各模型参数的物理意义可参考文献［26］。

计算过程主要包括两个分析步，第一步为地应力平

衡，第二步进行基坑开挖及钢板桩施做，采用单元移

除和激活功能实现开挖模拟和钢板桩施做。

图6 两种算法收敛性对比

Fig.6 Comparison of convergence between two
algorithms

图7 几何模型（单位：m）
Fig.7 Geometric model (unit：m)

图4 初始应力状态K1下平面应变加载所得qt‒εq曲线

Fig.4 qt ‒ εq curve under initial stress state K1 and

plane strain loading

表5 模型参数取值

Tab. 5 Parameter values of the model

部位

硬壳层

软土层

地连墙

本构模型

Mohr‒Coulomb
模型

考虑结构性的
Saniclay模型

各向同性线弹性

模型参数

E=60.2MPa，μ=0.35，c=42.00 kPa，
φ=31.20°

μ=0.26，k= 0.02，Me=0.67，Mc=
0.87，t=1.09，λ=0.12，A=0.35，ki=
0.60，kf=0.90，C=8.00，b=0.67，z=
1.62，e0 =1.26，Si0 =3.81，Sf 0 =1.17，
p00 =22.32，α0 =0.03，β0 =0.31

E=30.00GPa，μ=0.20

图5 初始应力状态K1下不排水加载所得qt‒εq曲线

Fig.5 qt ‒ εq curve under initial stress state K1 and

undrained loading
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当采用改进隐式算法进行多单元数值计算时，

在第二个分析步的最后一个增量步可以得到如图 8
所示的位移结果，而采用传统隐式算法时在第二个

分析步的第一个增量步出现了不收敛现象。为明确

不收敛的原因，对计算过程进行实时监控，发现第一

个增量步中的传统隐式算法无法对部分材料点的状

态变量进行准确且有效的更新，导致整体计算出现

不收敛。由此可以表明，与传统隐式算法相比，改进

隐式算法不仅适用于简单的单单元计算，还可以用

于复杂的多单元分析，对于高度非线性的弹塑性本

构模型，改进隐式算法显然比传统隐式算法更加可

靠、有效。

5 结论

（1）改进隐式算法和传统隐式算法的计算精度

基本相同，但改进隐式算法的收敛性和整体计算效

率比传统隐式算法要高很多。

（2）改进隐式算法可以高效地解决传统隐式算

法所存在的不收敛和 Jacobian矩阵奇异问题。
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图8 地表沉降计算结果

Fig.8 Calculation results of surface settlement
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