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上覆非饱和层地基-隧道动力响应半解析算法

郭慧吉 1，2，狄宏规 1，2，周顺华 1，2，王炳龙 1，2，何 超 1，2

（1. 同济大学 道路与交通工程教育部重点实验室，上海 201804；2. 同济大学

上海市轨道交通结构耐久与系统安全重点实验室，上海 201804）

摘要：分别采用非饱和土波动方程与壳的振动方程描述地

基土的波动及隧道衬砌的振动特性。基于Helmholtz矢量分

解定理与分离变量法，获得包含柱面波与平面波的总场表达

式。利用波函数转换性质进行不同界面处平面波与柱面波

的转化，结合地表边界、土层交界面以及隧‒土交界面等边界

假设进行耦合求解，提出了上覆非饱和层的饱和地基‒隧道

系统动力响应半解析算法。通过既有模型对比，验证了该算

法的正确性。最后，基于该方法进行了算例分析，结果表明：

上覆非饱和层对隧道底部土体位移响应影响较小，对地表位

移响应影响较大；而临界速度受上覆土层饱和度的影响较

小，其主要受隧道穿越土层性质的影响。
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Semi-analytical Method for Dynamic
Respones Calculation of Tunnel Buried
in Foundation with Unsaturated Super-
stratum

GUO Huiji1，2， DI Honggui1，2， ZHOU Shunhua1，2，
WANG Binglong1，2，HE Chao1，2
（1. Key Laboratory of Road and Traffic Engineering of the
Ministry of Education， Tongii University， Shanghai 201804，
China；2. Shanghai Key Laboratory of Rail Infrastructure
Durability and System Safety， Tongii University， Shanghai
201804，China）

Abstract： This paper presents an analytical method to
calculate the dynamic response of tunnel embedded in
saturated foundation with an unsaturated super-stratum.
The vibration characteristics of foundation soil and tunnel
lining were simulated by unsaturated wave equation and
shell vibration equation respectively. Based on the method
of separating variables and Helmholtz vector

decomposition theorem，the expression of total wave field
can be obtained，which includes cylindrical wave and
plane wave. The system dynamic response was solved by
the wave function transformation method，based on the
boundary assumptions of foundation surface， soil
interface and tunnel soil interface. The proposed method
was verified by comparing with the existing models.
Finally，based on the proposed method， the dynamic
response of system was analyzed by a cases study. The
results show that the displacement response of the ground
is affected by the overlying unsaturated soil layer. The
critical velocity is less affected by the saturation of
overlying soil and mainly affected by the characteristics of
soil that tunnel located.

Key words： tunnel； saturated soil；unsaturated super-

stratum；wave functions transformation

地铁是缓解城市交通堵塞的重要手段之一。然

而，随着地铁运营里程的快速增长和运营时间的增

加，地铁隧道的车致振动问题日益突出，其不仅影响

邻近建筑物内居民的生活以及精密仪器等的正常工

作，还会诱发结构损伤和地基土的沉降。如何预测

地铁隧道的车致振动响应和减小车致振动的影响，

正受到越来越多的关注。

相关学者对此展开了研究，Metrikine等［1］采用

解析的欧拉梁模型来研究地下铁道的振动响应问

题，尽管其可进一步考虑地基饱和特性以及分层特

性［2］，但该系列模型为二维模型，无法准确获得系统

三维动力响应。基于Flügge薄壁圆柱壳振动方程，

Forrest和Hunt［3］提出了全空间地基‒隧道的管中管

模型，即PiP模型。随后相关学者考虑地基土体的
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饱和特性［4］，进一步发展了PiP模型。尽管PiP模型

计算效率高，但该系列模型忽略了地表边界对系统

动力响应的影响，适用于深埋隧道。Yuan等［5］、He
等［6-7］考虑地表边界的影响，利用波函数转化法，分

别求解了单相弹性地基、饱和分层地基以及双洞隧

道等条件下地基‒隧道系统动力响应闭合解。

然而，尽管上述模型可以较为精细考虑隧道结

构、车辆荷载等对系统动力响应的影响，但上述计算

模型均采用单相弹性、饱和多孔介质来模拟地基土

体。事实上，对于饱和软土地区，由于蒸腾作用、地

下水资源开发等原因［8］，饱和地基上部往往存在非

饱和层，因此有必要考虑饱和度对系统动力响应的

影响。基于非饱和土波动方程，徐明江等［9-10］，郭鹏

飞等［11］先后考虑了土体饱和度对路基及桩基等结构

动力响应的影响。随后狄宏规等［12］、郭慧吉等［13］考

虑土体的非饱和特性，分别建立了非饱和全空间与

非饱和半空间地基-隧道系统动力响应半解析解。

但尚未考虑地基土的层状特性，也无法考虑上覆非

饱和层对地铁隧道系统动力响应的影响。

为此，本文提出一种考虑上覆非饱和层的饱和

地基‒隧道系统动力响应半解析算法。将上覆非饱

和土体视为由固、液、气三相组成的介质，下部饱和

地基土体视为由固、液两相组成的饱和多孔介质，隧

道仍视为Flügge薄壁圆柱壳。基于Helmholtz矢量

分解定理求解上覆非饱和土的波动方程与下部饱和

土的波动方程（通过前述非饱和土波动方程退化得

到），并采用分离变量法求解壳的振动控制方程，基

于平面波和柱面波的转换性质，利用土层分界面、地

表和隧道‒土体界面处的边界假设，建立了上覆非饱

和层的饱和地基‒隧道系统动力响应半解析解，并探

讨了上覆非饱和层对系统动力响应的影响。

1 模型的简化与假设

1. 1 模型的简化

采用均质、各向同性、线弹性材料的Flügge薄壁

圆柱壳模拟隧道衬砌，采用半空间或基岩上覆盖水

平层状的不同类型介质（两相饱和多孔介质或三相

非饱和介质）模拟地基土体。各层土体具有独自的

坐标系，如图1所示，详细坐标系定义如下：

（1）隧道穿越土层上方（下方）土层采用直角坐

标系，且坐标原点位于土层底部（顶部）；

（2）隧道穿越土层中存在圆柱坐标与直角坐标

两种坐标系，坐标原点设于隧道中心处。

图 1中，x（1）、x（2）、x（3）分别代表隧道穿越土层上

方、隧道穿越土层以及隧道穿越土层下方独立坐标

系中x的量值；Ι、Ⅱ分别代表隧道穿越土层上方、下

方的水平土层交界界面。

1. 2 模型边界及界面假定

经上述简化后，对模型的边界（地表与模型下边

界）与界面（隧‒土交界面及 Ι、Ⅱ土层交界面）做出进

一步假设，即

（1）地表边界应力为0，同时地表边界为透水、透

气边界；

（2）当模型下部为半无限空间，则无限远处位

移、应力、孔压等消散为 0；当下部为基岩时，模型下

边界基岩内位移为0，且不透水不透气。

（3）土层交界面 Ι、Ⅱ处，土体位移、应力、孔压以

及渗流连续。

（4）隧‒土交界面位移应力连续，且隧道衬砌不

透水、不透气。

2 土体总场表达式的求解

由模型简化可知，地基上部为三相非饱和介质，

下部为两相的饱和多孔介质，因此地基土体总场表

达式的求解思路为：首先通过非饱和土波动方程求

解获得三相非饱和介质的总场表达式；再通过三相

介质参数退化，获得两相饱和介质的总场表达形式，

具体求解如下：

首先引入三相非饱和多孔介质的实用波动方

程［13］，即

图1 层状地基‒隧道系统简化示意图

Fig. 1 Simplified schematic diagram of layered
foundation-tunnel system
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μ∇2ub+( λc+μ )∇(∇ ⋅ub)+M∇(∇⋅v )+
N∇(∇⋅w )= ρub ''+ ρ lv ''+ ρgw ''

b11∇(∇ ⋅ub)+ b12∇(∇ ⋅v )+
b13∇(∇ ⋅w )= ρ lub ''+ϑ lv ''+d lv'
b21∇(∇ ⋅ub)+ b22∇(∇ ⋅v )+
b23∇(∇ ⋅w )= ρgub ''+ϑgw ''+dgw'

（1）

式中：下标“s”、“b”、“l”、“g”分别表示土颗粒、土骨

架、孔隙水以及气体的分量；上标“'”、“''”分别表示对

时间 t求一阶、二阶导；ub、v、w分别为土骨架位移、

孔隙水与土体骨架的相对位移、气体与土体骨架间

的相对位移；λ、μ为土骨架Lame常数；其余变量表

达式及物理意义参考文献［13］。
根据Helmholtz矢量分解定理，式（1）中位移ub、

v、w，可表示为
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ub =∇×(ezφSH)+∇×∇×(ezφSV)+∇φP
v=∇×(ezϕSH)+∇×∇×(ezϕSV)+∇ϕP
w=∇×(ez χSH)+∇×∇×(ez χSV)+∇χP

（2）

式中：下标“SH”、“SV”、“P”分别表示SH、SV、P波

的分量；φ、ϕ、χ表示土骨架、孔隙水以及气体的势函

数；ez为 z方向上的单位向量。

将式（2）代入式（1），可在频域‒波数域中解得直

角坐标系以及圆柱坐标系下位移 Û̄͂、孔压 ϑ̂̄͂、应力 Ψ̂̄͂
势函数分别为，具体求解过程参考文献［13］。
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式中：上标“^”、“—”、“~”分别代表 z方向对应的波

数域、y方向对应的波数域以及时间 t对应的时域；上

标d，u分别代表下行波与上行波分量，o，r分别代

表外行波与内行波分量，下标中 1、2、3、4、5分别代

表SH、SV、P1、P2、P3波分量，m表示模态分量，式

中变量具体表达式参考文献［13］。
由于模型中存在不同形状的散射面（土层水平

界面、隧‒土交界的圆形界面），导致地基土体中同时

存在平面波与柱面波。故根据式（3）、式（4）可得不

同位置处的位移 û͂、应力 σ̂͂、孔压 p̂͂总场表达式如下：
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（5）

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
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( Û̄͂ u( 2 )Au( 2 )+ Û̄͂ d ( 2 )Ad ( 2 ))eiky ydky +

∑
m=-∞

∞
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式中：Ad ( n ) = [Ad ( n )
1 Ad ( n )

2 Ad ( n )
3 Ad ( n )

4 Ad ( n )
5 ]T，Au( n ) =

[Au( n )
1 Au( n )

2 Au( n )
3 Au( n )

4 Au( n )
5 ]T，Ao

m=

[Ao
m1 Ao

m2 Ao
m3 Ao

m4 Ao
m5 ]T，分别为下行波、上行波以及

柱面外行波的待定系数；k表示波数，其下标表述波

数的方向分量。

经过非饱和介质参数退化，即当Sr、Se趋近于1，
As趋近于0时，式（5）、式（6）也可以表示两相饱和多

孔介质总场。
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3 模型耦合求解

为了满足不同类型波函数在边界或界面处的耦

合求解，通过波函数转化公式，推导可得上行波、下

行波与柱面外行波之间的转化关系（7）以及内行波

与上行波、下行波之间转化关系（8）：
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式中：I dmj ( ky，ω )、I umj ( ky，ω )、hj表达式参考文献［6］。
在平面波、柱面波转化的基础上，进一步代入边

界、界面条件进行模型的耦合求解。

3. 1 地表边界

根据模型边界及界面假定条件（1），可得
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将式（5）代入式（9）得
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é

ë

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
ú
úú
ú

ú
Ψ̂̄͂d (1) ( x(1) =h1，ky，kz，ω )

ϑ̂̄͂ d (1)l ( x(1) =h1，ky，kz，ω )

ϑ̂̄͂ d (1)g ( x(1) =h1，ky，kz，ω )

-1

×

é

ë

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
ú
úú
ú

ú
Ψ̂̄͂u(1) ( x(1) =h1，ky，kz，ω )

ϑ̂̄͂ u(1)l ( x(1) =h1，ky，kz，ω )

ϑ̂̄͂ u(1)g ( x(1) =h1，ky，kz，ω )

Au(1) =QdAu(1)

（10）

3. 2 模型下边界

根据模型边界及界面假定条件（2），将模型下边

界分为以下两种情况进行讨论，即

（1） 半无限空间

若模型下部为半无限空间，则无限远处位移、应

力、孔压等消散为0，故
Au( 3 ) ( x( 3 )，ky，kz，ω )=0，x( 3 ) <0 （11）

（2） 底部为基岩

若模型下部为基岩，则基岩与土体交界面位移

为0，且不透水、不透气，可得

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

û̄͂( x( 3 ) =0，ky，kz，ω )=0
∂
∂x p̂͂̄ l

( n ) ( x( 3 ) =0，ky，kz，ω )=0
∂
∂x p̂͂̄g

( n ) ( x( 3 ) =0，ky，kz，ω )=0

（12）

3. 3 土层界面Ⅰ

由图1可得，土层界面Ⅰ为水平界面，为实现总

场势函数在土层界面Ⅰ处的耦合求解，需将总场表

达式统一为直角坐标系的表达形式，故将式（7）代入

式（6）。可得当 x( 2 ) >0时，直角坐标系下总场势函

数的表达式为
ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

û̄͂( 2 ) ( x( 2 )，ky，kz，ω )= Û̄͂ u( 2 )Au( 2 )+ Û̄͂ d ( 2 )Ad ( 2 )+ ∑
m=-∞

∞
Û̄͂ u
t Ao

m

σ̂̄͂( 2 ) ( x( 2 )，ky，kz，ω )= Ψ̂̄͂u( 2 )Au( 2 )+ Ψ̂̄͂d ( 2 )Ad ( 2 )+ ∑
m=-∞

∞
Ψ̂̄͂u
t Ao

m

p̂͂̄l，g ( 2 ) ( x( 2 )，ky，kz，ω )= ϑ̂̄͂ u( 2 )l，g Au( 2 )+ ϑ̂̄͂ d ( 2 )l，g Ad ( 2 )+ ∑
m=-∞

∞
ϑ̂̄͂ ul，gtAo

m

（13）

根据模型边界及界面假定条件（3），结合式（13）
可得

(Û̄͂ u( 2 )Au( 2 )+ Û̄͂ d ( 2 )Ad ( 2 )+

∑
m=-∞

∞
Û̄͂ u

t Ao
m)

x( 2 )=hti

= (Û̄͂ u(1)Au(1)+ Û̄͂ d (1)Ad (1))
x(1)=0

(Ψ̂̄͂u( 2 )Au( 2 )+ Ψ̂̄͂d ( 2 )Ad ( 2 )+

∑
m=-∞

∞
Ψ̂̄͂u

t Ao
m)

x( 2 )=hti

= (Ψ̂̄͂u(1)Au(1)+ Ψ̂̄͂d (1)Ad (1))
x(1)=0

( ϑ̂̄͂ u( 2 )l，g Au( 2 )+ ϑ̂̄͂ d ( 2 )l，g Ad ( 2 )+

∑
m=-∞

∞
ϑ̂̄͂ ul，gt Ao

m)
x( 2 )=hti

= ( ϑ̂̄͂ u(1)l，g Au(1)+ ϑ̂̄͂ d (1)l，g Ad (1))
x(1)=0

( ∂∂x ϑ̂̄͂ u( 2 )l，g Au( 2 )+ ∂
∂x ϑ̂̄͂

d ( 2 )
l，g Ad ( 2 )+

∑
m=-∞

∞ ∂
∂x ϑ̂̄͂

u
l，gt Ao

m)
x( 2 )=hti

=

( ∂∂x ϑ̂̄͂ u(1)l，g Au(1)+ ∂
∂x ϑ̂̄͂

d (1)
l，g Ad (1))

x(1)=0

(14 )
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将式（10）代入式（14），整理可得

Kd1Au( 2 )+Ku1Ad ( 2 )+Kt1Ao
m=0 （15）

式中：

Kd1 =[ X (1)
d ( x(1) =0 )Qd+X (1)

u ( x(1) =0 ) ]-1X ( 2 )
d

( x( 2 ) =ht1)-[Y (1)
d ( x(1) =0 )Qd+

Y (1)
u ( x(1) =0 ) ]-1Y ( 2 )

d ( x( 2 ) =ht1)
Ku1 =[ X (1)

d ( x(1) =0 )Qd+X (1)
u ( x(1) =0 ) ]-1

X ( 2 )
u ( x( 2 ) =ht1)-[Y (1)

d ( x(1) =0 )Qd+
Y (1)

u ( x(1) =0 ) ]-1Y ( 2 )
u ( x( 2 ) =ht1)

Kt1 =[ X (1)
d ( x(1) =0 )Qd+X (1)

u ( x(1) =0 ) ]-1

X t
u ( x( 2 ) =ht1)-[Y (1)

d ( x(1) =0 )Qd+
Y (1)

u ( x(1) =0 ) ]-1Y t
u ( x( 2 ) =ht1)

X ( n )
d，u=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú
Û̄͂ d，u( n )

∂
∂x ϑ̂̄͂

d，u( n )
l

∂
∂x ϑ̂̄͂

d，u( n )
g

，Y ( n )
d，u=

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

Ψ̂̄͂d，u( n )

ϑ̂̄͂ d，u( n )l

ϑ̂̄͂ d，u( n )g

3. 4 土层界面Ⅱ

同理为满足土层界面Ⅱ处的耦合求解，可得当

x( 2 ) <0时，总场势函数直角坐标系下的表达式为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

û͂̄( 2 ) ( x( 2 )，ky，kz，ω )=

Û̄͂ u( 2 )Au( 2 )+ Û̄͂ d ( 2 )Ad ( 2 )+ ∑
m=-∞

∞
Û̄͂ d

t Ao
m

σ̂͂̄ ( 2 ) ( x( 2 )，ky，kz，ω )=

Ψ̂̄͂u( 2 )Au( 2 )+ Ψ̂̄͂d ( 2 )Ad ( 2 )+ ∑
m=-∞

∞
Ψ̂̄͂d

t Ao
m

p̂͂̄ l，g ( 2 ) ( x( 2 )，ky，kz，ω )=

ϑ̂̄͂ u( 2 )l，g Au( 2 )+ ϑ̂̄͂ d ( 2 )l，g Ad ( 2 )+ ∑
m=-∞

∞
ϑ̂̄͂ dl，gmAo

m

（16）

参考模型下边界求解，土层界面Ⅱ处的求解同

样可以分为以下两种情况进行讨论。

（1） 半无限空间

当下部为半无限空间时，根据模型边界及界面

假设（3）可得

( )Û̄͂ u( 2 )Au( 2 )+ Û̄͂ d ( 2 )Ad ( 2 )+ ∑
m=-∞

∞
Û̄͂ u

t Ao
m

x( 2 )=-ht2

=

( )Û̄͂ u( 3 )Au( 3 )+ Û̄͂ d ( 3 )Ad ( 3 )

x( 3 )=0

( )Ψ̂̄͂u( 2 )Au( 2 )+ Ψ̂̄͂d ( 2 )Ad ( 2 )+ ∑
m=-∞

∞
Ψ̂̄͂u

t Ao
m

x( 2 )=-ht2

=

( )Ψ̂̄͂u( 3 )Au( 3 )+ Ψ̂̄͂d ( 3 )Ad ( 3 )

x( 3 )=0

( )ϑ̂̄͂ u( 2 )l，g Au( 2 )+ ϑ̂̄͂ d ( 2 )l，g Ad ( 2 )+ ∑
m=-∞

∞
ϑ̂̄͂ ul，gt Ao

m

x( 2 )=-ht2

=

( )ϑ̂̄͂ u( 3 )l，g Au( 3 )+ ϑ̂̄͂ d ( 3 )l，g Ad ( 3 )

x(3 )=0

( ∂∂x ϑ̂̄͂ u( 2 )l，g Au( 2 )+ ∂
∂x ϑ̂̄͂

d ( 2 )
l，g Ad ( 2 )+

∑
m=-∞

∞ ∂
∂x ϑ̂̄͂

u
l，gt Ao

m)
x( 2 )=-ht2

=

( )∂
∂x ϑ̂̄͂

u( 3 )
l，g Au(1)+ ∂

∂x ϑ̂̄͂
d ( 3 )
l，g Ad ( 3 )

x( 3 )=0

（17）

将式（11）代入式（17）整理可得

K 1
d2Au( 2 )+K 1

u2Ad ( 2 )+K 1
t2Ao

m=0 （18）

式 中 ：K 1
d2 =X ( 2 )

d ( x( 2 ) =-ht2)，K 1
u2 =X ( n )

u ( x( 2 ) =
-ht2)，K 1

t2 =X t
d ( x( 2 ) =-ht2)

（2） 底部为基岩

当下部为基岩时，根据模型边界及界面假设（3）
可得

(Û̄͂ u( 2 )Au( 2 )+ Û̄͂ d ( 2 )Ad ( 2 )+ ∑
m=-∞

∞
Û̄͂ u

t Ao
m)

x( 2 )=-ht2

=0

( ∂∂x ϑ̂̄͂ u( 2 )l，g Au( 2 )+ ∂
∂x ϑ̂̄͂

d ( 2 )
l，g Ad ( 2 )+

∑
m=-∞

∞ ∂
∂x ϑ̂̄͂

u
l，gt Ao

m)
x( 2 )=-ht2

=0 （19）

进一步整理得

K 2
d2Au( 2 )+K 2

u2Ad ( 2 )+K 2
t2Ao

m=0 （20）
式中：

K 2
d2 =[ X ( 3 )

u ( x( 3 ) =0 ) ]-1X ( 2 )
d ( x( 2 ) =-ht2)-

[Y ( 3 )
u ( x( 3 ) =0 ) ]-1Y ( 2 )

d ( x( 2 ) =-ht2)
K 2
u2 =[ X ( 3 )

u ( x( 3 ) =0 ) ]-1X ( 2 )
u ( x( 2 ) =-ht2)-

[Y ( 3 )
u ( x( 3 ) =0 ) ]-1Y ( 2 )

u ( x( 2 ) =-ht2)
K 2
t2 =[ X ( 3 )

u ( x( 3 ) =0 ) ]-1X t
d ( x( 2 ) =-ht2)-

[Y ( 3 )
u ( x( 3 ) =0 ) ]-1Y t

d ( x( 2 ) =-ht2)
3. 5 隧-土交界面

由图 1可得，隧‒土交界面为圆柱面，为实现总

场势函数于隧‒土交界面处的耦合求解，需将总场表

达式转换为圆柱坐标系的表达形式。

首先联立式（15）、式（18）、式（20），可得直角坐

标未知系数与圆柱坐标未知系数之间的转化关

系，即
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A2
d=-[(Ku1)-1Kd1-(K 1，2

u2 )-1K 1，2
d2 ]-1

[(Ku1)-1Kt1-(K 1，2
u2 )-1K 1，2

t2 ] Ao

A2
u=-[(Kd1)-1Ku1-(K 1，2

d2 )-1K 1，2
u2 ]-1

[(Kd1)-1Kt1-(K 1，2
d2 )-1K 1，2

t2 ] Ao

（21）

整理可得

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

Ad ( 2 )
j = ∑

m=-N

N ∑
j'=1

5
Kd
jmj' Ao

mj

Au( 2 )
j = ∑

m=-N

N ∑
j'=1

5
Ku
jmj' Ao

mj

（22）

进一步将式（8）、式（22）代入式（6）得圆柱坐标

下总场势函数表达式为

û͂=

∑
m=-N

N ∑
j=1

5

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú
Ao
mjÛ͂ o( 2 )

mj + 1
2π Û͂

o( 2 )
mj

∫
-∞

∞ ∑
n=-N

N ∑
j'=1

5
( Imj ( ky，ω )Kd

jnj' +

I'mj ( ky，ω )K u
jnj' )Ao

njdky

σ̂͂=

∑
m=-N

N ∑
j=1

5

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú
Ao
mjΨ̂͂o( 2 )

mj + 1
2π Ψ̂͂

o( 2 )
mj

∫
-∞

∞ ∑
n=-N

N ∑
j'=1

5
( Imj ( ky，ω )Kd

jnj' +

I'mj ( ky，ω )K u
jnj' )Ao

njdky

p̂͂ l，g =

∑
m=-N

N ∑
j=1

5

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú
Ao
mj ϑ̂͂ o( 2 )l，gmj+ 1

2π ϑ̂͂
o( 2 )
l，gmj

∫
-∞

∞ ∑
n=-N

N ∑
j'=1

5
( Imj ( ky，ω )Kd

jnj' +

I'mj ( ky，ω )K u
jnj' )Ao

njdky

（23）

同时，根据模型边界及界面假设（4），结合壳体

平衡方程［3］可得

S

é

ë

ê

ê
êêê
ê

ù

û

ú

ú
úúú
ú

Û͂mz

Û͂mθ

-Û͂mr r= r1

+
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ù

û

ú

ú
úúú
ú

-Ψ̂͂mz

-Ψ̂͂mθ

Ψ̂͂mr r= r1

=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ù

û

ú

ú
úúú
ú

q̂͂mz
q̂͂mθ
q̂͂mr

（24）

( ∂p̂͂ l∂r )
r= r1

=0， ( ∂p̂͂g∂r )
r= r1

=0 （25）

式中：q̂͂表示激振荷载，其余参量参考文献［13］。
将式（23）代入式（24）、式（25），结合式（22）求解待

定系数Ao
nj，Ad ( n )，Au( n )。最终将待定系数代入式（5）、式

（6）获得整个半空间动力响应。同时通过傅里叶逆变

换，可进一步获得时域‒空间域中系统的动力响应。

4 模型验证及算例分析

4. 1 模型验证

为验证模型正确性，将上述模型退化为非饱和

均质地基以及单相弹性分层地基模型分别与既有的

半解析法模型［13］以及 2. 5D有限元边界元模型［14］的

计算结果进行对比分析，算例验证简化示意图如图2
所示。

验证算例①：将本文模型退化为非饱和均匀地质，

如图2a所示。采用文献［13］中计算参数，计算饱和度

为0. 9，隧道埋深为10m的情况下，固定单位简谐荷载

作用于隧道仰拱处时系统的动力响应。取隧道底部

（‒3m，0m，0m）以及正上方地表位置处（10m，0m，0m）
的计算结果与既有的半解析法模型进行对比分析，结

果如图3所示。对比结果表明两者吻合较好，验证了

本文方法的正确性。

验证算例②：计算隧道埋置于分层半空间地基土

体内的情况，如图2b所示。隧道埋深为20m，上覆土体

厚度为5m或10m。通过参数退化，获得验证模型的计

算参数。计算固定单位简谐荷载作用于隧道仰拱处的

动力响应，取隧道正上方地表位置处（20m，20m，0m）

图2 验证算例示意图

Fig. 2 Verification Cases
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的计算结果进行对比分析，如图4所示。结果发现本

文计算结果与既有2. 5维有限元边界元模型［14］计算结

果吻合较好，进一步验证了本文方法的正确性。

4. 2 算例分析

通过算例分析，研究固定简谐荷载作用下上覆

土体饱和度对地基土‒隧道系统动力响应的影响。

隧道衬砌采用上海地铁盾构隧道结构形式［4］，地基

土体上覆土层厚度为 5m，地基土体分析类型为砂

土，具体参数如表 1所示。不同算例土层饱和度取

值如表2所示。

图 5给出了隧道仰拱处作用固定简谐荷载时，

不同算例土体竖向动位移幅值随荷载激振频率的变

图3 验证算例①计算结果

Fig. 3 Comparison of calculation results of
verification Case①

图4 验证算例②计算结果

Fig. 4 Comparison of calculation results of
verification Case②

表 1 算例分析计算参数

Tab.1 Calculation parameters of calculation cases

介质

隧道

空气

水

土颗粒

土骨架

参数

E / Pa
υ

ρt / kg∙m-3）
r1 / m
h / m
d / m
𝜇βt

Kg / kPa
ρg / kg∙m-3
ηg / Pa∙s
Kl / GPa
ρl / kg∙m-3
ηl（Pa∙s）
Ks / GPa
ρs / kg∙m-3
Kb / MPa
𝜇μs / MPa

n0
Sr
Sw0
γ
𝜇βs
κ
φ

［α1 α2 α3］

数值

5×1010
0. 3
2 500
3
0. 25
10
0. 03
100
1. 29

15×10-6
2

1 000
1×10-3
36
2 650
43. 5
26. 1
0. 27

0. 1~0. 999
0. 05
Sr
0. 04
1×10-4
27°

［5×10-4 0. 5 2］

表 2 不同算例土层饱和度

Tab.2 Soil saturation of different calculation cases

算例

算例1
算例2
算例3
算例4
算例5

上覆土
Sr
1
0. 9
0. 7
0. 9
0. 7

h1（m）
5
5
5
5
5

穿越土层
Sr
1
1
1
0. 9
0. 7
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化曲线。由图5可以发现不同算例的响应曲线存在

差异。其中由图5 a可以发现，案例1、2、3的响应曲

线基本相似，由此可得隧道底部响应受上覆土体饱

和度影响较少，其主要受隧道穿越土层土体性质的

影响。图5b、5c中案例2、3与单一土层的案例1、4、5
存在差异，由此可见上覆土体饱和度性质的变化会

对地基土体内动力响应产生影响。

为进一步研究上覆土层性质对地表振动位移临

界速度的影响，图 6给出了移动恒定荷载作用于隧

道仰拱处时，地表位置处（10m，0m，0m）以及（10m，

20m，0m）不同算例下土体动位移幅值随荷载移动速

度的变化曲线。可以发现，土体动位移幅值随荷载

移动速度增大，出现峰值现象，即存在土体临界速

度。通过对比不同算例临界速度大小发现，上覆土

体饱和度的变化对土体临界速度的影响较小。而隧

道穿越土层饱和度的变化会引起临界速度的改变，

且隧道穿越土层饱和度越小，临界速度越大。

5 结论

（1）提出了上覆非饱和层的饱和层状地基隧道

系统动力响应的半解析算法。该方法的计算结果与

既有的 2. 5维有限元‒边界元法的计算结果吻合较

图5 不同位置处位移频响曲线

Fig. 5 Frequency response curves of soil displace⁃
ment of differnt positions

图6 不同算例临界速度对比分析

Fig. 6 Comparative analysis of critical velocity of
different calculation cases
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好，验证了本文方法的正确性。

（2）上覆土体性质的变化对隧道底部动力响应

影响较小，但对地表响应影响较大。在进行地铁车

致振动响应计算时，有必要考虑上覆非饱和层对系

统动力响应的影响。

（3）系统临界速度受上覆土层饱和度的变化影

响较小，其主要受隧道穿越土层饱和度的影响，且隧

道穿越土层饱和度越小，临界速度越大。
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