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广义Petersen图P(n,1)和P(n,2)的意大利控制数
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摘要：在图G=（V，E）中，f为从顶点集合V到｛0，1，2｝的映

射，如果满足所有 f（v）=0的顶点v其邻域中至少有一个被赋

值为2的顶点或者至少有两个被赋值为1的顶点，则 f称为图

G的意大利控制函数。图G中所有顶点的函数值之和为 f的
权重。权重的最小值为图G的意大利控制数。确定图的意

大利控制数是NP（non‒deterministic polynomial）困难的。

通过构造可递推的意大利控制函数，计算出广义Petersen图
P（n，1）和P（n，2）意大利控制数的上界。利用袋装法和控制

代价函数法分别证明出P（n，1）和P（n，2）意大利控制数的下

界。最终确定了P（n，1）和P（n，2）意大利控制数的精确值。
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Italian Domination Number of
Generalized Petersen Graph P(n,1) and
P(n,2)
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YANG Yuansheng2
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116026，China；2. School of Computer Science and Technology，
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Abstract：In a graph G =（V，E），let f be a mapping from
vertex and set V to｛0，1，2｝. If every vertex v such that f
（v）=0 is adjacent to at least one vertex assigned 2 under f
or adjacent to at least two vertices assigned 1 under f，
then f is called an Italian domination function of G. The
sum of f（v）all over G is the weight of f. The minimum
weight is the Italian domination number of G. To
determine the Italian domination number of a graph is NP-

complete. The upper bounds on Italian domination
numbers of P（n，1） and P（n，2） are calculated by
constructing recursive Italian dominating functions. The
lower bounds on Italian domination numbers of P（n，1）
and P（n，2）are proved using the bagging method and the

dominating cost function method respectively. Therefore，
the Italian domination numbers of P（n，1）and P（n，2）are
determined.

Key words： domination on graphs； Italian domination

number；Petersen graph

G=（V，E）表示一个图，顶点集合为V，边的集

合 为 E。 顶 点 v 的 开 邻 域 为 N ( v )=
{ u | ( u，v )∈E (G ) }，闭邻域为N [ v ]=N ( v )∪{ v }。
顶点 v 的度是 N（v）中包含的顶点的个数，即

deg ( v )= |N ( v )|。图G的最大度和最小度分别记作

Δ(G )和 δ(G )。若对于任意的v∈V，都有deg ( v )=
r，则图G称为 r‒正则图。

在图G=（V，E）中，若D⊆V (G )且N [ D ]=
V (G )，则称D为G的一个控制集。控制集包含元素

个数的最小值称为图G的控制数，记为γ (G )。图的

控制有很多种类型，其中意大利控制［1］是一种新兴

的控制类型，又称为罗马｛2｝‒控制［2］或弱｛2｝‒控
制［3］。设 f：V→ {0，1，2}为图G上的函数，如果所有

满足 f ( v )=0的顶点 v在其邻域中至少有一个被赋

值为2的顶点或者至少有两个被赋值为1的顶点，那

么函数 f称为图G的意大利控制函数。意大利控制

函数的权重等于图G中所有顶点的函数值之和，权

重的最小值为图G的意大利控制数，记为γI (G )。若

f为图G的意大利控制函数并且w ( f )=γI (G )，则
f称为 γI‒function。若图G满足 2γ (G)=γI (G)，则
称图G为意大利图。关于意大利控制的研究可以参

考文献［4-10］。
本文研究了广义Petersen图P（n，1）和P（n，2）

意大利控制数。通过构造可递推的意大利控制函数

计算出意大利控制数的上界。利用袋装法和控制代
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价函数法分别证明出P（n，1）和P（n，2）意大利控制

数的下界。最终确定了P（n，1）和P（n，2）意大利控

制数的精确值。

1 P(n,1)的意大利控制数

1. 1 P（n，1）意大利控制数的上界

广义Petersen图P（n，k）是 3正则图，有 2n个顶

点。图1a和1b显示的是P（6，1）和P（6，2）。为了便

于表示Petersen图的意大利控制函数，本文将P（n，
k）表示为剪开的形式，图1c和1d显示的是P（6，1）和
P（6，2）的剪开图。

设G=P（n，k），f为图G上的意大利控制函数，

则有下面的形式：

f (V (G ) )= ( )f ( v0) f ( v2) f ( v4) ⋯ f ( v2n-2)
f ( v1) f ( v3) f ( v5) ⋯ f ( v2n-1)

定理1 γI (P ( n，1) )≤ n。
证明：令G=P（n，1），在图G上构造意大利控制

函数如下：

当 n≡0(mod 2 ) 时 ，f (V (G ) )= ( )1001
n
2
；当

n≡1(mod 2 )时，f (V (G ) )= ( )1001
n-1
2 ( )10 。其中的

n
2

和
n-1
2 表示将括号内的两列重复

n
2和

n-1
2 次。f

的权重为：当 n≡0(mod 2 )时，w ( f )=2× n
2 = n；

当 n≡1(mod 2 )时，w ( f )=2× n-1
2 +1= n。因

此，γI (P ( n，1) )≤w ( f )=n。
1. 2 P（n，1）意大利控制数的下界

下面用袋装法证明P（n，1）意大利控制数的下

界也是 n。令 f是P（n，1）上的意大利控制函数，记

w ( fi)= f ( v2i)+ f ( v2i+1)，Vi={ v2i，v2i+1}，0≤ i≤
n-1。

引理1 如果w ( fi)=0（0≤ i≤ n-1），则
w ( fi-1)+w ( fi+1)≥4，下标对2n取模。

证明：因为w ( fi)=0，即 f ( v2i)= f ( v2i+1)=0，
根据意大利控制函数的定义，可知 f ( v2i-2)+
f ( v2i+2)≥2且 f ( v2i-1)+ f ( v2i+3)≥2。因此，

w ( fi-1)+w ( fi+1)=
f ( v2i-2)+ f ( v2i-1)+ f ( v2i+2)+ f ( v2i+3)=
f ( v2i-2)+ f ( v2i+2)+ f ( v2i-1)+ f ( v2i+3)≥
2+2=4
定理2 γI (P ( n，1) )≥ n。
证明：令G=P（n，1），通过下面的步骤将G的顶

点装入B1、B2、B3、B4、B5五个集合（袋子）中。

令B1=B2=B3=B4=B5= ϕ，m1= m2= m3=
m4= m5=0，D［i］=0（0≤ i≤ n-1）。

第 1步：对所有满足w ( fi)=0∧w ( fi+1)=2的
i，将Vi 和Vi+1装入 B1，即 B1 =B1 ∪Vi∪Vi+1，并

图1 Petersen 图 P（6，1）和P（6，2）
Fig. 1 Petersen graph P(6,1) and P(6,2)
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且m1 =m1+1，D [ i ]=D [ i+1 ]=1。这里“∧”表
示“并且”。

第 2 步 ：对 有 满 足 w ( fi)=0∧w ( fi+1)≥
3∧w ( fi+2)=0∧D [ i+2 ]=0 的 i，将 Vi，Vi+1 和

Vi+2 装入 B2，即 B2 =B2 ∪Vi∪Vi+1 ∪Vi+2，并且

m2 =m2+1，D [ i ]=D [ i+1 ]=D [ i+2 ]=1。
第 3 步 ：对 所 有 满 足 w ( fi)=0∧w ( fi+1)≥

3∧(w ( fi+2)≥1∨D [ i+2 ]=1)的 i，将 Vi 和 Vi+1

装入B3，即B3 =B3 ∪Vi∪Vi+1，并且m3 =m3+1，
D [ i ]=D [ i+1 ]=1。

第 4步：所有满足w ( fi)=0∧w ( fi+1)≤1的 i，
由引理 1知，w ( fi-1)≥3，将Vi-1和Vi装入 B4，即
B4 =B4 ∪Vi-1 ∪Vi，并且m4 =m4+1，D [ i-1 ]=
D [ i ]=1。

经过以上步骤，对于所有满足D [ i ]=0的 i，都
有w ( fi)>0。

令 B5=V (G )-B1-B2-B3-B4，m5 =
|B5|
2 。

因为2m1+3m2+2m3+2m4+m5 = n，所以

f (V (G ) )≥
2m1+3m2+3m3+3m4+m5 ≥
2m1+3m2+2m3+2m4+m5 =
n

综上可得，γI (P ( n，1) )≥ n。
根据定理1和定理2，可以得到定理3。
定理3 对任意的正整数n≥3，γI (P ( n，1) )= n。

1. 3 P（n，1）意大利控制数与2-彩虹控制数和经典

控制数的关系

定理4［11］ 对任意的正整数n≥5，γr2 (P ( n，1) )≥n，
其中γr2表示2‒彩虹控制数。

由定理3和定理4可以得到定理5。
定理5 γI (P ( n，1) )=γr2 (P ( n，1) )。
定理6［12］ 对任意的正整数n≥3，当n≡2(mod 4 )

时 ，γ ( P ( n，1) )= n
2 +1；当 n≡0，1，3(mod 4 ) 时 ，

γ ( P ( n，1) )= é
ê
ê
ù
ú
ú
n
2 。

根据定理3和定理6，可以得到定理7。
定 理 7 当 n≡0(mod 4 ) 时 ，γI (P ( n，1) )=

2γ ( P ( n，1) )；当 n≡0(mod 4 ) 时 ，γI (P ( n，1) )≠
2γ ( P ( n，1) )。因此，当 n≡0(mod 4 )时，P（n，1）是

意大利图；当 n≡0(mod 4 )时，P（n，1）不是意大

利图。

2 P(n,2)的意大利控制数

2. 1 P（n，2）意大利控制数的上界

定理 8［2］ 对于任意的图G，γI (G )≤γr2 (G )，其
中γr2 (G )表示2‒彩虹控制数。

定理9［13］ 当 n≡0，3，4，9(mod10 ) 时 ，

γr2 (P ( n，2 ) )= é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 ；否则，γr2 (P ( n，2 ) )= é

ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 +1。

定理10 当n≡0，3，4(mod 5 )时，γI (P ( n，2 ) )≤
é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 ；当n≡1，2(mod5 )时，γI (P ( n，2 ) )≤ é

ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 +1。

证 明 ：根 据 定 理 2 和 定 理 3，可 以 得 到 当

n≡0，3，4，9(mod 10 ) 时 ， γI (P ( n，2 ) )≤

γr2 (P ( n，2 ) )= é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 。当 n≡1，2，6，7(mod 10 )时，

γI (P ( n，2 ) )≤γr2 (P ( n，2 ) )= é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 +1。

当n≡5，8(mod 10 )时，通过构造可递推的意大

利控制函数可以证明 γI (P ( n，2 ) )的上界是 é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 而

不 是 é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 +1。 当 n≡5(mod 10 ) 时 ，构 造

f (V (G ) )= ( )01001
00110

n
5
，则 w ( f )= n

5 ×4=
4n
5 。当

n≡8(mod 10 )时，构造 f (V (G ) )= ( )01001
00110

n
5 ( )001
110 ，

则 w ( f )= n-3
5 ×4+3= 4n+3

5 。 因 此 ，当

n≡5，8(mod10 )时，γI (P ( n，2 ) )≤ é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 。

综上，定理成立。

2. 2 P（n，2）意大利控制数的下界

定理 11［2］ 若G为连通图且最大度Δ(G )=Δ，

则γI (G )≥
2 ||V (G )
Δ+2 。

设 P ( n，2 )=(V，E )，f为 P ( n，2 )的意大利控制

函数，Vi= {v∈V | f ( v )= i，i=0，1，2}，则 f也可表

示 为 f =(V0，V1，V2)， γI (P ( n，2 ) )=w ( f )=

∑
v∈V
f ( v )= | |V1 +2 | |V2 。

定 义 1 设 f =(V0，V1，V2) 为 P ( n，2 ) 的 γI ‒
function，则控制代价函数 gf和剩余代价函数 rf分别

定义为

当v∈V0时，
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gf ( v )=0.2 || |V1 ∩N ( v ) +0.5 | |V2 ∩N ( v )；
当v∈V1时，

gf ( v )=0.4+0.2 || |V1 ∩N ( v ) +0.5 | |V2 ∩N ( v )；
当v∈V2时，

gf ( v )=0.5+0.2 || |V1 ∩N ( v ) +0.5 | |V2 ∩N ( v )；

rf ( v )=gf ( v )-0.4；gf (V )= ∑
v∈V
gf ( v )；

rf (V )= ∑
v∈V
rf ( v )= ∑

v∈V
( gf ( v )-0.4 )。

根据gf ( v )的定义（见定义1）和意大利控制函数

的定义，可以得到下面的命题。

命题1 对于任意的顶点v∈V都有gf ( v )≥0.4。
设 E11 ={( u，v )∈E | u，v∈V1 }， E12 =

{( u，v )∈E | u∈V1，v∈V2 }，根据 rf (V )的定义（见定

义1）及意大利控制函数的定义，则命题2~8成立。

命题 2 若存在 v∈V0满足 |N ( v )∩V1 |=2，则
rf (V )≥0。

命题 3 若存在 v∈V0满足 |N ( v )∩V1 |=3，则
rf (V )≥0.2。

命题4 若存在v∈V2，则 rf (V )≥0.4。
命题5 若存在( u，v )∈E11，则 rf (V )≥0.4。
命 题 6 若 存 在 v∈V0 满 足 |N ( v )∩V1 |=

|N ( v )∩V2 |=1，则 rf (V )≥0.6。
命题 7 若存在 v∈V0满足 |N ( v )∩V1 |=2且

|N ( v )∩V2 |=1，则 rf (V )≥0.8。
命题8 若存在( u，v )∈E12，则 rf (V )≥1。
命题 2~8的示意图见图 2a~2g，图中括号外的

数字表示顶点的函数值 f ( v )，括号内的数字表示

gf ( v )的值。

定理 12 设 f =(V0，V1，V2)为 P ( n，2 )的 γI ‒
function，如 果 n≡1(mod 5 )，那 么 γI (P ( n，2 ) )>
é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 等价于 rf (V )>0.2。如果 n≡2(mod 5 )，那么

γI (P ( n，2 ) )> é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 等价于 rf (V )>0.4。

证明：首先证明gf (V )=γI (P ( n，2 ) )。实际上，

gf (V )=
∑
v∈V
gf ( v )=

∑
v∈V0
gf ( v )+ ∑

v∈V1
gf ( v )+ ∑

v∈V2
gf ( v )=

∑
v∈V0
( 0.2 |V1 ∩N ( v ) |+0.5 |V2 ∩N ( v ) | )+

∑
v∈V1
( 0.4+0.2 |V1 ∩N ( v ) |+0.5 |V2 ∩N ( v ) | )+

∑
v∈V2
( 0.5+0.2 |V1 ∩N ( v ) |+0.5 |V2 ∩N ( v ) | )=

0.2 ∑
v∈V1

||N ( v )∩V0 +0.5 ∑
v∈V2

||N ( v )∩V0 +

0.4 |V1 |+0.2 ∑
v∈V1

||N ( v )∩V1 +

0.5 ∑
v∈V2

||N ( v )∩V1 +0.5 |V2 |+

0.2 ∑
v∈V1

||N ( v )∩V2 +0.5 ∑
v∈V2

||N ( v )∩V2 =

0.4 |V1 |+0.2 ∑
v∈V1

||N ( v )∩V0 +

0.2 ∑
v∈V1

||N ( v )∩V1 +0.2 ∑
v∈V1

||N ( v )∩V2 +

0.5 |V2 |+0.5 ∑
v∈V2

||N ( v )∩V0 +

图2 命题2~8的示意图

Fig. 2 Sketches for propositions 2 to 8

0.5 ∑
v∈V2

||N ( v )∩V1 +0.5 ∑
v∈V2

||N ( v )∩V2 =

0.4 |V1 |+0.2 ∑
v∈V1

||N ( v ) +

0.5 |V2 |+0.5 ∑
v∈V2

||N ( v ) =

0.4 |V1 |+0.2×3 |V1 |+0.5 |V2 |+0.5×3 |V2 |=
|V1 |+2 |V2 |=
γI (P ( n，2 ) )

由 rf (V ) 的 定 义（见 定 义 1）知 ，rf (V )=
∑
v∈V
( gf ( v )-0.4 )=gf (V )-0.8n。再根据 gf (V )=

γI (P ( n，2 ) )， 有 rf (V )=γI (P ( n，2 ) )-0.8n， 即

γI (P ( n，2 ) )= rf (V )+0.8n。从而可得

γI (P ( n，2 ) )> é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 ⇔ rf (V )> é

ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 -0.8n

如果 n≡1(mod 5 )，可令 n=5q+1，则 é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 -

0.8n= é
ê
ê

ù
ú
ú

4(5q+1)
5 - 4(5q+1)

5 =4q+1-4q-

4
5 =0.2。

如果 n≡2(mod 5 )，可令 n=5q+2，则 é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 -

0.8n= é
ê
ê

ù
ú
ú

4(5q+2)
5 - 4(5q+2)

5 =4q+2-4q-

8
5 =0.4。

所以，当 n≡1(mod 5 )时，γI (P ( n，2 ) )> é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5

等 价 于 rf (V )>0.2。 当 n≡2(mod5 ) 时 ，

γI (P ( n，2 ) )> é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 等价于 rf (V )>0.4。

定 理 13 令 G=P ( n，2 )=(V，E )，则 当

n≡0，3，4(mod 5 ) 时 ， γI (G )≥ é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 ； 当

n≡1，2(mod 5 )时，γI (G )≥ é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 +1。

证 明 ：设 f =(V0，V1，V2) 为 P ( n，2 ) 的 γI ‒
function。

情况1 当n≡0，3，4(mod 5 )时，由G=P ( n，2 )
可知，Δ(G )=3且 |V (G ) |=2n。根据定理 11，可

得γI (P ( n，2 ) )≥ é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 。

情况 2 若 n≡1，2(mod 5 )，欲证 γI (P ( n，2 ) )≥

é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 +1，即证 γI (P ( n，2 ) )> é

ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 。由定理 12 可

知，只需证明：当 n≡1(mod 5 )时，rf (V )>0.2；当
n≡2(mod 5 )，rf (V )>0.4。

情形（1） |V2 |≥2。若 |V2 |≥2，则由命题4可
知，rf (V )≥0.8>0.4>0.2。

情形（2） |E11 |≥2。若 |E11 |≥2，则由命题 5
可知，rf (V )≥0.8>0.4>0.2。

情形（3）|V2 |+ |E11 |≥2。若 ||V2 + ||E11 ≥2，
则由命题4~5可知，rf (V )≥0.8>0.4>0.2。

情形（4） |E12 |≥1。若 |E12 |≥1，则由命题 8
可知，rf (V )≥1>0.4>0.2。

情形（5）存在 v∈V0 满足 |N ( v )∩V1 |≥1且
|N ( v )∩V2 |=1。 这 种 情 况 由 命 题 6~7 可 知 ，

rf (V )≥0.6>0.4>0.2。
综上，情形（1）~（5）证明完毕。

情形（6） |V2 |=1且|E12 |=0且|E11 |=0。
情形（7） |E11 |=1且|V2 |=0。
情形（8） 存在v∈V0满足|N ( v )∩V1 |=3。
情形（9） 排除以上 8种情形，可知 |V2 |=0，

|E11 |=0且对于v∈V0均满足 |N ( v )∩V1 |≤2。根

据意大利控制的定义，当 i≡0(mod 2 )时，一定存在

顶点vi满足 f ( vi)=1。
下 面 将 证 明 情 形（6）~（9）也 满 足 ：当

n≡1(mod 5 )时，rf (v)>0.2；当 n≡2(mod 5 )时，

rf (v)>0.4。
情形（6） |V2 |=1且 |E12 |=0且 |E11 |=0。可

令 f (v0)=2或 f (v1)=2。当n≡1(mod 5 )时，由命

题4，rf ( v )≥0.4>0.2。
当n≡2(mod 5 )时，用反证法，假设 rf ( v )≤0.4。
若 f ( v0)=2，则 由 |V2 |=1，|E12 |=0 可 得

f ( v1)= f ( v2)=0。由 |V2 |=1并排除情形（5）可得

f ( v3)= f ( v4)=0。由意大利控制的定义知，f ( v5)=
1。于是，v1 ∈V0且 |N ( v1)∩V1 |= |N ( v1)∩V2 |=
1。由命题6知，rf ( v )≥0.6>0.4，与假设矛盾。

若 f ( v1)=2，由 |V2 |=1，|E12 |=0 可 得

f ( v0)= f ( v5)=0。由 |V2 |=1并排除情形（5）可得

f ( v2)=0。由意大利控制的定义可得，f ( v3)=
f ( v4)=1。 于 是 ， v5 ∈V0 且 |N ( v5)∩V1 |=
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0.5 ∑
v∈V2

||N ( v )∩V1 +0.5 ∑
v∈V2

||N ( v )∩V2 =

0.4 |V1 |+0.2 ∑
v∈V1

||N ( v ) +

0.5 |V2 |+0.5 ∑
v∈V2

||N ( v ) =

0.4 |V1 |+0.2×3 |V1 |+0.5 |V2 |+0.5×3 |V2 |=
|V1 |+2 |V2 |=
γI (P ( n，2 ) )

由 rf (V ) 的 定 义（见 定 义 1）知 ，rf (V )=
∑
v∈V
( gf ( v )-0.4 )=gf (V )-0.8n。再根据 gf (V )=

γI (P ( n，2 ) )， 有 rf (V )=γI (P ( n，2 ) )-0.8n， 即

γI (P ( n，2 ) )= rf (V )+0.8n。从而可得

γI (P ( n，2 ) )> é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 ⇔ rf (V )> é

ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 -0.8n

如果 n≡1(mod 5 )，可令 n=5q+1，则 é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 -

0.8n= é
ê
ê

ù
ú
ú

4(5q+1)
5 - 4(5q+1)

5 =4q+1-4q-

4
5 =0.2。

如果 n≡2(mod 5 )，可令 n=5q+2，则 é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 -

0.8n= é
ê
ê

ù
ú
ú

4(5q+2)
5 - 4(5q+2)

5 =4q+2-4q-

8
5 =0.4。

所以，当 n≡1(mod 5 )时，γI (P ( n，2 ) )> é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5

等 价 于 rf (V )>0.2。 当 n≡2(mod5 ) 时 ，

γI (P ( n，2 ) )> é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 等价于 rf (V )>0.4。

定 理 13 令 G=P ( n，2 )=(V，E )，则 当

n≡0，3，4(mod 5 ) 时 ， γI (G )≥ é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 ； 当

n≡1，2(mod 5 )时，γI (G )≥ é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 +1。

证 明 ：设 f =(V0，V1，V2) 为 P ( n，2 ) 的 γI ‒
function。

情况1 当n≡0，3，4(mod 5 )时，由G=P ( n，2 )
可知，Δ(G )=3且 |V (G ) |=2n。根据定理 11，可

得γI (P ( n，2 ) )≥ é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 。

情况 2 若 n≡1，2(mod 5 )，欲证 γI (P ( n，2 ) )≥

é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 +1，即证 γI (P ( n，2 ) )> é

ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 。由定理 12 可

知，只需证明：当 n≡1(mod 5 )时，rf (V )>0.2；当
n≡2(mod 5 )，rf (V )>0.4。

情形（1） |V2 |≥2。若 |V2 |≥2，则由命题4可
知，rf (V )≥0.8>0.4>0.2。

情形（2） |E11 |≥2。若 |E11 |≥2，则由命题 5
可知，rf (V )≥0.8>0.4>0.2。

情形（3）|V2 |+ |E11 |≥2。若 ||V2 + ||E11 ≥2，
则由命题4~5可知，rf (V )≥0.8>0.4>0.2。

情形（4） |E12 |≥1。若 |E12 |≥1，则由命题 8
可知，rf (V )≥1>0.4>0.2。

情形（5）存在 v∈V0 满足 |N ( v )∩V1 |≥1且
|N ( v )∩V2 |=1。 这 种 情 况 由 命 题 6~7 可 知 ，

rf (V )≥0.6>0.4>0.2。
综上，情形（1）~（5）证明完毕。

情形（6） |V2 |=1且|E12 |=0且|E11 |=0。
情形（7） |E11 |=1且|V2 |=0。
情形（8） 存在v∈V0满足|N ( v )∩V1 |=3。
情形（9） 排除以上 8种情形，可知 |V2 |=0，

|E11 |=0且对于v∈V0均满足 |N ( v )∩V1 |≤2。根

据意大利控制的定义，当 i≡0(mod 2 )时，一定存在

顶点vi满足 f ( vi)=1。
下 面 将 证 明 情 形（6）~（9）也 满 足 ：当

n≡1(mod 5 )时，rf (v)>0.2；当 n≡2(mod 5 )时，

rf (v)>0.4。
情形（6） |V2 |=1且 |E12 |=0且 |E11 |=0。可

令 f (v0)=2或 f (v1)=2。当n≡1(mod 5 )时，由命

题4，rf ( v )≥0.4>0.2。
当n≡2(mod 5 )时，用反证法，假设 rf ( v )≤0.4。
若 f ( v0)=2，则 由 |V2 |=1，|E12 |=0 可 得

f ( v1)= f ( v2)=0。由 |V2 |=1并排除情形（5）可得

f ( v3)= f ( v4)=0。由意大利控制的定义知，f ( v5)=
1。于是，v1 ∈V0且 |N ( v1)∩V1 |= |N ( v1)∩V2 |=
1。由命题6知，rf ( v )≥0.6>0.4，与假设矛盾。

若 f ( v1)=2，由 |V2 |=1，|E12 |=0 可 得

f ( v0)= f ( v5)=0。由 |V2 |=1并排除情形（5）可得

f ( v2)=0。由意大利控制的定义可得，f ( v3)=
f ( v4)=1。 于 是 ， v5 ∈V0 且 |N ( v5)∩V1 |=
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|N ( v5)∩V2 |=1。 由 命 题 6，rf ( v )≥0.6>0.4，
矛盾。

图 3给出了情形（6）中意大利控制函数的示意

图，图中黑色实心点表示 f (v)=0的顶点，空心圆圈

表示 f (v)=1的顶点，较大的空心圆圈表示 f (v)=
2的顶点。

情形（7）|E11 |=1且|V2 |=0。当n≡1(mod 5 )
时，根据命题5，rf ( v )≥0.4>0.2。

当 n≡2(mod 5 ) 时 ，用 反 证 法 ，假 设

rf ( v )≤0.4。
令 f ( v0)= f ( v1)=1 或 f ( v0)= f ( v2)=1 或

f ( v1)= f ( v5)=1。
如 果 f ( v0)= f ( v1)=1， 由 |E11 |=1 且

|V2 |=0，则 f ( v2)= f ( v5)=0。根据意大利控制的

定义，f ( v4)=1。 f ( v3)可以是 1也可以是 0。若

f ( v3)=1，则 |N ( v2)∩V1 |=3，由命题 3和命题 5，
rf ( v )≥0.6>0.4，矛盾。若 f ( v3)=0，由 |E11 |=1
且 |V2 |=0，则 f ( v6)=0。然后由意大利控制的定

义 ，f ( v7)=1。 f ( v8)=1 或 0。 若 f ( v8)=1，则

|N ( v6)∩V1 |=3，由命题 3和命题 5，rf ( v )≥0.6>
0.4，矛盾。若 f ( v8)=0，根据意大利控制的定义，

f ( v9)=1。于是，f ( v5)=0且 |N ( v5)∩V1 |=3，由
命题3和命题5，rf ( v )≥0.6>0.4，矛盾。

如 果 f ( v0)= f ( v2)=1， 由 |E11 |=1 且

|V2 |=0，则 f ( v1)= f ( v3)= f ( v4)=0。根据意大利

控 制 的 定 义 ，f ( v5)=1。 f ( v6)=1 或 0。 若

f ( v6)=1，则 |N ( v4)∩V1 |=3，由命题 3和命题 5，
rf ( v )≥0.6>0.4，矛盾。若 f ( v6)=0，根据意大利

控 制 的 定 义 ，f ( v7)= f ( v8)=1。 由 |E11 |=1 且

|V2 |=0知，f ( v9)= f ( v10)= f ( v11)=0。然后由意

大利控制的定义可得，f ( v12)=1。由 |E11 |=1且
|V2 |=0 知 ，f ( v13)= f ( v14)=0。 然 后 可 得 ，

f ( v15)=1。 f ( v16)=1 或 0。 若 f ( v16)=1，则

|N ( v14)∩V1 |=3，由命题 3和命题 5，rf ( v )≥0.6>
0.4，矛盾。若 f ( v16)=0，根据意大利控制的定义，

f ( v17)= f ( v18)=1。 由 |E11 |=1 且 |V2 |=0 知 ，

f ( v19)= f ( v20)= f ( v21)=0。这样下去，可得：当

i≡2，5，7，8(mod10 ) 时 ， f ( vi)=1； 当

i≡3，4，6，9，10，11(mod10 ) 时 ，f ( vi)=0。 因 为

n≡2(mod5 )，可令n=5q+2，则2n-2=10q+2，
故 v2n-2 ∈V1，v0 ∈V1 且 ( v2n-2，v0)∈E，由 命 题 5，
rf ( v )≥0.8>0.4，矛盾。

如果 f ( v1)= f ( v5)=1，由 |E11 |=1且 |V2 |=0
知，f ( v0)= f ( v4)= f ( v9)=0。根据意大利控制的

定 义 ，f ( v2)=1。 由 |E11 |=1 且 |V2 |=0 知 ，

f ( v3)=0。 f ( v6)=0或 1。若 f ( v6)=1，则 v4 ∈V0

且 |N ( v4)∩V1 |=3，由 命 题 3 和 命 题 5，rf ( v )≥
0.6>0.4，矛盾。若 f ( v6)=0，根据意大利控制函数

的定义，f ( v7)= f ( v8)=1。由 |E11 |=1且 |V2 |=0
知，f ( v10)= f ( v11)=0。然后可得，f ( v12)=1。再由

|E11 |=1且 |V2 |=0知，则 f ( v13)= f ( v14)=0。然

后可得，f ( v15)=1。f ( v16)=0或 1。若 f ( v16)=1，
则 |N ( v14)∩V1 |=3，由命题 3 和命题 5，rf ( v )≥
0.6>0.4，矛盾。若 f ( v16)=0，根据意大利控制的定

义，f ( v17)= f ( v18)=1。由 |E11 |=1且 |V2 |=0知，

f ( v19)= f ( v20)= f ( v21)=0。然后可得，f ( v22)=1。
这样下去，可得：当 i≡2，5，7，8(mod10 )时，f ( vi)=
1；当 i≡3，4，6，9，10，11(mod10 )时，f ( vi)=0。因

为n≡2(mod5 )，可令n=5q+2，则2n-2=10q+
2，故 v2n-2 ∈V1，v0 ∈V0且 |N ( v0)∩V1 |=3，由命题

3和命题5，rf ( v )≥0.6>0.4，矛盾。

图4给出了情形（7）中意大利控制函数示意图，

图中黑色实心点表示 f ( v )=0的顶点，空心圆圈表

示 f ( v )=1的顶点。

情形（8） 存在 v∈V0，满足 |N ( v )∩V1 |=3。
用反证法，假设当 n≡1(mod 5 )时，rf ( v )≤0.2；当
n≡2(mod 5 )时，rf ( v )≤0.4。

令 f ( v2)=0， f ( v0)= f ( v3)= f ( v4)=1。 由

|V2 |=0且 |E11 |=1知，则 f ( v1)= f ( v5)= f ( v6)=
f ( v7)=0。根据意大利控制的定义，f ( v8)= f ( v9)=
1。于是，( v8，v9)∈E，由命 3和命题 5，rf ( v )≥0.6>
0.4>0.2，矛盾。

图3 情形（6）中的意大利控制函数f的示意图

Fig. 3 Italian domination function f in Case (6)
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图 5给出了情形（8）中意大利控制函数的示

意图。

情形（9）存在vi满足 f (v i)=1且 i≡0(mod 2 )。

用反证法，假设当 n≡1(mod5 )时，rf ( v )≤0.2；当
n≡2(mod5 )时，rf ( v )≤0.4。

令 f ( v0)=1。由 |V2 |=0 且 |E11 |=1 知，则

f ( v1)= f ( v2)=0。f ( v3)=1或0。
若 f ( v3)=1，排除情形（8），f ( v4)=0。根据意

大利控制的定义，f ( v5)= f ( v6)=1。由 |V2 |=0且
|E11 |=1知，f ( v7)= f ( v8)= f ( v9)=0。然后由意

大利控制的定义，f ( v10)=1。由 |V2 |=0且 |E11 |=
1，f ( v11)= f ( v12)=0。然后可得，f ( v13)=1。排除

情形（8），f ( v14)=0。然后可得，f ( v15)= f ( v16)=1。
由|V2 |=0且|E11 |=1，f ( v17)=f ( v18)=f ( v19)=0。
排除情形（8），f ( v21)=0。根据意大利控制的定义，

f ( v20)=1。 这 样 下 去 ， 可 得 ： 当

i≡3，5，6，10(mod 10 ) 时 ， f ( vi)=1； 当

i≡2，4，7，8，9，11(mod 10 ) 时 ， f ( vi)=0。 若

n≡1(mod 5 )，可 令 n=5q+1，2n-2=10q，故

f ( v2n-2)=1，则 v2n-2，v0 ∈V1 且 ( v2n-2，v0)∈E。若

n≡2(mod5 )，可令n=5q+2，则2n-1=10q+3，
故 f ( v2n-1)=1，则 v3，v2n-1 ∈V1 且 ( v3，v2n-1)∈E。

根据情形（7），当 n≡1(mod5 )时，rf ( v )>0.2；当
n≡2(mod5 )时，rf ( v )>0.4，矛盾。

若 f ( v3)=0，根 据 意 大 利 控 制 的 定 义 ，

f ( v4)=1。 由 |V2 |=0 且 |E11 |=1，则 f ( v5)=
f ( v6)=0。由意大利控制的定义，f ( v7)=1。排除

情形（8），f ( v8)=0。然后可得，f ( v9)= f ( v10)=1。
由 |V2 |=0 且 |E11 |=1，则 f ( v11)= f ( v12)=
f ( v13)=0。然后可得，f ( v14)=1。再排除情形（8），

f ( v15)= f ( v16)=0。然后可得，f ( v17)=1。排除情

形（8），f ( v18)=0，然后可得，f ( v19)= f ( v20)=1。由

|V2 |=0且 |E11 |=1，f ( v21)=0。这样下去，可得：

当 i≡4，7，9，10(mod10 ) 时 ， f ( vi)=1； 当

i≡2，3，5，6，8，11(mod10 ) 时 ， f ( vi)=0。 若

n≡1(mod5 )，可令 n=5q+1，则 2n-2=10q，故
f ( v2n-2)=1，于 是 v2n-2，v0 ∈V1 且 ( v2n-2，v0)∈E。
根据情形（7），rf ( v )>0.2，矛盾。若 n≡2(mod5 )，
可令 n=5q+2，则 2n-1=10q+3，故 f ( v2n-1)=
1，于是 |N ( v3)∩V0 |=2，这种情况不满足意大利控

制函数的定义。因此，rf ( v )≤0.4不成立。

图 6给出了情形（9）中的意大利控制函数示

意图。

由定理10和定理13，可得定理14。
定理 14当 n≡0，3，4(mod 5 )时，γI (P ( n，2 ) )=

é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 ；当n≡1，2(mod5 )时，γI (P ( n，2 ) )= é

ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 +1。

2. 3 P（n，2）意大利控制数与2-彩虹控制数和经典

控制数的关系

根据定理9和定理14，可以得到定理15。
定理 15当 n≡0，1，2，3，4，6，7，9(mod 10 )时，

γI (P ( n，2 ) )=γr2 (P ( n，2 ) )；当 n≡5，8(mod 10 )时，

图4 情形（7）中的意大利控制函数f的示意图

Fig. 4 Italian domination function f in Case (7)

图5 情形（8）中的意大利控制函数f的示意图

Fig. 5 Italian domination function f in Case (8)
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γI (P ( n，2 ) )=γr2 (P ( n，2 ) )-1。

定理16［12］ 若n≥5，则γ (P ( n，2 ) )= é
ê
ê

ù
ú
ú

3n
5 。

根据定理14和定理16，可以得到定理17。
定理17 γI (P ( n，2 ) )≠2γ ( P ( n，2 ) )，因此P（n，

2）不是意大利图。

3 结论

本文主要研究了广义 Petersen图 P（n，1）和 P
（n，2）的意大利控制数。通过构造可递推的意大利

控制函数得到P（n，1）和P（n，2）意大利控制数的上

界。利用袋装法和控制代价函数法分别证明出 P
（n，1）和P（n，2）意大利数的下界。最终确定了P（n，
1）和P（n，2）意大利控制数的精确值：γI (P ( n，1) )=

n；当 n≡0，3，4(mod 5 )时，γI (P ( n，2 ) )= é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 ；当

n≡1，2(mod 5 )时，γI (P ( n，2 ) )= é
ê
ê

ù
ú
ú

4n
5 +1。同时

还得到了P（n，1）和P（n，2）意大利控制数与2‒彩虹

控制数之间的关系：γI (P ( n，1) )=γr2 (P ( n，1) )；当
n≡5，8(mod10 )时，γI (P ( n，2 ) )=γr2 (P ( n，2 ) )-1；
否则，γI (P ( n，2 ) )=γr2 (P ( n，2 ) )。

此外，当 n≡0(mod 4 )时，P（n，1）是意大利图；

当n≡0(mod 4 )时，P（n，1）不是意大利图。P（n，2）
不是意大利图。
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图6 情形（9）中的意大利控制函数f的示意图

Fig. 6 Italian domination function f in Case (9)
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