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考虑微裂纹演化时间效应的
混凝土动力损伤本构模型

海 鲁，李 杰
（同济大学 土木工程学院，上海 200092）

摘要：在混凝土静力弹塑性损伤理论的基础上，提出有效损

伤驱动力的概念，引入微惯性和微黏性以考虑混凝土微细观

裂纹动力演化的率敏感性所导致的材料应变率效应，建立了

适用于强动力作用下混凝土结构响应分析的动力损伤本构

模型。利用数值分析得到的混凝土应力应变全曲线和动力

提高因子表明该模型能够反映材料在中、高应变率作用下的

动力力学性能。对Hopkinson杆的数值模拟，也表明了所提

出模型的有效性。
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A Dynamic Constitutive Damage Model
Considering Rate-Dependence of Micro-
cracks Evolution for Concrete

HAI Lu，LI Jie
（College of Civil Engineering， Tongji University， Shanghai
200092，China）

Abstract：In this paper，a rate-dependent damage model
was proposed by incorporating micro-inertia and micro-

viscosity into the static elasto-plastic damage framework
to account for the strain rate effect of concrete induced by
the rate-dependence of micro-cracks. The stress-strain
curves and dynamic increase factors of concrete strength
obtained by numerical analysis indicate that the dynamic
mechanical properties of the material at moderate and
high strain rates can be well captured by the model.
Furthermore，numerical simulations of a Hopkinson-bar
test were performed and the analytical results were in
good agreement with the experimental results，
demonstrating the validity of the proposed model for the
dynamic responses analysis of concrete structures
exposed to high-rate loadings.

Key words： concrete； dynamic； damage； rate-

dependence

自 1917年Abrams［1］首次发现混凝土的应变率

效应，人们对混凝土动力力学特性的研究已有一百

多年的历史。大量试验数据表明，混凝土在动力作

用下强度表现出率敏感性，即抗拉强度和抗压强度

随着应变率的增加而提高［2-3］。原因一般归结为材料

本身的黏性特性、微细观裂纹演化效应和宏观惯性

作用3种物理机制［4-6］。相比黏性特性，在爆炸、冲击

等中高应变率作用下，微裂纹演化效应和宏观惯性

作用对材料动力性能的影响更为显著。通常认为：

在动力分析时宏观惯性作用可自动得到反映，微裂

纹演化效应则需在本构模型中加以考量［7］。

自 Ladevèze［8］和Mazars［9-10］在混凝土损伤力学

理论研究中做出开创性工作后，损伤本构模型逐渐

成为混凝土结构非线性分析的有效工具。李杰

等［11］、Wu等［12］建立的双标量弹塑性损伤模型，能够

全面反映混凝土的非线性力学行为，且数值算法相

对简单。文献［13-15］从随机性与非线性耦合的角

度建立损伤萌生与随机演化的基本法则，系统发展

了细观随机断裂模型，实现了混凝土力学性质随机

性与非线性的综合反映。在损伤力学的框架下，为

反映混凝土的率敏感性，一些研究者考虑应变率效

应的物理机制建立动力损伤模型［16-17］。

但现有研究大多仅通过黏性规则化等方式考虑

材料的黏性效应及其对损伤演化的影响，而对微裂

纹尖端的惯性和其他耗散机制所导致的演化率敏感

性和时间效应，并没有充分考量。而后者的合理量

化对于中、高应变率作用下的混凝土材料本构建模
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十分关键。基于此，本文提出了有效损伤驱动力的

概念，引入微惯性和微黏性，结合细观随机断裂模

型，给出动力损伤演化法则，在宏观层次量化了微细

观层次裂纹扩展的率相关性，从而建立了一类适用

于强动力作用下混凝土非线性分析的损伤本构

模型。

1 混凝土双标量弹塑性损伤理论

应变张量 ε可分解为弹性应变张量 εe和塑性应

变张量εp两部分，即

ε= εe+ εp （1）

根据应变等效假定，有效应力定义为［18］

σ̄ = E0：εe （2）

式中：E0为初始弹性刚度。

为反映混凝土的拉压各向异性，对有效应力张

量引入如下所示的正负分解［11］：

σ̄= σ̄++ σ̄- （3）

σ̄+ =P+：σ̄ （4）

σ̄-= σ̄- σ̄+=P-：σ̄ （5）

式（3）~（5）中：正负投影张量P+和P-分别定义为

{P+=∑i=13 H ( )σ̂̄ i ( )p i⊗ p i⊗ p i⊗ p i

P-= I-P+
（6）

式中：σ̂̄ i和p i分别为有效应力张量的第 i阶特征值和

对应的特征向量；I 为四阶单位张量；H ( ⋅ ) 为
Heaviside函数，定义为

H (x)= {0 x≤0
1 x>0 （7）

基于等温绝热条件下材料的弹性Helmholtz自
由能势和塑性Helmholtz自由能势不耦合的假定，材

料的总弹塑性Helmholtz自由能势可以表述为［18］

ψ (εe，κ，d+，d-)=ψ e (εe，d+，d-)+ψ p (κ，d+，d-)
（8）

式中：ψ e与ψ p分别为材料的弹性和塑性Helmholtz自
由能；d+与d-分别为受拉和受剪损伤变量；κ为塑

性硬化内变量。

对于弹性Helmholtz自由能，基于上述有效应力

的正负分解和损伤变量的引入，可以分解为［18］

ψ e (εe，d+，d-)= 1
2 (1-d

+) P+：σ̄：εe+
1
2 (1-d

-) P-：σ̄：εe （9）

类似地，塑性Helmholtz自由能可以表达为［18］

ψ p ( )κ，d+，d- = ( )1-d+ ∫0
εp

σ̄+：dεp +

(1-d-)∫0
εp

σ̄-：dεp （10）

材料的损伤和塑性演化过程都是不可逆的热力

学过程，其能量耗散均应为非负值，本构方程必须满

足以下Clausius‒Duhem不等式：

σ：ε̇- ψ̇≥0 （11）

将式（8）微分并代入式（11），可得到

(σ- ∂ψ e
∂εe )：ε̇e+ (σ：ε̇p- ∂ψ p

∂κ ：κ̇)-
( ∂ψ∂d+ ḋ++ ∂ψ

∂d- ḋ
-)≥0 （12）

考虑 ε̇e的任意性，要满足上述不等式要求，可得

σ= ∂ψ e
∂εe （13）

考虑式（13），将式（9）所定义的弹性Helmholtz
自由能代入，可得

σ= (I-D)：E0：(ε-εp) （14）

式中：四阶损伤张量D表示为

D=d+P++d-P- （15）

式（14）即为混凝土双标量弹塑性损伤本构模型。

2 损伤和塑性演化准则

2. 1 有效损伤驱动力

根据Clausius‒Duhem不等式（11），可得到如下

损伤耗散不等式
∂ψ
∂d+ ḋ

+=Y+ḋ+≥0 （16）

∂ψ
∂d- ḋ

-=Y-ḋ-≥0 （17）

式中：Y+与Y-分别定义为受拉和受剪损伤能释

放率。

由式（16）和（17）可知，选取损伤能释放率作为

损伤驱动力，所得结果必然不违背热力学第二定律，

因此，损伤演化准则在一般意义上可以表示为

d±=g (Y±) （18）

当忽略塑性变形对材料受拉Helmholtz自由能

的影响，选择Drucker‒Prager作为塑性势函数，经过

推导和简化［11，18］，可以得到受拉和受剪损伤能释放

率的表达式分别为
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Y+= 1
2E0

é

ë
êê
2 ( )1+ ν0
3 (3J̄ +2 )+

1-2ν0
3 ( Ī +1 ) 2- ν0 Ī +1 Ī -1

ù

û
úú （19）

Y-= b0 (αĪ -1 + 3J̄ -2 ) 2 （20）

式（19）、（20）中：E0与 ν0分别为材料的初始弹性模量

和泊松比；Ī ±1 分别为对应有效应力 σ̄±的第一不变

量；J̄ ±2 分别为对应有效应力偏量 s̄±的第二不变量；

b0与α定义为材料常数。

事实上，在中、高应变率作用下，由于在微细观

尺度裂纹尖端存在惯性和其他耗能机制，则相比准

静态过程，微裂纹扩展的驱动力会有所滞后，正是这

种驱动力的滞后效应使得微裂纹扩展表现出率敏感

性和时间相关性，从而宏观层次材料特性表现应变

率效应。而损伤是对微裂纹演化的宏观描述，损伤

驱动力即损伤能释放率会有相应地滞后，为在宏观

层次表征这一物理过程，引入如下方程：

a±Ÿ̄±+ b±Ẏ̄±+ Ȳ±=Y± （21）

式中：Ȳ±分别定义为有效受拉和受剪损伤能释放

率，即有效损伤驱动力，由于有效损伤能释放率对时

间的二阶导数和一阶导数的引入，损伤驱动力的滞

后效应得以表征；a±分别对应受拉和受剪的微惯性

系数；b±分别对应受拉和受剪的微黏性系数。相应

地，损伤演化法则表示为

d±=g (Ȳ±) （22）

2. 2 损伤演化方程

为确定损伤演化法则，本文引入细观随机断裂

模型［13-15］。如图1所示，结构代表性体积元离散为一

系列相互并联的微弹簧，并假定弹簧两端与刚性板

连接。在这一模型中，各微弹簧的性质代表材料的

微观特性，而弹簧系统的集合性质表征了代表性体

积元的性质。

假定微弹簧的应力‒应变关系为理想弹脆性，如

图 2所示，且各个微弹簧的断裂应变为随机变量。

在加载过程中，微弹簧的渐进断裂导致了整体系统

的力学行为偏离线性，呈现出非线性和软化的特征。

因此，宏观代表性体积单元的损伤变量可定义为［13-15］

D±= ∫0
1
H [εe±eq -Δ± (x)]dx （23）

式中：Δ± (x)分别为受拉和受剪断裂应变随机场；εe±eq
分别定义为受拉和受剪能量等效应变，表达式分

别为

εe+eq =
2Ȳ+

E0
（24）

εe-eq = 1
( )α-1 E0

Ȳ-

b0
（25）

由于断裂应变为随机变量，图 1所示的随机系

统不仅可以很好地反映混凝土力学性质的非线性，

也可以综合反映混凝土应力‒应变关系的随机性。

即细观随机断裂模型实现了混凝土受力力学性质随

机性与非线性的综合反映。对损伤演化方程式（23）
两边分别求数学期望，得到损伤的均值演化规律为

d±=μD (εe±eq )=E é
ë
ê∫0
1
H [εe±eq -Δ± (x)]dxùûú=

∫0
1∫-∞

+∞
H [ ]εe±eq -Δ± ( )x f ( )Δ± ( )x dΔ± dx=

∫0
1∫-∞

εe±eq
f ( )Δ± ( )x dΔ± dx=F (εe±eq ) ( 26 )

式中：f ( ⋅ )和F ( ⋅ )分别为断裂应变随机变量的一维

概率密度函数和累计分布函数。

试验研究证实，受拉和受剪断裂应变随机场的

一维概率分布一般为对数正态分布［18-19］，其均值和标

准差分别为μΔ±和σΔ±。令

Z± (x)=ln Δ± (x) （27）
图1 细观随机断裂模型

Fig.1 Mesoscopic stochastic fracture model

图2 弹簧应力应变关系

Fig.2 Stress-strain relation for micro-springs
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满足正态分布，其均值和标准差分别为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

λ±=E [ ]ln Δ± ( )x =ln ( )μΔ±

1+ σ 2Δ± μ2Δ±

ζ± 2=var [ ]ln Δ± ( )x =ln ( )1+ σ 2Δ± μ2Δ±

（28）

因此，Δ± (x)的一维概率分布函数为

F (εe±eq )=Φ ( ln εe±eq - λ±ζ± ) （29）

式中：Φ ( ⋅ )表示标准正态分布的累计分布函数。

2. 3 塑性演化

塑性应变对混凝土本构关系的建模有不可忽略

的影响。为简单起见，本文采用如下简化形式的塑

性应变演化控制方程［19］：

ε±p = ξ±p (d±)
n±p ε±e （30）

式中：ξ±p 与n±p 为控制塑性演化的材料参数。

并认为塑性应变也可以基于有效应力张量分解

的思想分解为正负两部分，即

εp = ε+p + ε-p （31）

3 算例及验证

本文所提出的模型涉及的材料参数如表 1所
示。其中，弹性参数、损伤演化参数和塑性参数的取

值参照文献［19-20］。而本研究所提出的动力损伤

参数的取值由单轴受拉强度和受压强度的动力提高

曲线拟合得到。需要指出，在此忽略了混凝土强度

等级、骨料种类等因素对动力损伤参数取值的影响，

更为精确的参数取值方法将做进一步研究。

此外，为聚焦本文研究目标，以下分析实例均只

涉及确定性分析内容，而对混凝土动力效应的随机

性影响另文专门论述。

3. 1 应力-应变曲线

首先对混凝土单轴受拉应力‒应变全曲线进行

数值模拟。通过控制加载速率实现 3种应变率，分

别为 0.001 s-1、10 s-1和 20 s-1。模拟中所采用的材

料参数分别为：E=34 700MPa，λ+=4.753 6，ζ+=
0.656， a+=3.0×10-10 s-2， b+=3.0×10-5 s-1，
ξ+p =0.6，n+p =0.1。

模拟所得到的3种应变率下混凝土受拉应力应

变全曲线如图3所示。从图3可以看出，随着应变率

的提高，混凝土单轴受拉峰值应力及对应应变逐渐

增加，从而验证了本文所提出的模型能够较好地反

映混凝土在中、高应变率作用下的强度明显提高等

动力力学行为。

3. 2 动力强度提高因子

混凝土在动力作用下的率相关效应可用动力强

度提高因子（即动力强度与静力强度之比）来描述。

采用本文模型，通过数值模拟分别计算了单轴受拉

和单轴受压条件下不同应变率对应的动力强度提高

因子，所得到的结果与经典试验结果［21-31］对比如图

4、5所示。模拟中，关于受拉的材料参数同3. 1保持

一致，关于受压的材料参数取值分别为：λ-=7.471，
ζ-=0.376 7， a-=5.0×10-12s-2， b-=2.0×
10-6 s-1，ξ-p =0.4，n-p =0.1。

通过对比可发现，本文所提出的模型基本能够

反映强度随应变率的变化趋势，尤其是能够描述在

中、高应变率范围内强度的大幅度提高。

3. 3 混凝土层裂试验

Hopkinson杆层裂试验是探究混凝土在冲击、爆

炸等强动力作用下动态拉伸强度的重要技术。为进

一步验证所提出模型的有效性，本文选择 Schuler
等［32］所作的混凝土层裂试验，采用三维有限元模型

进行了数值模拟。

Schuler等人的试验装置见图 6，由直径同为 75
mm，长度分别为 60、5 500、250 mm的撞击器、入射

表1 动力损伤本构模型参数

Tab.1 Parameters of dynamic damage constitutive
model

损伤形式

弹性参数

损伤演化参数

动力损伤参数

塑性演化参数

受拉

E

λ+，ζ+

a+，b+

ξ+p ，n+p

受压

E

λ-，ζ-

a-，b-

ξ-p ，n-p

图3 单轴受拉全曲线

Fig.3 Uniaxial tensile curves
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杆和混凝土试件组成。试验中，通过撞击器撞击入

射杆产生压缩波，压缩波传入混凝土试件并在试件

自由端发生反射形成拉伸波，在拉伸波的作用下混

凝土发生动态断裂，而通过控制撞击器的速度，可测

试试件在不同应变率下的力学行为。

本文选取 4.1、7.6和 14.1m ⋅ s-1 3种冲击速度，

将撞击器、入射杆和混凝土试件综合建模，并进行数

值分析。分析中，混凝土采用本文所提出的动力损

伤本构模型，材料参数取值为：E=38 900MPa，
λ+=5.43，ζ+=0.54，a+=1.0×10-10 s-2，b+=
3.0×10-5 s-1，ξ+p =0.6，n+p =0.1，λ-=8.43，ζ-=

0.42， a-=6.5×10-12 s-2， b-=2.5×10-6 s-1，
ξ-p =0.4，n-p =0.1。

在Hopkinson杆试验中，试件自由端的pull-back
速度（即自由端质点速度从峰值到最低点的差值）是

衡量混凝土动态抗拉强度的重要指标。本文数值模

拟所得到的3种冲击速度下混凝土自由端的速度时

程曲线如图7所示。由此所计算得到的pull-back速
度和试验结果见表 2。通过数值结果和试验结果对

比可知，本文所提出的模型用于结构分析时能够较

好反映混凝土在强动力作用下的力学行为。

图4 受拉动力强度提高因子

Fig.4 Dynamic increase factors under tension

图5 受压动力强度提高因子

Fig.5 Dynamic increase factors under compression
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4 结论

在混凝土弹塑性损伤理论的基础上，提出了有

效损伤驱动力的概念，引入微惯性和微黏性量化由

于细微观层次裂纹演化时间效应而导致的宏观层次

损伤滞后的效应，从而可以反映混凝土在爆炸、冲击

等强动力荷载作用下的应变率效应。通过数值模拟

结果的分析与对比，本文所提出的模型能够较好地

描述混凝土在中、高应变率作用下的力学行为，可以

应用于混凝土结构在强动力作用下的非线性分析。
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