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基于弹性应变能三维Hoek⁃Brown准则修正

郭建强，卢雪峰，陈建行，蒋建国，杨前冬，蒋 磊，伍安杰
（贵州大学 土木工程学院，贵州 贵阳 550025）

摘要：基于能量转化是物质物理过程本质属性，从能量角度

对H-B准则进行了研究。首先阐明了H-B准则在判断材料

破坏时的能量机制，揭示其既是经验型强度准则，更是弹性

应变能表示的能量型强度准则，据此得出提高H-B强度准则

计算精度的关键所在；然后根据三维H-B准则与弹性应变能

数学表达式之间关系，引入材料变形参数，建立仅有3个参数

的修正后三维H-B准则；进一步理论分析表明该准则是一族

以变形参数为参数的强度准则集合，变形参数等于 0.5时蜕

化为三维H-B准则；最后的真三轴试验计算表明，修正后三

维H-B准则可较好地描述岩石的破坏特性，计算结果较为

精确。
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Modification of Three Dimension Hoek-
Brown Criterion Based on Elastic
Strain Energy

GUO Jianqiang，LU Xuefeng，CHEN Jianhang，JIANG
Jianguo，YANG Qiandong，JIANG Lei，WU Anjie
（College of Civil Engineering， Guizhou University， Guiyang
550025，China）

Abstract： The H-B strength criterion was revised from
the energy point of view to improve its accuracy and
applicability， which was different from the previous
methods of improving rock mass characteristic
parameters. Based on the fact that elastic strain energy
release was the intrinsic mechanism of rock failure，
researches were carried out：The general expression of
existing H-B criterion was summarized and its energy
mechanism in determining material failure was clarified，
revealing that the H-B criterion was both an empirical
strength criterion and an energy-type strength criterion
expressed by elastic strain energy，which led to the key to

improving the calculation accuracy of the H-B strength
criterion.The H-B criterion was obtained based on the best
fit of the strength data the relationship between the
criterion and the theoretical expression of elastic strain
energy，introducing material deformation parameters to
replace Poisson's ratio in elastic strain energy to establish
a modified three-dimension H-B criterion including only
three parameters. The further theoretical analysis shows
that the modified three-dimension H-B criterion is a set of
strength criteria with deformation parameters as
parameters，when the deformation parameter is equal to
0.5，it degenerates into the existing three-dimensional H-B
criterion；Finally，the true triaxial test calculations show
that the modified three-dimension H-B criterion can better
describe the failure characteristics of the rock， the
calculation results are more accurate，and the internal
mechanism that produces the above results is analyzed.

Key words： rock mechanic； three-dimension Hoek-

Brown criterion；elastic strain energy；Poisson’s ratio

经过 40多年发展，Hoek-Brown（H-B）准则已广

泛地应用于基础工程、边坡工程、采矿工程及地下工

程等，也是迄今为止应用最为广泛、影响最大的岩石

强度准则［1］。为考虑中间主应力影响，Pan等［2］与

Singh等［3］分别提出了三维H-B强度准则；Zhang
等［4-5］提出了一个真正的三维H-B强度准则，并对其

进行了修正；姜华［6］建立了一种简便的岩石三维H-B
强度准则。同时，为使选取的岩石和岩体参数尽可

能地反映工程现场的实际情况，Hoek等［7-10］结合岩

体评分系统（RMR）与地质强度指标（GSI），引入反

映爆破影响和应力释放的扰动参数D来确定岩体参

数；巫德斌等［11-14］给出了GSI不同的定量确定方法；

Sonmez等［15］考虑了开挖方式的扰动系数df，并给出
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了岩体参数确定公式；闫长斌等［16］基于岩体完整性

系数Kv，建立了一个修正的岩体参数确定方法。尽

管这些方法从不同程度上提高了H-B准则的计算精

度，但由于需考虑的因素相对较多，因此在难以精准

获得每个影响因子条件下，这可能导致计算结果与

实际差别较大。

针对这种情况，基于能量转化是物质物理过程

本质属性，首先阐明已有H-B准则能量机制；进而在

此基础上，引入一个能够反映岩体变形特性参数；然

后以三维H-B准则［4］为基础，建立修正后三维H-B
准则。

1 基于弹性应变能的H⁃B准则分析

1. 1 H-B准则

Hoek和Brown［17-18］提出的H-B岩石强度准则，

如下所示：

σ1= σ3+ σc m i ( σ3/σc )+1 （1）

式中：σ1，σ3分别为岩石破坏时最大、最小主应力；σc
为单轴抗压强度；m i为岩石量纲为一的经验参数，反

映了岩石的软硬程度，取值范围为0. 001~25。
1992年Hoek等［19］对H-B岩石强度准则进行了

改进，提出适用于岩石和岩体的广义H-B岩体强度

准则，表达式如下：

σ1= σ3+ σc (mb ( σ3/σc )+ s )a （2）

式中：mb，s，a为反映岩体特征经验参数；s反映了岩

体破碎程度，取值范围为 0～1. 0，对于完整岩体（岩

石），s=1. 0，a=0. 5。
为了体现中间主应力对岩石强度影响，国内外

学者提出了三维H-B准则。Pan和Hudson三维H-

B准则［2］、Singh三维H-B准则［3］、Zhang 和Zhu三维

H-B准则［4］及Zhang三维H-B准则［5］，依次为

3J2
σc
+mb (

3J2
2 - I1

3 )- sσc=0 （3）

σ1= σ3+ σc
é

ë
ê
êê
êmb ( σ2+ σ3 )

2σc
+ sù

û
úúúú
a

（4）

3J2
σc
+m i (

3J2
2 + sin θσ J2

3
- I1
3 )- sσc=0（5）

J2 =
-B± B2-4AC

2A
（6）

A=3/σc （7）

B=( 3 /2+sin θσ/ 3 )m i （8）

C=-( sσc+ I1m i/3 ) （9）

1
σ (1/a-1)c

( 3J2 )1/a+

mb (
3J2
2 + sin θσ J2

3
- I1
3 )-sσc=0 （10）

通过数学变换，已有H-B准则式（1）~（10），均

可用式（11）~（14）中任意公式进行表示，即剪切面

的广义剪应力q不小于广义抗剪强度的 3时，材料

就会发生破坏。比如，Zhang和Zhu三维H-B准则式

（5），可用式（6）表示。

J2 = f ( I1，I2，θσ，mb，s，a ) （11）

J2= f 2 ( I1，I2，θσ，mb，s，a ) （12）

q= 3J2 = 3 f ( I1，I2，θσ，mb，s，a ) （13）

q2=3f 2 ( I1，I2，θσ，mb，s，a ) （14）

式中：J2为应力偏量第二不变量；I1为应力张量第一

不变量；I2为应力张量第二不变量；θσ为罗德角；q称
为广义剪应力或应力强度；函数 f称为与材料的应力

状态相对应的广义抗剪强度。

1. 2 弹性应变能

弹性应变能表达式如下：

Ue= 1
2E (σ 21 + σ 22 + σ 23 -2υ( σ1σ2+ σ2σ3

+σ3σ1 ))= 3
2E J2-

3
2E
1-2υ
3 I2=UeJ2+UeI2 （15）

UeI2=-1-2υ2E I2 （16）

UeJ2= 3
2E J2 （17）

式中：υ为泊松比；E为弹性模量；UeJ2、UeI2分别为偏

量弹性应变能与张量弹性应变能［20-22］。

由式（15）可知：υ=0.5时，UeI2=0、Ue=UeJ2，

此时弹性应变能与E及 J2有关，与 I2无关；υ≠0.5，
则UeI2≠0、Ue=UeJ2+UeI2，这种情况下Ue与 υ、E、
I2及 J2有关。基于弹性应变能是岩石破坏的内在机

理［20-23］，υ≠0.5时仅考虑 J2与E，而不考虑 υ及 I2，将
会导致计算结果出现较大误差。

1. 3 基于弹性应变能H-B准则分析

根据热力学第一定律，任何物质任何物理过程

（岩石破坏过程也属于物质物理过程）均应满足能量

守恒，则

U=Ue+Ud=(UeJ2+UeI2 )+Ud （18）

式中：Ud为耗散能，满足熵增原理［23］。

式（11）左右两边同时乘以 3/2E，可得弹性应

变能表示的已有H-B准则一般表达式，即
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3
2E J2 = UeJ2 = 3

2E J2-
1-2×0.5

3 I2=

Ue |υ=0.5=
3
2E f ( I1，I2，θσ，mb，s，a ) （19）

基于弹性应变能是岩石破坏的内在机理［20-23］，显

然弹性应变能（Ue）释放时不会仅释放偏量弹性应变

能（UeJ2）或仅释放张量弹性应变能（UeI2），且UeJ2与

UeI2同时释放时满足能量守恒（考虑耗散能Ud计算

准确）。基于此，由式（19）可得已有H-B准则特点：

（1）从弹性应变能角度揭示了已有H-B准则既

是经验型强度准则，又是能量型强度准则。

（2）已有H-B准则将岩石在任意应力状态下破

坏时泊松比均看作0. 5，这也正是提高已有H-B准则

精度的关键所在。

同理，式（6）左右两边同时乘以 3/2E，可得弹

性应变能表示的三维H-B准则［7］，见式（20）。
3
2E J2 =

3
2E J2-

1-2×0.5
3 I2=

3
2E
-B± B2-4AC

2A
（20）

2 基于弹性应变能三维H-B准则

2. 1 三维H-B准则建立

为了进一步提高 Zhang-Zhu三维H-B准则［4］的

计算精度，从广义抗剪强度与弹性应变能两个角度

对三维H-B准则分别进行修正。

2. 1. 1 基于广义抗剪强度三维H-B准则修正

为了能提高三维H-B准则精度，对广义抗剪强

度进行修正，修正后广义抗剪强度（H）如下：

H ( I1，I2，θσ，mb，s，a )= f 2 ( I1，I2，θσ，mb，s，a )+g（21）

联立式（11）与式（21），可得

J2= f 2 ( I1，I2，θσ，mb，s，a )+g （22）

式中：g称为广义抗剪强度的修正函数。显然，通过

不同的修正函数 g，可得不同的修正后三维H-B准

则。参考弹性应变能表达式，本文中选择的修正函

数g如下：

g= 1-2υhb3 I2 （23）

式中：υhb是由试验数据拟合而得的材料参数。考虑

到 g源于材料的弹性应变能，参考理想弹塑性材料

泊松比 υ=-1.0~0.5，初步提出 υhb=-1.0~1.0，
并通过真三轴试验验证υhb取值可行性。

联立式（5）、式（22）及式（23），从广义抗剪强度

方面进行修正，得修正后三维H-B准则如下：

3J g/2
σc
+m i ( 3J g/2

2 + sin θσ J g/2
3

- I1
3 )- sσc=0（24）

其中，

J g/2 = J2-
1-2υhb
3 I2 （25）

2. 1. 2 基于弹性应变能H-B准则修正

基于弹性应变能是岩石破坏的内在机理［20-23］，以

Zhang-Zhu三维H-B准则［4］为基础（由 2. 3理论分析

可知该准则也是能量型强度准则），提出当储存的弹

性应变能（Ue）达到某一临界值岩石就开始破坏，并

据此建立弹性应变能表示的修正后三维H-B准则，

见式（26），其左右两边同时除以 3/2E，可得以应

力不变量表示的修正后三维H-B准则，见式（27）。

Ue = 3
2E J2-

1-2υ
3 I2=

3
2E
-B± B2-4AC

2A
（26）

J2-
1-2υ
3 I2=-B± B2-4AC

2A
（27）

一方面，岩石单轴试验确定泊松比能否适用于

复杂的应力状态尚无明确结论［24］，这表明岩石的泊

松比将随应力水平改变而变化，即非理想弹塑性材

料岩石的泊松比确定较为复杂；另一方面，若根据试

验数据确定的泊松比大于0. 5，则修正后三维H-B准

则在应用过程中将存在一定理论问题。考虑到H-B
准则是由 σ1~σ3空间中的强度数据的最佳拟合得到

的经验型强度准则，其材料参数均由拟合而得。因

此，为克服式（26）~式（27）中存在的理论问题，参考

弹性应变能与三维H-B准则的数学表达式，给出一

个拟合方程，从而得到可完全看作是经验型强度准

则的修正后三维H-B准则。为了以示区分，用式

（25）中 υhb替代式（26）或（27）中由试验数据而得 υ，
则修正后三维H-B准则如下：

J2-
1-2υhb
3 I2=-B± B2-4AC

2A
（28）

3J g/2
σc
+m i ( 3J g/2

2 + sin θσ J g/2
3

- I1
3 )- sσc=0（29）

由于式（28）或式（29）中材料参数 υhb源于弹性

应变能，提出 υhb反映了材料侧向变形与轴向变形比

值，其取值与式（25）中υhb相同。

由式（15）、式（26）~式（29）可看出，修正后三维

H-B准则具有如下几个特点：
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（1）已有三维H-B准则在估计岩体强度时需测

定多个参数，而修正后三维H-B准则仅需 3个参数

m i、s及 υhb就能对岩体强度进行估计。比如，已有三

维H-B准则虽仅有 3个参数mb、s及 a，但为了确定

mb需要测定岩石单轴抗压强度、RQD、非连续面间

距与条件及地下水等。因此，已有三维H-B准则需

要实际测定的参数远多于3个。

（2）υhb=0.5时，修正后三维H-B准则蜕化为

Zhang-Zhu提出的三维H-B准则［4］，因此，该准则仅

是修正后三维H-B准则的特例。可见，从某种程度

上来说，υhb无论大于0. 5，还是小于0. 5，修正后三维

H-B准则从一定程度上也反映了弹性应变能是岩石

破坏的内在机理。

综上所述，修正后三维H-B准则既避免了将岩

石破坏时泊松比恒看作0. 5，又可完全利用H-B准则

（包括三维H-B准则）已有研究成果，便于其工程应

用（与其他新建立的强度准则相比）。

2. 2 H-B准则理论分析

图1为修正后三维H-B准则在π平面屈服轨迹。

其中，括号外与括号内变形参数 υhb分别对应于 I2<
0及 I2>0。以 I2<0为例，由图1修正后三维H-B准

则屈服轨迹，可以看出：

（1）不同材料变形参数 υhb对应的 π平面上屈服轨迹

较为相似，因此修正后三维H-B准则可看作是一族

以 υhb为参数的强度准则集合，而非单一强度准则。

文献［4］提出的三维H-B准则仅是修正后三维H-B
准则 υhb=0.5时的特例。

（2）I2<0时，变形参数 υhb越小计算结果越安

全；反之，I2>0时，变形参数 υhb越大计算结果越

安全。

（3）与文献［4］提出的三维H-B准则相比，修正

后三维H-B准则结果如下：①0< υhb<0.5、I2<0，
或 υhb>0.5、I2>0时，修正后三维H-B准则计算结

果偏小。②0< υhb<0.5、I2>0，或 υhb>0.5、I2<0
时，修正后三维H-B准则计算结果偏大。

2. 3 三维H-B准则验证

由于文献［4］已对三维H-B准则进行了研究，且

其仅为修正后三维H-B准则的特例。因此，本文仅

采用修正后三维H-B强度准则对闪长岩、花岗岩、白

云岩及粗面岩真三轴强度进行计算，结果见表 1~3
及图2~5。

图1 修正后三维H-B准则π平面屈服轨迹

Fig.1 Trace of yield surfaces on π plane of revised

three-dimensional H-B strength criterion

表1 修正后三维H-B准则计算参数

Tab. 1 Parameters in generalized H-B strength
criterion

岩石

闪长岩
花岗岩
白云岩
粗面岩

文献［4］

σc/MPa

165
201
257
100

s

1
1
1
1

最优m i

31
35
10
11

修正后三维H‐B准则

材料变形参数υhb
单个变形参数

0. 45
0. 42
0. 49
0. 49

两个变形参数

0. 55 & 0. 45
0. 53 & 0. 38
0. 53 & 0. 48
0. 50 & 0. 48

根据文献［4］，最优m i由式（5）对八面体剪应力试验

值与理论值最佳数值拟合所得。

表2 变形参数分组拟合

Tab. 2 Group fitting of deformation parameters

σ3
/MPa

0
30
60
100
150
/
/

σ2/MPa
闪长岩

υhb 1=
0. 55
0~79
30~100
60~199
100~199
150~348
/
/

υhb 2=
0. 45

149~229
200~298
249~449
248~597
399~642
/
/

σ3
/MPa

0
2
20
38
60
77
100

σ2/MPa
花岗岩

υhb 1=
0. 53
-
2~18
20~61
38~103
60~114
77~142
100~259

υhb 2=
0. 38
0~100
40~100
79~202
119~198
180~249
214~310
312

σ3
/MPa

45
60
75
100
/
/
/

σ2/MPa
粗面岩

υhb 1=
0. 50
45~281
60~83
75~108
100~126
/
/
/

υhb 2=
0. 48
-

133~306
147~363
171~384
/
/
/

σ3
/MPa

25
45
65
85
105
125
145

σ2/MPa
白云岩

υhb 1=
0. 53
25~229
45~266
65~208
85~153
105~205
125~239
-

υhb 2=
0. 48
272
294

262~393
233~445
268~415
293~516
253~455
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采用平均误差评价修正后三维H-B准则计算误

差（见表3）。

Δχ i=
σsyi- σ lli
σsyi

×100% （30）

------Δχ=
∑
i

|| Δχ i
n

（31）

式中：n为试样数量；σsyi为第 i试样试验值；Δχ i为第 i

试样误差；
------Δχ为全部试验值与理论值的平均误差。

表3 不同准则计算平均误差

Tab. 3 Average error error of σ1calculation
by criterion

岩石

闪长岩
花岗岩
粗面岩
白云岩

平均误差
------Δχ/%

三维H‐B
准则［4］

9. 30
9. 88
4. 65
3. 70

修正后三维H‐B准则

单个变形参数
υhb
7. 92
8. 40
3. 70
3. 67

两个变形参数
υhb
6. 67
5. 13
3. 32
2. 39

图2 三维H-B准则计算结果（闪长岩）

Fig.2 3D H-B criterion calculation results(KTB
amphibolite)

图3 三维H-B准则计算结果（花岗岩）

Fig.3 3D H-B criterion calculation results(Westerly
granite)
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修正后三维H-B强度准则材料变形参数拟合方

法：依据 σc、s、m i及最小主应力与中间主应力计算

σ lli，取与平均误差
------Δχ最小值对应υhb为拟合值。

修正后三维H-B准则材料参数υhb可采用1个或

多个取值原因：材料参数 υhb可能与应力水平有关，

而真三轴试验时的应力范围相对较广，比如闪长岩

最小主应力 0~150MPa、中间主应力 0~642MPa。
相对而言，实际工程的应力变化幅度相对较小，因此

可根据应力水平取1个材料参数υhb即可。由计算结

果可以看出，即使采用1个υhb，修正后三维H-B准则

精度也高于三维H-B强度准则。另外，材料参数 υhb
取值还需根据试验数据作进一步深入研究。

由表1~表3及图2~图5可以看出：

（1）无论采用单个变形参数，还是两个变形参数

修正后三维H-B准则计算的闪长岩、花岗岩、粗面岩

及白云岩破坏强度的平均误差分别为 7. 92%、

图5 修正后三维H-B准则计算结果（白云岩）

Fig.5 3D H-B criterion calculation results(Dunham
dolomite)

图4 修正后三维H-B准则计算结果（粗面岩）

Fig.4 3D H-B criterion calculation results(Mizuo
trachyte)

209



同 济 大 学 学 报（自 然 科 学 版） 第 50卷

8. 40%、3. 70%及 3. 67%，均低于三维H-B准则计

算 的 相 应 平 均 误 差 9. 30%、9. 88%、4. 65% 及

3. 70%。

（2）对闪长岩、花岗岩、粗面岩及白云岩采用两

个变形参数 υhb进行拟合，计算误差缩小为 6. 67%、

5. 13%、3. 32%及 2. 39%。如若采用三个或者更多

个变形参数υhb进行拟合，显然计算精度会更高。

（3）修正后三维H-B准则 υhb=0.38~0.55，介于

前述给出的建议值 υhb=-1.0~1.0之间，且围压恒

定条件下 υhb随中间主应力增加表现为逐渐减小趋

势。因此，根据真三轴试验数据拟合结果，提出变形

参数建议取值υhb=0~1.0。

3 修正后三维H-B准则讨论

尽管修正后三维H-B准则的计算精度有所提

高，为了能够利用H-B准则在岩体工程中积累的研

究成果，还需从以下几方面进行研究：

（1）考虑到问题复杂性，为了能精细化的确定变

形参数 υhb，尝试在 υhb、σ2，σ3及 υhb0（由 σ2= σ3时的试

验值确定）建立如下关系式。

υhb= f ( σ2，σ3 )υhb0 （32）

（2）为了使修正后三维H-B准则也能应用于岩

体的数值计算，吸收H-B准则在岩体参数方面的研

究成果，提出基于地质强度指标（GSI）与可考虑爆破

影响和应力释放的扰动参数D表征的υhb确定方法。

υhb= f (GSI，D )υhb0 （33）

（3）修正后三维H-B准则屈服轨迹并非完全非

凸性，可采用椭圆型、双曲线型和空间滑动面（SMP）
的罗德角函数对其修正［1］。

4 结 论

（1）基于弹性应变能是岩石破坏内在机理，阐明

已有H-B准则既是经验型强度准则，更是能量型强

度准则，但已有H-B准则将材料任意应力状态下破

坏时泊松比均看作0. 5，这也正是提高其计算精度关

键所在。

（2）以文献［4］中Zhang-Zhu三维H-B准则为基

础，从广义抗剪强度与弹性应变能两个角度，建立了

经验型的修正后三维H-B准则。该准则仅需3个参

数m i、s及 υhb就能对岩体强度进行估计，并参考理想

弹塑性材料的泊松比取值，初步给出了材料变形参

数建议取值υhb=-1.0~1.0。

（3）理论分析表明修正后三维H-B准则是一族

以 υhb为参数强度准则集合，而非单一强度准则，

υhb=0.5时该准则蜕化为Zhang-Zhu三维H-B准则，

即Zhang-Zhu三维H-B准则仅是修正后三维H-B准

则特例。

（4）闪长岩、花岗岩、粗面岩及白云岩的计算结

果表明：修正后三维H-B准则可较好地描述岩石的

破坏特性，计算结果较为精确，并根据验证结果提出

材料变形参数取值υhb=0~1.0。
（5）为了利用H-B准则在岩体工程中积累的研

究成果，需要建立参数 υhb与地质强度指标及考虑爆

破影响和应力释放的扰动参数之间的函数关系。
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