
第 50 卷第 3 期
2022 年 3 月

同济大学学报（自然科学版）
JOURNAL OF TONGJI UNIVERSITY（NATURAL SCIENCE）

Vol. 50 No. 3
Mar. 2022

论
文
拓
展
介
绍

改进力密度法在悬索桥主缆找形中的应用

刘 超 1，詹海鹏 1，朱 怡 2

（1. 同济大学 土木工程学院，上海 200092；2. 无锡市政设计研究院有限公司，江苏 无锡 214072）

摘要：针对悬索桥成桥和空缆两种状态的主缆找形问题，提

出了改进力密度法。该方法结合无应力长度的概念，假设初

始缆形为直线段。通过力密度法建立结构平衡方程求解节

点坐标，反复迭代，求出控制条件下的目标缆形。以新建成

的徐州京杭大运河地锚式悬索桥为依托，利用Matlab编程求

解主缆缆形，并将数值计算结果与坐标实测值进行比较，结

果表明该方法收敛稳定，计算效率高，并具有较高的精度。

同时，通过算例验证了论文提出的方法对于空间缆形自锚式

悬索桥同样适用。
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Modified Force Density Method for
Form-Finding of Main Cable of
Suspension Bridges

LIU Chao1，ZHAN Haipeng1，ZHU Yi2
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Shanghai 200092，China；2. Wuxi Municipal Design Institute Co.
Ltd.，Wuxi 214072，China）

Abstract： Aimed at the problem of main cable form-

finding of suspension bridges in the finished dead load
state and the unloaded state， a modified force density
method is proposed. This method combines the concept of
unstressed length， assuming the initial cable shape is
straight line segment. A structural balance equation is
established to find the target cable shape under limited
conditions by iterations， which is based on the force
density method. The proposed method was used to
calculate the cable shape of the Beijing-Hangzhou Grand
Canal Suspension Bridge by Matlab. The comparison of
the numerical calculation results and measured values of
the coordinates shows that the proposed method has a
stable convergence， high computational efficiency and

high accuracy. The proposed method was verified to be
suitable for self-anchored suspension bridges with three-

dimensionally cables through the calculation example.

Key words： suspension bridge；modified force density
method； numeral calculations； form-finding of main

cable；unstressed length

悬索结构的工程应用历史悠久，是最常见的大

跨度结构形式，应用范围覆盖到桥梁工程、房屋建筑

等。悬索桥是最典型的悬索结构，通过其主缆的轴

向力来抵抗外荷载作用，可以充分利用钢丝等材料

的拉伸强度。当主缆采用高强度材料的时候，能够

大幅度减轻自重比例，使得悬索桥能够实现较大的

跨度。悬索桥主缆不同于一般的刚性结构，在无应

力状态下的结构初始形状是不确定的，在使用状态

下的主缆轴力提供几何刚度。因此，悬索桥主缆存

在显著的非线性特征，这也使得主缆找形问题成为

其结构分析的重点和难点。针对悬索桥结构，

Ochsendorf等［1］指出，Euler提出的抛物线理论，即主

缆在沿跨均布荷载下的形状为抛物线，其水平分力

为恒定值，忽略了主缆重力沿着主缆曲线分布的特

征，仅适用于跨度较小的桥梁。随着悬索桥跨度的

不断增大，抛物线形状的主缆受力与实际受力不相

符，误差较大，不能满足设计要求。因此，悬链线模

型［2］、分段悬链线法［3］、整体力学分析法［4］等解析方

法被先后提出，并广泛应用至今。近些年，有限元

法［5-7］得到快速发展，成为分析工具之一。但非线性

有限元方法在悬索结构找形过程中存在两个问题：

一是多迭代子步带来的误差积累，二是收敛的不稳

定性［8］。此外，宋旭明等［9］提出需要仔细考虑主梁的

压缩对主缆无应力长度产生的影响。Kim等［10］考虑

加劲梁和主塔的轴向压缩，基于弹性悬链线单元和
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牛顿迭代法，以无应力长度为未知数，提出了TUCD
（target configuration under dead load）及其改进算法，

但是该算法对初始值要求较高。我国悬索桥规范规

定的缆形计算方法即为分段悬链线法［11］，此方法迭

代参数较少，求解速度快，是目前应用最普遍的方

法。但该方法对迭代初值敏感，迭代过程容易发散，

且需要推导复杂的悬链线方程。

力密度法［12-17］由Schek于1974年提出，主要用于

索网找形分析，因其简易的计算理念而得到快速发

展。动力松弛法［18］自从 1965年提出以来不断得到

发展，其本质是利用特殊条件下的动力方法来解决

静力问题。二者均广泛应用在索网和膜结构设计

中。力密度法优势在于能够利用线性手段求解非线

性问题，计算更加简便。索网结构找形与悬索桥主

缆找形原理相似，本质上都是寻找适应边界条件的

平衡状态。本文基于传统的力密度法，结合主缆无

应力长度的概念，增加迭代求解过程的控制条件，提

出了适合悬索桥主缆找形的改进力密度法。利用静

力平衡和几何协调关系，采用力密度作为初始参数，

形成力与节点坐标的线性关系，建立整体平衡方程，

直接求解主缆节点坐标。该方法将非线性问题转化

为线性方程的求解，步骤简便，收敛稳定，计算精度

满足工程需求。

1 力密度法基本原理

力密度法［12］基本参数有结构的拓扑关系、边界

约束条件、荷载以及平衡条件。悬索结构的拓扑关

系规定了节点单元的排列规则和序列，采用单元‒节
点的关联作为其拓扑矩阵C t，定义为

C t ( e，i，j )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

+1 i ( e )=1
-1 j ( e )=1
0 其他

（1）

式中：i，j为节点号，i，j=1~nt，节点分为两部分，n f
表示固定节点，nd表示自由节点，二者的关系可以表

示为 nt= nd+ n f；e为单元编号，e=1~m；拓扑矩阵

C t的行数对应着单元号，列数对应着节点号，即为m
行和nt列。根据固定节点和自由节点可将C t分块为

C和C f，即C t=[C C f ]。
设结构中所有节点的三维坐标为x t、y t、z t，均为

nt维矢量，坐标矢量同样可分为固定节点与自由节

点：x t={ }xx f ，y t=
ì
í
î

ü
ý
þ

y

y f
，z t={ }zz f 。相邻节点的坐标

差矢量u，v，w为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

u=Cx+C fx f
v=Cy+C f y f
w=Cz+C fz f

（2）

设单元长度和轴力分别为m维矢量 l和 t，与之

相对应的m维对角矩阵设为L和T，对应3个坐标方

向的外荷载矢量分别为 px、py、pz。结构处于平衡状

态下，每个节点力的矢量和为零，因此可以得到以下

平衡方程：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

CTUL-1t=px
CTVL-1t=py
CTWL-1t=pz

（3）

式中：U、V、W为相邻节点的坐标差矢量；u、v、w对

应的m维对角矩阵。

令 q=L-1t，其物理含义为单元轴力和单元长

度的比值，即力密度的定义，可以得到

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

CTUq=px
CTVq=py
CTWq=pz

（4）

利用关系式

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Uq=Qu
Vq=Qv
Wq=Qw

（5）

将式（2）和式（5）带入式（4）得
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

CTQCx+CTQC fx f=px
CTQCy+CTQC f y f=py
CTQCz+CTQC fz f=pz

（6）

设D=CTQC，即为C的广义高斯变换，同理设

D f=CTQC f，可得

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Dx+D fx f=px
Dy+D f y f=py
Dz+D fz f=pz

（7）

式（7）为力密度法求解的基本方程，并且是一组

能够求解自由节点坐标的线性方程。对于一个给定

的荷载体系和固定节点，对应每一组力密度，就可以

求得该组力密度下结构的唯一平衡形状。由于对角

矩阵Q元素为力密度值，对于纯受拉的主缆体系没

有交叉节点，且设置受拉为正，即满足每个单元力密

度大于0，则D是正定矩阵。

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

x=D-1 ( px-D fx f )
y=D-1 ( py-D f y f )
z=D-1 ( pz-D fz f )

（8）
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t=Lq （9）

对于给定的结构拓扑矩阵，在已知的荷载和边

界条件下，不同的力密度对应着不同的平衡状态。

力密度的变化与平衡状态的变化是相对应的，同时

对于线性方程的求解效率较高。因此，力密度是悬

索结构适合的描述参数。

2 改进力密度法

工程实践已经证明，悬索桥的主缆在单元长度

合适的情况下，采用只受轴向力的杆单元模拟主缆

索结构具有较高的精度，并且单个杆单元的垂度效

应可以忽略。因此，主缆找形计算假定如下：

（1）主缆为完全柔性，只受轴向拉力作用，忽略

主缆抗弯刚度的影响。

（2）单个杆单元的自重均布荷载根据有限元基

本理论等分到单元两端节点形成等效节点力。

（3）杆单元张拉过程中截面的面积保持不变。

（4）主缆单元应力在弹性范围内满足胡克定律。

（5）主缆锚固点位置、吊杆位置、跨中垂点以及

吊杆力为设计已知量。

传统的力密度法只是简单给定力密度，尚无法

满足悬索桥主缆找形特定的限制条件，此时找形问

题就转化为需满足附加控制条件的非线性问题，需

采用特定的方式进行迭代求解。针对主缆体系，引

入无应力长度的概念，基于不同的设计需求建立满

足限定条件的迭代格式，从而求解出主缆找形问题

中的成桥缆形和空缆缆形。

2. 1 成桥缆形计算

在平衡方程中，两侧锚点和塔顶 IP点为已知固

定节点，其余节点可作为自由节点，吊杆力作为外荷

载的一部分也是已知量。在成桥缆形求解问题中，

主缆无应力长度和自由节点坐标为未知量，迭代过

程中保持更新，其余已知条件保持不变。

由于主缆缆形未知，其自重也是未知的，需要设

置初始缆形提供初始单元长度。初始单元轴力可设

为一个较大值，易于收敛。依据二者数值得到初始

力密度。初始缆形根据设计需求可设置为锚点、塔

顶 IP点与垂点之间的相连直线，以吊杆位置为界将

主缆分成若干个单元和节点。初始缆形中每一段的

主缆长度已知，可以用主缆的截面积乘上节段长度

再乘上重度表示节段主缆的重力，便可得到成桥缆

形计算的平衡方程。根据式（8）求解得到新的自由

节点坐标。以节点z坐标为例，其平衡方程如式（10）
所示。

zn=D (qe n-1) -1 ( pz ( le n-1) -D f(qe n-1) z f ) （10）

式中：z f为固定节点 z坐标向量，始终保持不变；qe为
各单元力密度值，e是单元编号；zn为第 n阶段待求

解的自由节点 z坐标向量；D (qe n-1)和D f(qe n-1)为
平衡矩阵，由第n-1阶段的单元力密度qe n-1确定；

pz ( le n-1)为结构 z方向外荷载，由于吊杆力已知，所

以外荷载由第n-1阶段的单元长度 le n-1确定。

由于假设的直线缆形不可能保持平衡，因此需

要进入下一迭代。以本阶段的缆形作为初始状态，

重新代入求解平衡方程。主缆重力是对应上一阶段

缆形的节段重力，在计算得到新的缆形之后，由于主

缆重力发生变化，结构体系将再次不平衡，需要反复

迭代计算，直到相邻节段的缆形坐标变化量达到收

敛要求。在主缆无应力长度和坐标均未知的情况

下，锚点和塔顶的边界条件不足以确定主缆的成桥

线型。理论上，可以有无穷组力密度满足方程的要

求，即有无穷组成桥缆型解，因此需要根据已知设计

条件（垂点坐标和吊杆纵向坐标）来获得跟设计参数

匹配的成桥缆形。在每次迭代过程中设定这些自由

节点的设计坐标值，进入下一阶段的迭代计算，最终

平衡方程求解获得的自由节点坐标会逐渐收敛至满

足设计参数的缆形。

图1 悬索桥示意图

Fig.1 Schematic diagram of suspension bridge
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epx=
∑( )|| xni-xn-1i + || yni - yn-1i + || zni- zn-1i ≤
10-6 （11）

式中：xni、yni、zni 为第 n阶段 i节点的三维坐标；xn-1i 、

yn-1i 、zn-1i 为第n-1阶段 i节点的三维坐标。

成桥缆形求解具体流程如图2所示。

2. 2 空缆缆形求解

空缆缆形与成桥缆形的求解相似，初始缆形和

初始轴力与成桥缆形分析中设置相同。空缆状态

下，吊杆力为零，只受主缆重力作用，并且空缆缆形

的垂度未知。由于从空缆到成桥状态主缆的锚点不

变，因此全桥主缆的无应力长度不变。在成桥缆形

确定后，每一个主缆单元轴力为已知，成桥状态的单

元无应力长度可表示为

s0e= se ( )1+ te
AE （12）

式中：s0e为单元无应力长度；se为成桥状态单元有应

力长度；te为主缆单元轴力；A为主缆截面积；E为主

缆弹性模量。

利用主缆在成桥状态和空缆状态时的无应力长

度相等这一控制条件，即可求解空缆缆形。在迭代

过程中保持固定节点不变，利用已知的单元无应力

长度来控制迭代过程中单元轴力和长度。以节点 z
坐标为例，其平衡方程如式（13）所示。

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

zn=D ( )qe n-1 ( )s0e -1
( pz-D f( )qe n-1 ( )s0e z f )

le= s0e( )1+ te
AE

，e=1，2，⋅ ⋅ ⋅，m
（13）

式中：pz在外荷载迭代过程中保持不变；qe n-1可以看

作是单元无应力长度的函数；le表示迭代过程中单

元有应力长度由已知的无应力长度求得；te表示单元

轴力。其余符号参考式（10）的说明，收敛要求见

式（11）。
由于主缆在成桥和空缆状态下内力不同，因此

需要设置索鞍预偏量，消除因受力不同导致的主缆

对主塔的水平力。张拉过程中缆形会随着吊杆的逐

步张拉，回到成桥状态的线形。对于索鞍的预偏量，

可以在缆形计算的基础上，先假设预偏量为Ap，假

设偏向边跨，预偏量调整值为Δ=Ap 2。在此假设

下，分别计算空缆状态和成桥状态下的主缆无应力

长 度 。 若 前 者 大 于 后 者 ，调 整 预 偏 量 为

Ap=Ap-Δ；若前者小于后者，调整预偏量为Ap=

图2 成桥缆形求解流程图

Fig.2 Flowchart of cable shape finding in finished stage
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Ap+Δ，并设置下一阶段预偏量调整值为Δ=Δ 2。
如此反复计算，直到空缆缆形和成桥缆形的无应力

长度之差满足精度要求。

3 工程应用

3. 1 平面缆形悬索桥实例

如图 4所示，京杭大运河悬索桥位于徐州市金

山桥经济开发区境内，为双索面地锚式悬索结构。

全桥长245. 0 m，桥宽5. 8 m，主跨为130. 0 m的钢桁

架梁。主塔采用钢桁架结构。主缆为1根预制平行

钢丝索股，垂跨比1/10，垂度13 m，两主缆横桥向中

心间距为 5. 8ｍ。全桥共有 50根吊索，吊索间距为

5 m，吊索索力在139~176 kN之间。该桥已于2020

年11月施工完成。

利用本文方法计算该桥的成桥和空缆缆形。跨

京杭大运河悬索桥的成桥状态如图5所示。在桥梁

主缆架设和张拉期间对全桥缆形进测量，空缆和成

桥实测缆形如图 6所示。本桥主缆弹性模量为

1. 99×105 MPa，截面积为0. 01 m2。

根据流程图 2、图 3，基于Matlab软件对空缆缆

形与成桥缆形进行编程计算。同时，通过Midas
Civil软件建立有限元模型，如图 7所示。比较两种

算法之间的缆形误差，并得到本文程序所求得的空

缆和成桥缆型与实测值的误差，如图8和图9所示。

从图8和图9可以看出，论文方法与有限元方法

计算的空缆和成桥缆形误差最大分别为 2. 0 cm和

2. 3 cm。与实测值相比，空缆的缆形误差最大为

图3 空缆缆形求解流程图

Fig.3 Flowchart of cable shape finding in unloaded stage

图 4京杭大运河悬索桥总体布置图（单位：m）
Fig.4 Layout of Beijing-Hangzhou Grand Canal suspension bridge(unit:m)

355



同 济 大 学 学 报（自 然 科 学 版） 第 50卷

5. 6 cm。分析可知，产生此项误差的主要原因是空

缆时荷载较小，导致主缆存在局部扭曲，因此测量存

在一定误差。对于成桥缆形，论文方法计算的缆型

理论值与实测缆形的最大误差为 5. 8 cm，主要原因

是吊杆力理论值与实际值存在一定误差。总体而

言，论文方法计算的缆形误差相对较小。

3. 2 空间缆形悬索桥实例

为验证论文方法对于空间缆形的适用性，选取

韩国永宗大桥为工程背景，具体数据见参考文献

［19］。永宗大桥为自锚式空间悬索桥，桥梁总体布

置和具体参数见图10。吊索下锚点处桥面竖曲线半

径为 14 472 m，下锚点之间的横向距离为 31. 92 m；

端吊索力竖向分量为3 905. 30 kN，其余边跨吊索力

竖向分量为3 142. 86 kN，中跨吊索力竖向分量均为

3 088. 96 kN；边跨锚点和塔顶 IP点高差为66. 51 m。

该桥主缆弹性模量为 1. 99×105 MPa，截面积为

0. 135 5 m2。

空间缆形相较于平面缆形增加了Y方向的自由

度，同样选取锚点到 IP点之间的连线作为找形程序

的初始缆形，见图 11中的虚线线形，边界条件和之

前所述保持不变。已知吊索力竖向分量，但是吊索

力横向分量未知，可以利用已知的吊索锚点与主缆

节点坐标之间的位置关系，通过空间力矢量的分解，

得到迭代过程中作用于主缆的吊索力横向分量。自

锚式悬索桥梁体在巨大的索力作用下，会产生较大

的压缩量，本文通过有限元计算位移，改变找形边界

坐标，可以消除主梁压缩量对于缆形误差的影响。

通过本文程序求解的空间缆形如图11所示，由

空缆的直线经过迭代收敛至成桥的缆形。图 12和
图13分别给出了详细的平面坐标、立面坐标以及线

形迭代变化过程。

图 14给出了本文程序和文献［19］计算值的比

较结果，Y坐标误差最大为3. 3 cm，Z坐标误差最大

为 3. 0 cm。可见，本文方法在解决空间缆形计算问

题中同样具有较高的精度。

图9 成桥缆形比较

Fig.9 Comparison of cable shapes in finished stage
图5 主缆成桥状态

Fig.5 Main cable in finished satge

图6 空缆和成桥实测坐标

Fig.6 Measured coordinates of main cable in un⁃
loaded stage and finished satge

图7 有限元模型

Fig.7 Finite element structural model

图8 空缆缆形比较

Fig.8 Comparison of cable shapes in unloaded stage
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4 结论

（1）论文提出的改进力密度法用于解决悬索桥

主缆找形问题。将该算法应用于地锚式悬索桥实际

工程的施工监控，并与有限元结果进行对比验证。

结果显示，论文方法计算的缆形与实测缆形较为

接近。

（2）采用论文提出的方法求解自锚式悬索桥的

空间缆形，并与文献方法进行比较，验证了该算法的

适用性。

（3）论文提出的方法收敛稳定，初始参数简单，

计算速度较快，适用于平面和空间悬索桥的主缆找

形，值得进一步推广应用。

图11 空间缆形求解过程图

Fig.11 Solving process diagram of spatial cable
shape

图12 主缆平面线形迭代过程

Fig.12 Iterative process of main cable plane
alignment

图13 主缆立面线形迭代过程

Fig.13 Iterative process of main cable elevation

图14 两种算法的主缆坐标误差

Fig.14 Errors of coordinate of two algorithms

图10 永宗桥总体布置图（单位：m）
Fig.10 General layout of Yongzong Bridge(unit:m)
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