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扩展键基近场动力学的几何非线性扩展
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摘要：扩展键基近场动力学模型解决了经典模型中固定泊

松比的限制问题，但是仅限应用于小变形情况下的模拟。提

出了一种计算键变形的实现方法，利用有限变形理论中的描

述使模型能够处理几何非线性问题。 通过最小二乘拟合得

到物质点的局部位移场，再对位移函数求导得到局部域的变

形梯度张量。固体的旋转与拉伸通过对变形梯度张量的极

分解分离，从而将扩展键的变形部分从总体位移中提取。随

后，通过对变形系统的各个键力进行积分，从而获得系统大

变形的正确预测结果。最后，开展了几个基准测试，与非线

性有限元结果进行对比并验证了所提出模型的有效性和精

确性。
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Geometrical Nonlinear Extension of
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Abstract：The extended bond-based peridynamic（XPD）
model resolved the limitation of fixed Poisson’s ratio in
the classical model for small deformation problems. In this
paper， a novel implementation using the finite
deformation formulation is proposed to deal with
geometrical nonlinear problems. The rotation of solid is
calculated by the polar decomposition of the deformation
gradient tensor derived from the least square fitting of the
local displacement field. Therefore，the deformed part of
the bond deflection can be separated from the general
displacements， and then correct large deformation

predictions can be obtained by integrating each bond
force of the deformed system. Several benchmark studies
are presented to demonstrate the predictive ability of the
proposed model.
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传统的基于经典连续介质力学的数值方法，如

有限元法，能够通过迭代求解线性方程组较好地处

理线性连续问题。然而在处理非连续问题时，由于

难以定义非连续界面的应力导数，所以这类方法的

数学模型在裂纹开展处存在一定的缺陷。为了解决

这个问题，学者们提出了多种替代性的数值方法，其

中近场动力学方法因其非局部的键力描述［1］以及无

网格离散的特性［2］而备受关注。该方法通过对键力

密度积分的形式重构控制方程，从而能够有效处理

位移不连续问题。通过近些年的发展，近场动力学

方法已经具备可靠的弹性预测能力和断裂预测能

力［3-5］，在此基础上，许多学者开展了大量的研究使其

能够更加精确地捕捉断裂响应［6-8］。

在原始的键基近场动力学公式［1］中，2个相互作

用的粒子在法线方向上只有成对的中心力，导致模

型的泊松比不能自由定义。为了克服固定泊松比的

限制，一些学者在本构关系上进行了相应的扩

展［9-13］，其中应用最广泛的是态基近场动力学模型。

该模型根据经典弹性力学思路将近场动力学变形态

分解成净体积变化部分以及剩余部分。Madenci
等［14］通过应变能密度中偏量部分与等效应力的关系

提出了一种基于态基近场动力学的塑性模型，但是

其相关研究［15-18］受限于冯米塞斯屈服准则。同时，与

常规态基近场动力学一样，其测量体积应变的方式
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是基于小变形假设条件，所以在进行几何非线性分

析时需进行特殊处理［19-20］。

Zhu等［21］和Li等［22］开发的扩展键基近场动力学

模型（XPD）将剪切应变项引入原始公式，解决了泊

松比的限制问题，并且建立了宏观弹性常数与微观

键模量之间的关系。基于局部应变的数值实现方法

可以准确描述二维、三维任意泊松比的各向同性材

料模型的线性弹性行为。在该扩展模型中，通过计

算小变形理论下的“局部应变”来确定键剪应变效

应，其中假设材料粒子的位移远小于物体的任何相

关尺寸，因此其几何形状和空间各点处材料的本构

关系不随变形而改变。然而，这种近似对于薄壁或

细长结构，例如梁、板和壳这类容易受到显著旋转和

位移影响的结构，结果不可靠。

对于细长结构或薄壁结构，Diyaroglu等［23］引入

了近场动力学模型来预测梁的弯曲和横向剪切变

形。O’Grady等［24］引入了非常规态基近场动力学模

型来分析基于基尔霍夫洛夫理论的弯曲变形平板。

Nguyen等［25-26］针对壳结构开发了一种常规态基近场

动力学模型，该模型可以用于预测加筋结构的损坏。

在这些薄的柔性体中观察到大位移和大旋转是很常

见的，但是Nguyen等［19］提到上述近场动力学（PD）
模型都基于线性分析中的小变形假设。

对于某种数值方法，将其从小变形预测延伸至

大变形分析，是对其应用范围的重要扩展。它需要

考虑结构的几何非线性特性，这也是众多工程应用

中需要解决的关键问题。因此学者们发展了多种数

值方法，如无网格方法［27-29］、格子方法［30］、大变形边界

元方法［31-32］等。其中无网格法不依赖网格划分的质

量，在处理流体大变形问题中具有独特的优势，然而

其数值精度较难提高并且施加本质边界条件比较困

难；格子方法类似于将材料离散为有限数量的颗粒，

颗粒间通过直接接触相互作用，虽然其在应对材料

断裂问题时有一定优势，但格子法模拟材料的力学

特性严重依赖于颗粒的排布方式，从而影响了该方

法的普适性。大变形有限元方法［33-36］由于其在连续

变形预测方面的成熟度和可靠性，已被一些基准研

究用作参考方法，但有限元方法的网格依赖性以及

在处理非连续问题时的局限性也限制了其应用的

范围。

本文主要考虑几何非线性影响，旨在将扩展键

基近场动力学模型应用于大变形问题。考虑到连续

体的变形构型与未变形构型存在显著差异，采用变

形梯度张量来表示从初始构型到当前构型的映射。

变形梯度张量可以表示为位移场相对于初始坐标的

导数，因此利用Li等［22］提出的拟合方法计算局部位

移函数，从而得到局部变形梯度场。通过极坐标分

解，可以将变形梯度张量分解为 2个独立的运动过

程即刚性旋转和变形，从而正确计算出每个扩展键

的变形部分。

1 扩展键基近场动力学

在经典近场动力学模型中，局部平衡方程被描

述为力密度函数 f (X )的积分，其中属于彼此近场域

的 2个物质点沿着连接键的方向相互作用，如图 1。
对于某一物质点（所在位置记为X，HX代表物质点X
的近场域范围），它在时刻 t的运动平衡方程为

ρü (X，t )=∫HX

f (X，t ) dVX′+ b (X，t )，X∈Ω
（1）

式中：ρ为材料密度；ü为加速度向量；b (X，t )为体力

密度；VX′为物质点X ′所占体积。

取 2个位置不同且相互作用的物质点，X和X ′
分别为其位置坐标，则其相对位置向量可以定义为

ξ=X ′-X （2）

假设两物质点在时刻 t时分别产生了位移

u (X，t )以及u (X ′，t )，那么这两点的相对位移向量η

可以写成

η=u (X ′，t )-u (X，t ) （3）

局部键本构关系可以描述为

f (η，ξ，t )=C ⋅η （4）

式中：C为键刚度张量。文献［1］在键的拉压变形以

外引入了一种局部剪切机制，将键刚度张量表示为

C= 1
ξ [cn⊗n+ κ ( I-n⊗n) ] （5）

式中：ξ= ξ ，n= ξ/ξ表示键方向向量；c和 κ分别

图1 物质点分布以及近场域示意

Fig. 1 Material distribution and definition of
horizon
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表示键在法向以及切向方向的刚度，可以直接由材

料的基本参数求得（杨氏模量E和泊松比 ν）。近场

域H的大小由δ来表示。

在三维模型中，有

c= 6E
πδ4 (1-2ν )，κ=

6E (1-4ν )
πδ4 (1+ ν )(1-2ν )

（6）

对于平面应力问题，有

c= 6E
πδ3 (1- ν )

κ= 6E (1-3ν )πδ3 (1- ν2 )

（7）

对于平面应变问题，有

c= 6E
πδ3 (1+ ν )(1-2ν )

κ= 6E (1-4ν )
πδ3 (1+ ν )(1-2ν )

（8）

1. 1 有限变形理论下的键变形计算方法

使用X标记未变形构型中某一位置，x ( X，t )表
示运动变形后构型中对应位置，变形梯度张量F是

变形后向量的每个分量对于未变形向量的每个分量

的导数

F ij=
∂x ( X，t )i
∂Xj

= δij+
∂ui
Xj

（9）

式中：δij为克罗内克符号。

极分解定理表明，任何二阶张量都可以分解为

纯旋转和对称张量的乘积，因此固体的旋转和变形

可以分解为

F=RS （10）

式中：R和S分别为旋转张量以及右伸长张量。

经过刚性旋转后的键相对位置向量可表示为

ξR=X ′R-X R=Rξ （11）

由几何视图（图2）可知，有效相对位移为

ηeff= ξ+η- ξR （12）

则键的实际变形量可由式（13）、式（14）计算得到：

ℓ= ηeff ⋅nR
||ξ|| （13）

γ= ηeff ⋅nRs
||ξ|| （14）

式中：ℓ为键伸长率；γ为键剪切变形大小；nR= ξR

||ξ||，

nRs 为垂直于nR的单位方向向量。

1. 2 变形梯度张量的拟合

局部位移函数使用局部的物质点位移来拟合，

此位移函数可近似为一多元线性函数u。
u=aX+ b，ui= aijXj+ bi，i，j=1，2，3

（15）

式中：a为系数矩阵的组合；b为刚体位移。从而有

F ij= δij+
∂ui
Xj
= δij+ aij （16）

应用最小二乘法最小化每个位移分量的残差总

和，得到

A=TU local （17）

式中：A为系数a组成的矩阵；U local为局部物质点位

移组成的矩阵；T为

T=( X T
localX local )-1X T

local （18）

式中：X local为物质点坐标组成的矩阵［22］。

当得到变形梯度张量F后，便可以求得R和S。

在大变形理论中，S与右柯西-格林张量Q的关系为

Q=FTF=( RS )T ( RS )=S2 （19）

对于二维模型，当得到S的特征值 λ1和 λ2后，可

以定义

IS= λ1+ λ2，JS= λ1λ2 （20）

使用矩阵特征值的特性，λ21和 λ22为矩阵S2的特

征值。

IQ=tr S2= λ21+ λ22，JQ=|S2|= λ21λ22 （21）

由于S为正定对称矩阵，所以λ1>0，λ2>0。

IS=trS= IQ+2 JQ ，JS=|S|= JQ

（22）

根据文献［37］，S= I-1S (Q+ JS I )，所以

S-1=-IS [ JS ( JS+ IQ )+ JQ ]-1 [Q-
( JS+ IQ ) I ]

（23）

转动张量R通过式（24）可得

R=FS-1 （24）

1. 3 键断裂准则

为了描述材料损伤，标量函数μ(u，ξ )被引入了

力密度-位移函数关系 f (u，ξ )=μ(u，ξ )C ⋅η。

图2 键位移、旋转、变形示意

Fig. 2 Bond displacement, rotation and deforma⁃
tion
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μ(u，ξ )=
ì
í
î

ïï

ïïïï

1， 若ℓ<ℓc及 γ <γc
0， 若ℓ≥ℓc或 γ >γc

（25）

式中：ℓc和 γc分别为键伸长及键剪切的临界值。将

能量释放率G分解为径向部分以及切向部分，有

G=∫
0

δ∫
z

δ∫
0

2π∫
0

cos-1 ( z/ξ )
( 12 cℓ

2ξ+ 12 κγ
2ξ ) ξ 2·

sin θ dθ dϕ dξ dz
（26）

式中：θ为键与球坐标系 z轴的夹角；ϕ为键在Oxy平
面的投影与x轴的夹角。可得

ℓc=
5Gc (1-2ν )

3Eδ ，γc=
5Gs (1+ ν )(1-2ν )
3Eδ (1-4ν )

（27）

式中：Gc和Gs分别为 Ι型能量释放率和 ΙΙ型能量释

放率。物质点x处的损伤值d (x )可按式（28）衡量：

d (x )=1-
∫HX

μ(η，ξ ) dVX'

∫HX

dVX'

（28）

2 数值求解系统

利用动态松弛法模拟结构的准静态力学行为。

对于整个系统，引入自适应阻尼系数 cn结合虚拟对

角质量矩阵M［38］，建立加速度向量 Ü、速度向量 U̇和

力向量F之间的关系，如式（1）：

MÜ+ cn ṀU=F （29）

利用中心差分显式积分，相邻迭代步间的位移

关系可以写成

U n+1=U n+ΔtU̇ n+1/2 （30）

其中初始迭代步的速度向量为

U̇ n+1/2=ΔtM-1F 0/2，n=0 （31）
随后迭代步的速度向量通过式（32）计算：

U̇ n+1/2=[(2- cΔt )U̇ n+1/2+
2ΔtM-1F n ] /( 2+ cΔt ) （32）

对角质量矩阵M中的主对角元素必须满足

mii≥
1
4 Δt

2∑
j

|Kij| （33）

式中：Kij可采用文献［22］方法组成的刚度矩阵。

每一迭代步的自适应阻尼系数取决于

cn=2 (U n )TLnU n ] / [(U n )TU n ] （34）

式中：L为对角局部刚度矩阵，通过式（35）计算：

Lnii=(Fn-1
i /mii-Fn

i /mii )/( Δt u̇n-1/2i ) （35）

需注意，如果遇到速度为零的情况，Lii 便设

为零。

3 算例验证

进行相关基准测试以验证所提出的XPD模型

在大变形分析中的可靠性。3. 1节分析承受集中荷

载的悬臂梁，这是一个经典的基准问题。3. 2节引入

了一个 L形板来测试XPD大变形预测的有效性。

最后将大变形XPD结果与大变形有限元结果进行

对比，以验证所建立模型的准确性。假设模型为平

面应力情况，单位厚度。

3. 1 承受集中力的悬臂梁

悬臂梁的几何形状、边界条件和加载条件如图3
所示。其中，杨氏模量为 1 000MPa，泊松比为零。

对于XPD离散，近场域 δ=0.175m，网格间距Δx=
0.05m（与有限元分析的网格尺寸相同）。为了在左

边缘施加边界条件，将物质点的虚拟层添加到离散

化模型中（见图4左端面外侧物质点，宽度为δ，高度

为 1m），并且这些虚拟点的所有自由度都设置

为零。

图5、图6展示了线性XPD、非线性XPD和非线

性FEM预测的位移分布。通过对比可以看出，图 5
结果与图6结果有显著差异，因为在小变形理论中，

位移随着外力的增加呈线性增长，即计算仅依赖模

型的初始位置，而在大变形理论中，每对物质点之间

的相互作用力由模型刚体位移转动后的变形确定。

图3 悬臂梁的几何尺寸与边界条件（单位：m）
Fig. 3 Cantilever beam: geometry and boundary

conditions (unit: m)

图4 物质点分布与变形示意

Fig. 4 Material point distribution and its deforma⁃
tion
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由图 6可知，大变形XPD预测与大变形有限元预测

结果吻合较好，2个方向的位移分量都显示出非常好

的一致性。图7呈现了整个加载过程中记录的挠度

荷载信息，表明大变形XPD方法与大变形有限元方

法的加载路径几乎相同。

3. 2 承受竖向面力的L型板

考虑几何非线性和材料损伤行为的共同影响。

L形板在其右上侧面承受竖直载荷，几何尺寸和边

界条件如图 8所示。杨氏模量设置为 1 000MPa、泊

松比设置为 ν=0.1。对于XPD离散化，δ=0.35m
且Δx=0.1m。

记录F=70 000kN时的位移分量的云图，图 9
和图 10的结果表明，这 2种方法在求解结果上产生

的差异很小。

图5 使用小变形理论预测的x2方向位移云图

Fig. 5 Contour maps predicted by using small defor⁃
mation theory

图6 使用大变形理论预测的x2方向位移云图

Fig. 6 Contour maps predicted by using large defor⁃
mation theory

图7 悬臂梁的挠度-荷载分析

Fig. 7 Cantilever beam: deflection-load analysis

图8 L 形板的几何尺寸与边界条件（单位：m）
Fig. 8 L-shaped plate: geometry and boundary

conditions (unit: m)

图9 L 形板的使用大变形理论预测的x2方向位移云图

Fig. 9 L-shaped plate: displacement distribution
predicted by using large deformation
theory
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图11描绘了L形板上表面在2个不同加载阶段

的x2方向的位移。图12记录了板上表面3个不同点

的位移-荷载曲线。从这些比较中可以看出，大变形

XPD预测与大变形FEM的解几乎一致。

图 12是大变形XPD的断裂模拟。将临界能量

释放率设为 456 J·mm-2时，损伤在F=74 000kN处

开始演化。如果检测到任何键断裂，加载将不会继

续，而是等待系统迭代收敛再检测断裂，直至没有断

裂发生才会继续加载。在大约F=131 000kN时，

载荷不会增加，而L形板将继续向左侧尖端撕裂。

图 12中呈现的变形模式与文献［39］中的结果非常

吻合。

4 结语

基于扩展键基近场动力学模型提出了一种数值

实现方法。通过应用变形梯度张量在新的求解框架

中很好地解决了几何非线性问题。在几组基准测试

研究中，通过新框架模拟结果与大变形有限元结果

之间的对比验证了模型的有效性和准确性。同时，

该模型还能很好地模拟伴随大变形的材料非线性行

为，包括裂纹扩展等。与小变形模型相比，除了每一

步需要更新粒子的位置外，并没有增加额外的计算

消耗。鉴于其预测变形的能力以及编码简单的优

势，扩展键基近场动力学模型有望成为解决工程实

践中复杂问题的有效工具。

作者贡献声明：

朱其志：提供研究平台以及理论基础，进行研究指导以

及写作指导。

图10 L形板的上表面位移

Fig. 10 L-shaped plate: x2-direction displacement
on upper surface

图11 L形板上3个指定点的位移-荷载曲线

Fig. 11 L-shaped plate: x2-direction displacement-

load curves of three specified points

图12 L形板的大变形XPD预测的损伤模式

Fig. 12 L-shaped plate: damage patterns predicted by large deformation XPD
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