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岩石三维裂纹扩展问题的近场动力学数值模拟
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摘要：近场动力学（PD）方法基于键的形式处理断裂问题，对

裂纹尖端可自动追踪，因而在求解三维裂纹扩展问题时具备

极大的优势，但该方法中也存在数值震荡与边界误差等问

题。为解决上述问题，首先应用无网格伽辽金弱形式框架对

非常规态基近场动力学方法进行了探讨；随后引入近场动力

学微分算子（PDDO）近似，并对比分析了该近似与重构核粒

子（RKPM）近似间的差异，提出了具备更高数值精度的

RKPM-PD耦合算法，并给出了该算法的隐式迭代流程。

最后，通过若干数值算例验证了该算法在求解三维裂纹扩展

问题上的有效性。
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Numerical Simulation of 3D Crack
Propagation in Rock by Peridynamics
Approach
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Chinese Academy of Sciences，Wuhan 430071，China）

Abstract：The peridynamics method has great advantages
in solving crack propagation problems due to its automatic
tracking of crack tips by breaking bonds，but it also faces the
problems such as numerical oscillations and boundary errors.
In order to solve the above defects，this paper first discussed
the NOSB-PD method with the meshless Galerkin weak-form
framework. Next，it introduced the peridynamics differential
operator approximation and fully compared and analyzed the
difference between the PDDO approximation and the
reproducing kernel particle method（RKPM）approximation.
Then，it proposed the RKPM-PD coupling algorithm with a

higher numerical accuracy and gave the implicit iterative
process of the RKPM-PD method. Finally，it verified the
effectiveness of the algorithm in solving three-dimensional
crack propagation problems by using several numerical
examples.

Key words：peridynamics；meshless method；Galerkin

method；3D crack propagation

外部荷载作用下岩体内裂纹的扩展与贯通往往

导致岩石工程发生失稳破坏，因此预测岩体中裂纹

的扩展过程对于揭示岩体的变形和破坏规律以及评

价岩土工程的安全性具有重要意义。目前，受困于

研究手段的不足，对岩体裂纹扩展规律的研究仍集

中于二维空间内。但实际工程中的岩体裂隙，无论

深埋于岩体内部或只露于浅层表面，其本质都是三

维裂纹扩展问题，因此，对岩体三维裂隙扩展的研究

更具有实际意义［1］。

预测三维裂纹的扩展是一项极具难度的问题。

在理论研究方面，由于三维裂纹扩展问题的复杂性、

多样性与求解上的巨大难度，至今仍未有理论上的

相关突破。在室内试验方面，一般采用类岩石材料

或CT扫描方式对三维裂隙岩体的破裂机理进行研

究［2］，但由于岩体内部裂纹扩展观测手段的匮乏，室

内试验尚无法满足工程问题的需要。

由于理论分析与室内试验的缺乏，学术界对三维

裂纹扩展的研究集中于数值方法。有限元法（FEM）
是最早用于模拟裂纹扩展问题的数值方法，但FEM
在模拟裂纹扩展时需要不断地重新划分网格，极大地

增加了计算工作量。对于复杂的三维裂纹问题，网格

的切割划分更具挑战性。鉴于FEM的这些缺陷，出

现了基于点近似的无网格方法［3］。该方法不需要随
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裂纹扩展进行网格重构工作，降低了裂纹扩展问题的

难度。但无网格方法中也引入了一些新的缺陷［4］，

如：①本质边界条件的施加相对复杂；②计算量更大；

③配点型无网格计算稳定性差等。

鉴于传统数值求解方法在处理裂纹扩展问题时

的不足，Silling［5］提出了基于非局部作用思想的近场

动力学（Peridynamic，PD）方法。该方法以非局部作

用的积分模型代替传统理论的微分模型，避免了因

在位移不连续处求导引起的奇异性问题。2007年
Silling等［6］提出了更为广泛的非常规态基PD（Non-
ordinary state-based peridynamic，NOSB-PD）理论，

该理论借助变形梯度张量F在PD框架下引入经典

力学中的应力与应变，搭建了微观键与宏观强度准

则间的关系，因而在岩土工程领域得到了广泛的应

用［7-8］。目前，NOSB-PD方法中仍存在因零能模式

与边界效应等问题导致的计算精度不足的缺陷，且

至今仍未有较为一致的解决方案［9］。

为解决PD方法中的零能模式与边界误差问题，

首先简介NOSB-PD模型的基本理论及应用无网格

伽辽金格式对该模型的重构；随后，引入PD微分算

子（PDDO）近似，并对比其与RKPM近似间的异同；

基于对比结论，建立RKPM-PD耦合算法，并提出适

用于该耦合算法的基于增量格式Newmark算法的

隐式迭代流程；最后，采用RKPM-PD耦合算法对若

干三维裂纹扩展问题进行模拟分析。

1 近场动力学理论

1. 1 非常规态基近场动力学

在键基PD以及常规态基PD模型中并没有传

统意义上应力、应变的概念，这为近场动力学的应用

带来诸多不便。为解决这一问题，一种新的非常规

态 基 近 场 动 力 学（Non-ordinary state-based
peridynamic，NOSB-PD）方法被提出。在引入应

力、应变概念后，不同材料的本构关系可以很方便地

应用于近场动力学方法。在物质点xi处，NOSB-PD
方法的运动方程为

ρi üi=∫ H{ }-T i ξ ij --T j ξ ji dVj+ b i （1）

式中：ρ为密度，kg∙m-3；下标 i、j分别代表物理量对

应的物质点编号；u为位移；H为物质点xi支撑域的

范围；-T为力矢量状态，N·m-6；ξ ij为键，ξ ij=x j-x i，
其中x代表物质点的坐标向量，m；b为外力，N∙m-3；
V为体积，m3。在小变形情况下，-T可通过Cauchy
应力张量σ表示，如式（2）：

-T i ξ ij =ωij σ iK i ξ ij， -T j ξ ji =ωji σ iK j ξ ji （2）

式中：ωij为与键长 | ξ ij |有关的非负的影响函数；K为

形状张量的逆矩阵，m-5。将式（2）代入式（1）中，小

变形情况下NOSB-PD方程可写为

ρü i=∫ H ( )ω σ iK i ξ ij+ω σ jK j ξ ij dVj+ b i （3）

式中：ω=ωij=ωji，ξ ij=-ξ ji。
为将传统本构模型应用于近场动力学框架，

NOSB-PD方法通过变形梯度张量F建立起PD理论

与传统力学间的联系。在NOSB-PD模型中，变形

梯度张量F被定义为

F=∫ H ωij (ξ ij+η ij)⊗ ξ ij dVj ∙K （4）

式中：运算符⊗代表并积运算；η ij代表键 ξ ij的变形

量，m。可通过式（5）得到：

K=A-1= (∫ H ωij ξ ij⊗ ξ ij dξ )-1 （5）

为充分应用NOSB-PD方法与传统本构模型相

耦合的优势，可在NOSB-PD方法中通过物质点的

应力来定义键的损伤。定义键ξij的最大主应力为键

的 2个端点最大主应力的平均值，当键上的最大主

应力超过材料容许的最大强度时，该键发生断裂。

对于岩石材料，可通过最大拉应力准则及摩尔-库仑

准则来确定岩石材料的最大容许强度［10］。

1. 2 基于伽辽金格式的NOSB-PD方法重构

对于传统无网格伽辽金格式，在采用节点积分

后，其最终方程可表示为

MÜ+ K̄U=P （6）

式中：M为质量矩阵；K̄为刚度矩阵；P为外荷载向

量；U为所有节点的自由度向量。基于变形梯度张

量F的求解公式（4），节点应变求解矩阵B i可表示为

B i=
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式中：g= [gx gy ]T=K ξ ij；m为xi支撑域内节点xj
的数目。

将式（7）代入式（6），可得到式（6）与NOSB-PD
方法的全局方程式（3）完全等价的结论［11］。该结果揭

示了NOSB-PD方法实质上是一种伽辽金弱形式方

法。基于该结论对NOSB-PD方法中存在的零能模

式与边界误差进行分析可得：①与其他无网格方法类

似，NOSB-PD中的零能模式问题也是由于其在伽辽

金弱形式下采用了节点积分；②NOSB-PD方法中的

节点应变ε是支撑域内最小二乘意义下的计算结果，

而最小二乘下的近似一般不会满足 δ属性，因此，

NOSB-PD方法会在其边界处出现较大的计算误差。

2 近场动力学微分算子近似与重构核
函数近似

在非常规态基近场动力学中变形梯度张量F求

解方式的基础上，Madenci等［12］提出了一种被称为近

场动力学微分算子（PDDO）的理论，该理论同样继

承了PD中以积分代替微分的思想，可通过积分形式

求得高阶微分算子，可视为式（4）的扩展形式。

2. 1 近场动力学微分算子理论

依据多元函数泰勒公式，在d维空间中，标量函

数uj在点xj处展开为

uj= ∑
( )n1，…，nd ∈ αnd

r n11 ⋯r ndd
n1！⋯nd！

ui，n1⋯nd+Ο (rα+1)

（8）

式中：n为偏导数最高阶数；nd为d维度的偏导数阶

数；rd为d维度的x j与x i间的距离。在式（8）中引入

向量p j、∂αui及对角矩阵C，得到

p j= (1， r1， …， r n11 ⋯r ndd， …， r nd ) T（9）

∂αui=
(ui，0…0， ui，0…1， …， ui，n1⋯nd， …， ui，n…0 ) T

C=diag é
ë
êêêê1， …，

1
n1！⋯nd！

， …，
1
n！

ù
û
úúúú

显然，矩阵C满足C=CT。代入式（9）后，泰勒

展开式（8）可重新写为
uj= pTj C ∂αui （10）

在物质点 xi的整个支撑域（horizon）内，基于最

小二乘原理可求得

∂αui=∫HωijK p j uj dVj （11）

其中

K= ( )AC
-1
， A=∫Hωij p j⊗ p j dVj （12）

在保证矩阵A可逆的情况下，通过式（11）即可计

算出物质点xi上任意维度任意阶导数的PDDO近似。

2. 2 二维空间下的PDDO近似

为便于理解，给出二维空间下一阶导数的PDDO
近似形式。在二维线性基条件下，式（9）可简化为

p j= [1 xj-xi yj- yi ]T= [1 ξx ξy ]T （13）

∂αui= [ui ui，x ui，y ]
T

C=diag ([1 1 1 ] )
引入 a00= [1 0 0 ]T，通过式（11）可求得位

移ui为

ui=∫Hωij aT00K p j uj dVj （14）

对求解域进行离散，可得

ui=∑
j=1

m

ωij aT00K p j Vj uj=∑
j=1

m

N j uj=

N d=aT00KH d （15）

式中：N向量即为PDDO近似下的形函数，式（15）各
分量为

N= [N1 N2 ⋯ Nm ] （16）

d= [u1 u2 ⋯ um ]
T

H= [ω1 p1V1 ω2 p2V2 ⋯ ωm pmVm ]
基于同样方式引入 a10= [0 1 0 ]T，a01=

[0 0 1 ]T，位移导数的离散形式为

ui，x=N，x d=aT10KH d
ui，y=N，y d=aT01KH d （17）

式中：N，x，N，y分别为位移一阶导数在PDDO方法

下的形函数。

2. 3 RKPM近似函数

基于Liu等［13］研究成果，RKPM近似位移ui可写为

ui=∫Hωij aT00K p j uj dVj （18）

对比PDDO方案得到的位移近似函数式（14），

可以看到PDDO与RKPM两方案得到的位移近似

函数完全一致。

尽管PDDO与RKPM两方案得到的位移近似

函数完全一致，但两者对位移导数近似的求解并不

一致。RKPM方法中位移导数的近似函数通过对位

移近似函数求导得到，即

u，x=N，x d
N，x= aT00 (K，xH+KH，x) （19）

2. 4 PDDO近似与RKPM近似的性质对比

Krongauz与Belytschko［14］指出，为获得最优的
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数值精度，伽辽金格式中的近似函数应满足一致性

条件与积分约束条件。

2. 4. 1 一致性条件

一般而言，一致性条件总是比较容易满足的。

容易证得，PDDO与RKPM均满足一致性条件。在

一维算例中，11个固定节点均匀布置在区间［0，10］

上，插值点间距0. 01，基向量为p= [1 x ]T，影响函

数取为三次样条函数。假设节点位移为y=x，通过

插值点计算得到的位移及位移导数的图像如图1所
示。从图中可以看出，当基函数一致时，PDDO与

RKPM计算得到的位移近似与位移导数近似具备相

同阶数的一致性。

2. 4. 2 积分约束条件

积分约束条件也被称作相容性（compatibility）
条件，可写为

∫ΩΨI，i(x ) dΩ=∫ΓΨI(x ) ni dΓ （20）

式 中 ：Ψ 为 伽 辽 金 方 法 中 的 位 移 形 函 数 ；

Ω为求解域；Γ为求解域边界。对于全局伽辽金格

式，积分约束条件是强制性满足的。在RKPM近似

中，位移导数的形函数是通过对位移形函数N进行

求导运算而得，因此RKPM近似天然满足积分约束

条件。而PDDO近似中位移导数形函数N，x与位移

形函数N并不一定具有严格的求导关系，前者可能

只是形函数导数的一种近似逼近，两者间并不具备

严格的导数与原函数的关系。因此，一般情况下，积

分约束条件式（20）未必满足。

为充分说明上述条件，取一维杆件进行分析。

杆长L=1，节点间距dx=0. 1，弹性模量E=1，一

维杆件内有均匀分布的应力 σ，为保持平衡，杆件左

右两端需施加 t= σ的外力荷载。显然，模型的平衡

方程等价为式（20）。模型内力记为 f int，并加以上标

PDDO及RKPM以示区别；模型所受外力记为 fout。

计算结果如图2所示，可以看到，fout= f RKPMint ≠ f PDDOint ，

即PDDO近似不满足积分约束条件，而RKPM近似

满足该条件。

2. 5 不同积分格式下RKPM与PDDO方法计算精度

对比

为探究RKPM与PDDO方法在不同积分方案

下的表现，采用与 2. 4. 2节相同的体力作用下的一

维杆模型，并分别采用节点积分方案及两点高斯积

分方案对两近似方法的收敛性进行分析。在不同积

分方案下，两方法的位移相对误差收敛性如图 3所
示。对比不同积分方案，可以看到：

（1）对于RKPM方法而言，采用高斯积分的精

度远远高于节点积分。而对于PDDO方法而言，积

分阶次的提高对结果的影响很小。

图1 一阶导数为常数时RKPM与PDDO近似的精度比较

Fig. 1 Comparison of approximate accuracy between RKPM and PDDO at y=x

图2 一维杆件内外力分布

Fig. 2 Distribution of internal and external forces
of one-dimensional bar
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（2）在不同积分方案下，RKPM方法的精度均比

PDDO方法的精度高。但具体而言，在节点积分时，

两者的精度比较接近；在采用高斯积分的情况下，两

者精度间的差距最为明显。

3 RKPM-PD耦合算法

3. 1 概述

传统的无网格方法大多基于断裂力学准则处理

裂纹扩展问题。在数值计算中，裂纹的追踪是非常

棘手的问题，特别是在三维裂纹扩展问题中，对于裂

纹面尖端的动态追踪几乎不可能实现。在PD方法

中，裂纹不再需要显式的追踪，而是通过键上的损伤

来表示，当键的临界伸长率超过一定极限时，两点之

间的作用键发生断裂。在NOSB-PD方法中，也可

认为当键上的应力超过允许应力时，两点之间的作

用键发生断裂。

基于PDDO近似与RKPM近似间的异同以及

PD键形式的裂纹扩展方案，提出一种RKPM-PD耦

合算法，即非裂纹计算部分采用基于RKPM近似的

无网格伽辽金格式以获取更精确的计算精度，裂纹

处理部分则采用PD中基于键形式的损伤模型避免

复杂裂纹面的追踪问题。

在RKPM-PD中，键的断裂准则与裂纹表示方

法与NOSB-PD理论一致，其不同之处在于，RKPM-

PD中除了更新节点与节点间键的状态外，还需要更

新积分点与节点间键的状态。具体而言，在节点积

分中只需考虑节点与节点间键的状态，但对于背景

网格积分（高斯积分），模型中存在积分点与节点两

类不同的物质点。按照PD键的概念，算法中高斯点

与节点间的键、节点与节点间的键，这2类不同的键

均需考虑其断裂与否。

3. 2 增量格式Newmark算法

在时间迭代中，采用增量格式的Newmark算法

进行计算。t时刻的Newmark方程可写为

K̂∆U=∆Q̂ （21）

K̂= (K+ b0M )
∆Q̂=∆Q- (b1 U̇ t+ b2 Ü t) （22）

式中：b0、b1、b2均为Newmark迭代参数。在计算出

∆U后，即可得到U t+∆t的值，并通过U t+∆t计算出新

的σ t+∆t。之后，根据不同的断裂准则，利用 t+∆t时
刻状态信息判断是否有新的键断掉。对于是否有新

键断裂，可分为：

（1）如果当前步中没有新的断键出现，说明 t+
∆t时刻方程达到平衡，可进入下一步计算。在通过

∆U得到 t+∆t时刻的速度及加速度后，进行变量回

代，开启下一时步的计算。

（2）如果当前步中有新的断裂出现，说明 t+∆t
状态并未达到平衡，方程（21）仍需进行迭代计算。

此时，对于支撑域内出现新断键的物质点，更新其键

的状态，并重新计算该点上的形函数 [N ]及对应的

包含一阶导数的矩阵[B]。在新的断裂出现后，体系

内的不平衡力R为

R=∆Q̂-∫ [B]T[σ ]dV （23）

式中：[σ ]为断键后的应力，通过 [B]与U t+∆t得到。

同时，新的有效刚度矩阵［K̂］为

[ K̂ ]= [K ]+ b0M （24）

式中：[K ]为新的全局刚度矩阵，可通过矩阵［B］求

得。新的位移增量[∆U ]为
[∆U ]= [K ]-1×R （25）

显然，t+∆t时刻的位移为

U t+∆t=U t+∆U+ [∆U ] （26）

根据式（26）的U t+∆t重新计算出σ t+∆t，并继续判

图3 不同积分方案下PDDO与RKPM方法误差对比

Fig. 3 Error comparison of PDDO and RKPM meth⁃
ods in different integration schemes
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断是否有新的断键出现，如果依然出现新的断键，则

返回步骤（2）中继续迭代，直至系统内不再出现新的

断键。此时，结束当前时步内的循环，转至步

骤（1）中。

4 三维裂纹扩展模拟计算

4. 1 含倾斜预制裂纹的三维受拉平板

为体现RKPM-PD方法在处理三维裂纹扩展问

题中的优势，考虑如图 4所示模型，其几何尺寸为

2m×1m×0. 2m，模型下表面（y=0m）固定，上表

面（y=2m）受垂直于该平面的拉伸载荷。模型左侧

被一裂纹面完全贯穿，裂纹深度为 0. 2m，并与Oxy
平面呈45°夹角。模型节点间距为0. 03m，支撑域半

径为 2倍节点间距。模型材料力学参数为：弹性模

量E=30GPa，泊松比 ν=0. 2，密度 ρ=2 500 kg·
m-3。裂纹扩展采用临界伸长率准则，键的临界伸长

率 sc=0. 001。计算采用Newmark积分，时间步长

∆t=0. 1ms，载荷∆σ=1×104Pa。

图5中给出预制倾斜裂纹面在受拉平板内的扩

展过程。可见，随着拉应力的增大，裂纹首先在倾斜

裂纹面的边缘向前扩展，随后，裂纹面从倾斜状态逐

渐扭转为竖直状态；之后，裂纹面依然保持垂直于

Oxy面的竖直状态沿 x方向向前延伸，最终贯穿整

个平板。从图中可见，裂纹穿透平板位置约在 y=1
处，该值近似于倾斜裂纹面y坐标的中心值。另外，

在图 6中给出了对应状态下平板内 y方向位移的分

布，可见，位移分布与裂纹面的扩展状态相吻合。

4. 2 含预制裂纹三维巴西圆盘

考虑不同厚度的带预制裂纹的三维巴西圆盘试

验。如图 7所示，模型在 Oxy平面内的直径为

100mm，z方向的厚度为10mm（厚度方向为垂直于纸

面的方向）。圆盘上下两端受压，采用Newmark隐式

积分方案，时间步长取为∆t=5×10-7s，平均加载速

度为每步 10-8m。岩石试样力学参数为：弹性模量

E=10GPa，泊松比 v=0. 25，密度 ρ=2 500 kg·

图4 三维含倾斜裂纹受拉平板示意

Fig. 4 Sketch map of 3D tensile plate with inclined crack

图5 含倾斜裂纹平板在拉伸载荷作用下的裂纹扩展路径

Fig. 5 Propagations of 3D plate with inclined crack at tensile load

图6 含倾斜裂纹平板在拉伸载荷作用下的纵向位移分布

Fig. 6 Snapshots of vertical displacement of 3D plate with inclined crack
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m-3，抗拉强度T=0. 5MPa，黏聚力C=5MPa以及

内摩擦角 ϕ=40o。离散模型中平均节点间距 h=
2mm。在本算例中，预制裂纹长度为30mm，与水平

方向呈 45o夹角。为探究预制裂纹深度对结果的影

响，预制裂纹深度分别取10mm、6mm及2mm。

当预制裂纹深度为 10mm时，预制裂纹在厚度

方向完全贯穿平板，模型在z方向完全一致。该算例

的裂纹扩展路径如图 8所示，可以看到，裂纹扩展路

径与二维情况下相一致，裂纹尖端分别向圆盘上下

两端的压缩载荷施加处扩展，直至最后裂纹完全贯

穿整个圆盘。如图 9所示，该模型采用RKPM-PD
的计算结果与在三维NMM方法下的模拟结果［10］及

试验结果［15］均保持一致。

通过对裂纹完全贯穿试件的分析，证明该方法

在三维裂纹问题中的有效性。然后考虑裂纹未完全

贯穿的情况，设置裂纹嵌入深度分别为6mm、2mm，

其结果分别显示于图 10与图 11。为显示裂纹未完

全贯穿的情况，对于同一时刻的裂纹扩展结果分别

给出其正面图（z=0）与背面图（z=10mm）。其中，

裂纹从正面嵌入，终止于圆盘内部，未穿透背面。

通过对未穿透裂纹的结果分析可知，裂纹首先

沿厚度方向扩展，从背面可逐步看到损伤区域的形

成；之后，正面与背面的裂纹均沿竖直方向朝两端扩

展。对比 2个面的裂纹最终扩展轨迹，可以看到两

者大体一致，细微处有所差别。同时可以看到，裂纹

切割深度越浅，启裂所需计算步越多。图 12给出了

图 7 带预制裂纹的三维巴西圆盘示意

Fig. 7 Sketch map of 3B Brazilian disk with prefab⁃
ricated cracks

图 8 三维巴西圆盘含完全贯穿裂纹的裂纹扩展路径

Fig. 8 Snapshots of crack path within 3D Brazilian disk with a fully penetrating crack

图 9 含完全贯穿裂纹的三维巴西圆盘在NMM方法及室内

试验下的裂纹扩展路径

Fig. 9 Crack path of 3D Brazilian disk with a fully
penetrating crack obtained by 3D NMM and
experiment results
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3种不同切割深度下圆盘最顶端 3列节点的轴向平

均应力-应变曲线，从图中可以清晰看出，巴西圆盘

在表面裂纹（2mm）时所能承受的载荷远远大于深度

裂纹（6mm）及完全贯穿裂纹（10mm）时的载荷。

5 结语

针对NOSB-PD方法面临的零能模式与边界误

差问题，提出了一种具备更高精度的RKPM-PD耦

合算法，建立了一套适用于该耦合算法的隐式求解

方案，并成功将其应用于三维裂纹扩展问题中。主

要结论如下：

图 11 三维巴西圆盘含嵌入深度2mm未贯穿裂纹的裂纹扩展路径

Fig. 11 Snapshots of crack path within 3D Brazilian disk with a penetrating crack (insert depth=2mm)

图 12 三维巴西圆盘算例中裂纹扩展过程的应力-应变曲线

Fig. 12 Axial stress-strain curves of crack propagation
in 3D Brazilian disk at different cut depths

图 10 三维巴西圆盘含嵌入深度6mm未贯穿裂纹的裂纹扩展路径

Fig. 10 Snapshots of crack path within 3D Brazilian disk with a penetrating crack (insert depth=6mm)
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（1）NOSB-PD方法实质上等价于采用节点积分

的伽辽金弱形式方法。NOSB-PD中的零能模式产

生的原因是其在弱形式下采用了节点积分形式。

（2）PDDO近似与RKPM近似均满足一致性条

件，但仅有RKPM近似满足相容性条件。在提高积

分计算阶次后，基于RKPM近似函数的伽辽金方法

计算精度有较为明显的提升，但基于PDDO近似函

数的伽辽金方法计算精度并无明显提高。

（3）RKPM-PD耦合算法不受零能模式与边界

效应的困扰，具备更高的计算精度，并可有效求解三

维动态裂纹扩展问题。
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