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基于混凝土黏弹性变形机制的近场动力学方法

路德春，宋志强，王国盛
（北京工业大学 城市与工程安全减灾教育部重点实验室，北京 100124）

摘要：原始近场动力学的控制方程由保守力做功的能量方

程得到，从而无法合理反映材料的黏弹性变形行为和系统能

量耗散。针对这一问题，提出一种考虑非保守力做功的近场

动力学方法，其理论框架包括两部分：①材料点的黏弹性相

互作用及其运动方程；②键的率相关断裂准则。在描述材料

点运动方面，基于对混凝土变形机制的认识，提出了材料点

之间的黏弹性相互作用模型，采用考虑能量耗散的哈密尔顿

原理建立了黏弹性运动方程，利用黏弹性近场动力学方法与

连续介质力学的能量密度等效的方法提出了弹性参数和黏

性参数确定方法；在描述键的断裂和材料强度方面，利用混

凝土动态单轴S强度准则发展了键的率相关断裂准则。通过

数值实验，探讨了黏弹性近场动力学方法的功能和优越性。

结果表明，发展的近场动力方法能够合理反映加载速率对混

凝土变形、强度和开裂行为的影响。
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Peridynamics Method Based on
Viscoelastic Deformation Mechanism of
Concrete

LU Dechun，SONG Zhiqiang，WANG Guosheng
（Key Laboratory of Urban Security and Disaster Engineering of
the Ministry of Education，Beijing University of Technology，
Beijing 100124，China）

Abstract： The governing equation of the original
peridynamics is derived from the energy equation of work
done by conservative forces，which cannot reasonably
reflect the viscoelastic deformation behavior of materials
and the energy dissipation of the system. To solve this
problem，a peridynamics method considering the work
done by non-conservative forces is proposed. The
theoretical framework includes two parts：viscoelastic
interaction of material points and its motion equation，and

rate dependent fracture criterion of bond. In describing
the movement of material points， based on the
understanding of the deformation mechanism of concrete，
the viscoelastic interaction model between material points
is proposed. The viscoelastic motion equation is
established by using the Hamilton’s principle considering
energy dissipation. Using the viscoelastic peridynamics
method and the energy density equivalent method of
continuum mechanics， the determination methods of
elastic parameters and viscous parameters are proposed.
In terms of describing bond fracture and material
strength，the rate dependent fracture criterion of bond is
developed by using the dynamic uniaxial S criterion of
concrete. Numerical experiments are conducted to
investigate the functions and advantages of the
viscoelastic peridynamics method proposed. The results
show that the peridynamics method proposed can
reasonably reflect the influence of loading rate on the
deformation，strength，and cracking behavior of concrete.

Key words： peridynamics； concrete； viscoelastic；

strain rate effect；deformation mechanism

在实际工程中，混凝土结构通常是带裂缝工作

的，并且破坏过程具有强非连续特性。传统连续介

质力学方法为数值计算提供了丰富的理论基础，基

于连续介质力学的部分数值方法为混凝土非连续变

形的模拟提供了方法和可能性，例如扩展有限元方

法［1］、边界元法［2］、有限差分法［3］、无网格法［4-5］等，成

功解决了混凝土结构的一系列工程问题。然而，上

述方法的控制方程仍然采用微分方程，在处理混凝

土裂缝开展带来的非连续问题时，仍然会导致对裂

纹扩展的不合理预测。Silling［6］提出的近场动力学
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方法将物体离散为具有体积和质量的材料点。所有

材料点自身的位移共同决定了物体的变形，材料点

之间的相互作用是由材料点的相对位移产生，这种

相互作用（也被称为键）的极限状态决定了材料的强

度。描述材料点运动的控制方程采用空间积分格

式，避免了在裂纹位移不连续处计算空间导数的无

效性，从而为模拟不连续变形提供了新的思路和手

段。目前，近场动力学已经成为研究材料裂纹形成、

发展和分叉等非连续问题的重要方法［7-14］。混凝土

在加载过程中会出现开裂现象，其开裂模式、变形和

强度特性在很大程度上取决于加载速率及其梯

度［15-19］，这也表现为黏性效应、热活化效应和惯性效

应［20］。近场动力学处理非连续变形问题因其优势，

已经被广泛用于模拟混凝土的动态开裂过程［21-26］。

然而，原始近场动力学［6］材料点的运动方程仅包含

与惯性效应对应的加速度项，缺少与黏性效应对应

的速度项。从而带来了对动态荷载作用下混凝土变

形预测不合理的问题。Silling［27-28］发现，在原始近场

动力学运动方程中引入与阻尼相关的速度项可以解

决波传播的不稳定性问题，相关的工作在最近的研

究中取得了长足进展［14，29-30］。由于阻尼力是一种非

保守力，因此使用仅包含保守力所做功的虚功原理

推导近场动力学运动方程的方案不再适用。要合理

模拟材料的变形，必须基于能量守恒原理引入非保

守力做功，发展一种新的严格遵循热力学原理的近

场动力学方法。另一方面，原始近场动力学的断裂

准则也无法合理反映混凝土强度的速率相关特

性［22，31-32］。混凝土的强度本质上是材料本构层面的

内生特性，应通过强度或断裂准则来表征［19，33-36］。因

此，在键中引入率相关断裂准则也是十分必要的。

本文目的是发展包含非保守力做功的近场动力

学方法。基于混凝土的变形机理，确定材料点的黏

弹性相互作用模式，发展黏弹性近场动力学材料点

的运动方程和键的断裂准则。对于材料点的运动，

通过包含非保守力所做功的能量方程获得控制方

程。对于键的破坏，利用混凝土动态单轴S强度准

则发展的率相关断裂准则来描述。并通过数值算例

验证和应用所提出的近场动力学方法。

1 黏弹性近场动力学的理论框架

近场动力学的基本思想是将连续材料离散为具

有体积V和质量m的有限个材料点，任意材料点 i与
一定范围H（i）内的其他材料点都具有相互作用。材

料点 i的域内所有材料点相互作用的集合控制着点 i
的运动，该运动产生的惯性力与总的相互作用力保

持平衡，其运动方程为［6］

ρ( )i ü( )i =∫H( i ) ( f( i )( j )- f( j )( i )) dH+ b( )i （1）

式中：ρ（i）为密度；u（i）为位移；ρ( )i ü( )i 为惯性力；b（i）为外

界作用力；f（i）（j）与 f（j）（i）为 i与 j之间的键力，分别表示 j
对 i和 i对 j的键力，其表达式见文献［37-38］。在键

型近场动力学理论中，物体的变形是通过所有材料

点的运动来反映的，其中微弹性材料的本构关系表

达式为

f= k s μ （2）

式中：k为微弹性模量；s为键拉伸，其等于键变形后

长度与初始长度的差与初始长度的比值；μ为历史

函数。

现有研究表明［20］，混凝土的动态承载力包括惯

性承载力和真实动态强度。真实动态强度受热活化

效应和黏性效应控制，这 2种效应可以分别用弹簧

和牛顿黏壶模型来表征。受混凝土动态物理机制的

启发，建立了键型近场动力学材料点黏弹性相互作

用模型，如图 1所示。模型中的阻尼力是一种非保

守力，用于实现系统能量耗散的功能，所发展的模型

反映了由非保守力所驱动的能量耗散。

1. 1 黏弹性运动方程

基于发展的黏弹性相互作用模型，通过包括非

保守力做功的哈密尔顿原理［39-40］推导近场动力学黏

弹性运动方程，其表达式为

δ ∫
t0

t1

(T-U ) dt+ δ ∫
t0

t1

Wncdt=0 （3）

式中：δ为变分符号；t为时间；Wnc为非保守力所做

的功；T为总动能；U为所有保守力产生的总势能。

T、U表达式如式（4）：

图1 近场动力学黏弹性相互作用模型

Fig. 1 Viscoelastic interaction model of peridynam⁃
ics
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2 ( )w( i ) ( j )+w( j ) ( i ) V( j )- b( i ) ⋅u( i ) V( i )

（4）
求解式（4）的变分方程，得到拉格朗日方程如式（5）：

d
dt ( ∂L∂u̇( i ) )- ∂L

∂u( i )
=- ∂Φ

∂u̇( i )
（5）

式中：L为拉格朗日函数，L=T-U；Φ为瑞利耗散能

函数［39］，其表达式为

Φ=∑
i=1

∞ 1
2 ∑j=1

∞
c( i )( j )( )u̇( j )- u̇( i )

2
（6）

将式（4）和式（6）代入式（5）并求解，得到考虑阻

尼耗散效应的运动方程为

ρ( )i ü( )i =∫H( i ) ( f( i )( j )- f( j )( i )) dH+ b( )i -

∫H( i )
c( i )( j )( )u̇( )j - u̇( )i

V( )i V( )j
dH （7）

参考键力密度矢量 f（i）（j）和 f（j）（i）的定义，将轴向阻

尼对力密度矢量定义为
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d( i )( j )= ( )1
2 c( i )( j )

|| u̇( j )- u̇( i )
V( )j V( )i

x( j′)-x( i′)
|| x( j′)-x( i′)

d( j )( i )= ( )1
2 c( j )( i )

|| u̇( i )- u̇( j )
V( )i V( )j

x( i′)-x( j′)
|| x( i′)-x( j′)

（8）

式中：c（i）（j）和 c（j）（i）相等，统一用 c来表示。将式（8）代

入式（7），包含非保守力的运动方程变形为

ρ( )i ü( )i =∫H( i ) ( f( i )( j )- f( j )( i )) dH+ b( )i -
∫H( i ) (d( i )( j )-d( j )( i )) dH （9）

新建立的运动方程既包括由弹簧力和体力组成

的保守力项，也包括由阻尼力组成的非保守力项。

当非保守力项等于零时，黏弹性运动方程式退化为

原始近场动力学运动方程，它是发展的运动方程一

个特例。

1. 2 混凝土率相关断裂准则

在黏弹性近场动力学中，同样采用应变率相关

的最大拉应变准则作为材料点的断裂准则，结合断

裂准则的键力密度矢量可表示为

FA= (FS+FD) μ （10）

式中：FS为弹簧的弹力；FD为黏壶的阻尼力；μ被重

新定义为

μ=
ì
í
î

1 s< f ( s0，ṡ )
0 s≥ f ( s0，ṡ )

（11）

f ( s0，ṡ )= s0d是断裂准则，s0d为键拉伸率为 ṡ条件下

的动态极限键拉伸。

对于黏弹性近场动力学方法的率相关断裂准

则，通过定义动态极限键拉伸来描述极限键拉伸随

加载速率的增加，键拉伸的动态增长因子定义为：

DIF t= s0d/s0。对于强度的DIFs，目前已经提出了许多

率相关公式［20，33，41-43］。在这些公式中，Lu等［20］提出的

动态单轴S准则能够合理描述混凝土的真实动态强

度。通过类比 S准则给出了DIFt的率相关公式，如

式（12）：

DIF t=1+
χmax

1+ ( )χmax
χ0
-1 e[ ]λ ( )ϖ0-ϖ （12）

式中：ϖ为对数键拉伸率，ϖ=lg ṡ；λ和 χmax是 2个参

数，其确定方法与Lu等［20］提出的方法相同。

2 材料参数的标定方法

发展的黏弹性近场动力学中包含 2类材料参

数：微弹性参数和微黏性参数，通过将黏弹性近场动

力学和连续介质力学之间的能量密度进行等效，即

可获得近场动力学的材料参数。

在二维条件下，连续介质力学的黏弹性本构关

系被用来计算耗散能密度，其方程如式（13）：
σ=D ε+C ε̇ （13）

式中：D为弹性刚度矩阵；C为黏性矩阵；ε为应变。

D的表达式为

D=
é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úK+G K-G 0
K-G K+G 0
0 0 G

（14）

式中：K和G分别为材料的弹性体积模量和弹性剪

切模量，表示为

K= E
2 ( )1- υ

，G= E
2 ( )1+ υ （15）

类似地，黏性矩阵C由式（16）给出：

C=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úη1+ η2 η1- η2 0
η1- η2 η1+ η2 0
0 0 η2

（16）

式中：η1= η 2 ( )1- ζ 和 η2= η 2 ( )1+ ζ 分别为材

料的黏性体积参数和黏性剪切参数；ζ为黏性泊松
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比。由于黏性参数表征应力和应变率之间的关系，ζ
定义为横向正应变率与轴向正应变率之比，ζ=
-ε̇22/ε̇11。

在连续介质力学中，根据应变能的定义，弹性应

变能密度和耗散能密度可以分别表示为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Θ=∫D ε dε
Ω=ℜ-Θ=∫ ( )D ε+C ε̇ dε-∫D ε dε

（17）

根据做功的定义，黏弹性近场动力学弹性应变

能密度和耗散能密度可以使用极坐标（θ，ξ）表示为
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2 || f( i )( j ) ⋅ || u( j )-u( i ) ⋅V( j ) =

1
2 h∫0

Δ∫
0

2π ( )|| f( i )( j ) ⋅ || u( j )-u( i ) ξ dθ dξ

Ω=∑
j=1

n é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

1
2 ||d( i )( j ) ⋅ || u( j )-u( i ) ⋅V( j ) =

1
2 h∫0

Δ∫
0

2π ( )||d( i )( j ) ⋅ || u( j )-u( i ) ξ dθ dξ
（18）

任何变形模式都可以分解为2种基本的变形模

式：体积变形和纯剪切变形。对于体积变形模式，只

有正应变 ε在板中产生，可得到体积变形模式下微

弹性参数κ与微黏性参数 τ。

κ= 12K
πhΔ3，τ=

32η1
πhΔ4 （19）

同理，对于纯剪切变形模式，当物体变形时，只

有工程剪应变 γ在板中产生，可以得到纯剪切变形

模式下的微弹性参数κ与微黏性参数 τ。

κ= 24G
πhΔ3，τ=

64η2
πhΔ4 （20）

由于2个材料点之间的弹簧力和阻尼力始终沿

其轴向，是一个一维分量，因此，在黏弹性近场动力

学中应该只有一个微弹性参数和一个微黏性参数。

联立式（19）和式（20），得到K=2G、η1=2η2。根据

K和G以及 η1和 η2之间的转换关系，可以得出弹性

与黏性泊松比在二维情况下始终都为常数 1/3。因

此，微弹性参数和微黏性参数可以统一表示为

κ= 9E
πhΔ3

τ= 24η
πhΔ4 （21）

3 数值算例

采用FORTRAN 90语言编写了黏弹性近场动

力学程序，给出2个算例：动荷载作用下裂纹的分叉

模拟和含圆孔各向同性平板的拉伸破坏。

3. 1 拉伸动荷载作用下裂纹的分叉模拟

图2为带初始裂缝的混凝土平板在不同冲击应

力条件下的开裂模式，对应的冲击应力大小分别为

σ1 = 0. 2 MPa，σ2 = 0. 5 MPa，σ3 = 0. 6 MPa，
σ4 = 1. 4 MPa［44］。与试验相同工况的数值模型如图

3所示，离散材料点的直径d= 0. 25 mm，每个材料

点的域半径选择为Δ= 3d= 0. 75mm。混凝土的

材料参数为杨氏模量E= 19. 2GPa，黏性参数 η=
8. 28 x 10-22 N·s·m-2，ρ = 2 700 kg·m-3，S准则的参

数 λ=1. 4，χmax=4。边界的体积校正和表面效应的

处理与Silling等［37］和Madenci等［38］的处理方法相同。

荷载通过应力边界条件施加在板的两端边界区域

上，荷载条件与试验相同。

在 σ2 = 0. 5MPa的应力状态下，黏弹性近场动

力学模拟的裂纹扩展过程材料点的损伤如图 4b所
示，在加载的初期，裂纹从初始裂纹的尖端起裂并且

新裂纹沿着初始裂纹方向扩展。当扩展达到一定长

度之后，裂纹出现了分叉现象，由 1条裂纹变成了 2
条裂纹，2条分叉裂纹分别沿着与初始裂纹呈大约

30°的方向向右边界扩展，最终达到右边界，整个试

件破坏。模拟的结果与其他学者模拟结果［45］吻合较

好，进而验证了发展的黏弹性近场动力学方法的有

效性。在不同应力条件下，裂纹的扩展过程有很大

区别。当 σ1 = 0. 2MPa时，混凝土板的新裂纹完全

沿着初始裂纹的方向发展，近似一条直线并且没有

分叉，这种情况下的破坏模式与准静态破坏相同。

当应力增加 σ2 = 0. 5MPa时，出现了一次分叉，有 2

图2 试验中不同应力状态下板的破坏模式

Fig. 2 Failure modes of plates in different stress states in experiment
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条主裂纹。当应力增加 σ3 = 0. 6MPa时，出现了 2
次分叉，有3条主裂纹。其中一次分叉形成的2条裂

纹中有 1 条产生二次分叉。当应力增加 σ4 =
1. 4MPa时，出现了3次分叉，产生4条主裂纹以及更

多的小裂纹。混凝土是一种率敏感的准脆性材料，

动态荷载会影响其裂纹的扩展模式，并且随着加载

速率的增加，裂纹的分叉次数会逐渐增多，这是因为

加载速率越大，平衡输入的能量所需要的裂纹区域

更多。黏弹性近场动力学方法能很好地捕获混凝土

的率相关行为，并且对混凝土开裂等非连续问题能

进行合理描述。

3. 2 含圆孔平板的动荷载拉伸

数值试验研究了在板中心具有圆孔的二维混凝

土板在动态拉伸荷载下的模拟，圆孔的直径是

10mm，施加在板上的几何参数和荷载条件如图5所
示。黏弹性近场动力学材料参数与3. 1节算例的材

料参数保持一致，材料点的边长和域半径也与 3. 1
节的算例相同。荷载通过位移边界条件施加在板的

两端边界区域上，3种加载速率分别为：v1 = 5 m·
s-1，v2= 20 m·s-1，v3= 50 m·s-1。在图5中边界的体

积校正和表面效应的处理与Silling等［37］和Madenci
等［38］的处理方法相同。

原始近场动力学和黏弹性近场动力学模拟的混

凝土板在不同加载速率下的荷载-位移曲线与损伤

破坏模式分别如图 6和图 7所示。对于黏弹性近场

动力学，荷载-位移曲线的刚度受加载速率的影响十

分明显，随着加载速率的增加而增加，并且极限承载

能力也随着加载速率而提高。不同加载速率下损伤

范围的区别也十分显著，随着加载速率增加，损伤破

坏区域由一条非常细的直线逐渐变宽直至变成V

图3 模型几何尺寸及荷载条件

Fig. 3 Geometric dimensions and load conditions of
the model

图4 不同应力状态下板的破坏模式

Fig. 4 Failure modes of plates in different stress states

图5 模型几何尺寸及荷载条件

Fig. 5 Geometric dimensions and load conditions of
the model
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形。这种现象的产生是因为混凝土中涉及变形的材

料点的数量随着加载速率的增加而增加，更多的材料

点参与能量耗散过程。然而在不同加载速率下，原始

近场动力学模拟得到的荷载-位移曲线的斜率基本没

有变化，极限承载力有部分提升，并不显著，同时损伤

破坏区域受加载速率影响的现象也十分微弱。通过

对比得出，黏弹性近场动力学能够合理捕获混凝土刚

度和强度都受加载速率影响的特性，并且能够反应混

凝土非连续破坏的加载速率相关现象。

4 结论

在键型近场动力学方法基础上，发展了黏弹性

近场动力学材料点相互作用模型，根据材料点相互

作用模型推导了黏弹性键型近场动力学运动方程，

通过与连续介质力学能量密度等效获得了材料参数

的确定方法。利用动荷载下混凝土板的数值算例，

验证了所提黏弹性近场动力学方法的有效性。主要

结论如下：

（1）基于混凝土的变形机制，建立了材料点的黏

弹性相互作用模型，基于哈密尔顿原理，推导了黏弹

性运动方程。该方程合理反映了混凝土在变形过程

中由非弹性变形所产生的能量耗散以及混凝土材料

的动态强度与变形行为。通过近场动力学和连续介

质力学之间的能量密度等效的方法，建立了近场动

力学微弹性和微黏性参数的标定方法。该方法所得

到的微弹性参数与原始近场动力学微弹性参数

一致。

（2）利用黏弹性近场动力学方法模拟了不同加

图6 不同加载速度下原始近场动力学（PD）与黏弹性近场

动力学（VPD）的荷载-位移曲线对比

Fig. 6 Comparison of load-displacement curves be⁃
tween peridynamics and viscoelastic peridyn⁃
amics at different loading velocities

图7 原始近场动力学与黏弹性近场动力学破坏模式对比

Fig. 7 Comparison of failure modes between original peridynamics and viscoelastic peridynamics
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载速率下的混凝土构件的破坏模式，验证了该方法

在模拟动荷载下混凝土强度、变形和裂纹扩展模式

方面的合理性。通过模拟混凝土带有圆孔板在动态

拉伸荷载下的力学性能，得到了受加载速率影响的

破坏模式。

所提的黏弹性近场动力学方法能够合理反映混

凝土在非弹性变形下的能量耗散以及不同加载速率

和应力状态下的裂纹扩展和分叉，为混凝土动态力

学性能的描述提供了一种有效的数值方法和工具。

对于混凝土在更加真实的三维情况下的力学性能和

破坏状态的模拟还有待进一步研究，并且对于复杂

应力状态下的力学性能研究也亟待发展。
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