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稀疏图的k-frugal列表染色

房启明，张 莉
（同济大学 数学科学学院，上海200092）

摘要：图G的 k-frugal列表色数一般记作 chk(G )，关于稀疏

的 k-frugal列表色数上界，有以下 3个结论：∀ k≥3，如果图

G 满 足 mad (G )<3- a（其 中 0< a≤ 13）且 Δ (G )≥ k+
3
a
-3，则 chk(G )= é

ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +1；∀ k≥4，如 果 图 G 满 足

mad (G )<3，则 chk(G )≤ é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +2；∀ k≥4，如果图G满

足mad (G )< 103 ，则chk(G )≤ é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3。
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k-frugal List Coloring of Sparse Graphs

FANG Qiming，ZHANG Li
（School of Mathematical Sciences，Tongji University，Shanghai
200092，China）

Abstract： The k-frugal choice number of graph G is
denoted by chk (G ). In this paper，we prove the following
theorem. Let G be a graph with maximum average degree

mad (G )<3- a ( 0< a≤ 13 ) and maximum degreeΔ (G )≥

k+ 3
a
-3， then chk(G )= é

ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +1 for any integer

k≥3；Let G be a graph with maximum average degree

mad (G )<3，then chk(G )≤ é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +2 for any integer k≥

4； Let G be a graph with maximum average degree

mad (G )< 103 ， then chk(G )≤ é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3 for any

integer k≥4.

Key words：graph theory；coloring；maximum average

degree；planar graph；girth

本文仅讨论无向的有限的简单图，未提及的定义

和定理参见文献［1］。对于一个点v，用dG ( v )、NG ( v )
（不造成歧义的情况下可以简写为d ( v )、N ( v )）来定义

点 v的度数和点 v的邻点集合。对于图G，分别用

V (G )、E (G )、Δ(G )、δ (G )和g (G )来定义它的点集、

边集、最大度、最小度和围长（图G中最小圈的长度）。

将平面图嵌入平面后，用F (G )表示其面集，一个k+-点

（或k--点）v表示点v的度数至少为k（或至多为k）。类

似的，用dG ( f )表示面 f的度数，一个k+-面（或k--面）

f表示点 f的度数至少为k（或至多为k）。
图G的一个正常k-染色指的是从点集V (G )到颜

色集 { 1，2，. . .，k }的映射 c，使得图G中任意相邻的两

点均不同色。用 c( v )定义点v的颜色，用Ci ( v )定义在

N ( v )中出现过 i次的颜色所构成的集合。

图G的最大平均度一般记作mad(G )，定义为

mad (G )=max
ì
í
î

ïï

ïïïï

2 ||E ( )H
||V ( )H
ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
H⊆G }。

图的 frugal-染色首先由Hind等人在文献［2］中提

出。在图G的一个点染色 c中，如果每种颜色在点v的
邻点中至多出现k-1次，就称点v是k-frugal的。如果

图G中每个点都是k-frugal的，就称图G是k-frugal可
染的，这个染色称作图G的 k-frugal染色。图G的 k-
frugal色数，记作χk (G )，指的是使图G满足k-frugal可
染所需的最少的颜色数量。由定义易知，χk (G )≥
é
ê
êêêê

ù
ú
úúúúΔ

k-1 +1。

图的 frugal-染色可以推广到列表染色上。设L为

一个函数，它将图G中的每个点v都映射到一个由一

些正整数构成的集合L( v )上，L( v )称作点v的列表。

如果一个染色 c：V→N满足 c( v )∈L( v )对于所有

v∈V都成立，就称这个染色为图G关于L的列表染色，

或L-染色，并且称图G是L-可染的。如果图G中每个
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点的列表长度均满足 |L (v) |= l，就称这个列表为图G
的 l-列表。如果对于任意 l-列表L，图G都是 k-frugal
L-可染的，则满足这个条件的最小正整数 l就称作图G
的k-frugal列表色数，记作 chk(G )。

图G的 linear k-染色是图的一种特殊的正常k-染
色。linear染色的定义是由Yuster［3］首先提出的，要求

图G中由任意两种颜色导出的子图，均为若干条内部

不相交的路。图G的 linear-色数，记作 lc(G )，指的是

使图G满足 linear k-染色所需要的最小整数k。
显然，一个 linear染色必定为3-frugal染色，但是反

过来并不一定成立，因为 linear染色中不允许双色圈的

存在。更多关于 linear染色的结果参见文献［4-9］。
图G的2-distance k-染色是图的另一种特殊的正

常k-染色。2-distance染色的定义是由Wegner［10］首先

提出的，要求图G中距离小于等于2的两个点均不同

色。图G的 2-distance-色数，指的是使图G满足 2-
distance k-染色所需要的最小整数k。

显然，2-distance染色的定义2-frugal染色的定义相

同。更多关于2-distance染色的结果参见文献［11-24］。
关于一般的k-frugal染色，Amini等人在文献［25］

中证明了对于任意k≥1，平面图G都满足

χk≤
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k-1 +2，g≥7且Δ≥1 190+2k
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k-1 +6， g≥6

é

ê
êêêê

ù
ú
úúúúΔ+10

k-1 +6， g≥5

Fang和Zhang在在文献［26］中证明了：对于任意

k≥4，如果平面图G不含 4-圈和 5-圈，则 chk(G )≤
é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +5。对于任意k≥4，如果平面图G不含4-圈

和 5- 圈 且 最 大 度 满 足 Δ≥3k+8，则 chk(G )≤
é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +2。

1 主要结论

下面讨论稀疏图的k-frugal列表染色，并得出如下

结论。

定理 1.1. ∀ k≥3，如果图 G满足 mad (G )<

3- a（其 中 0< a≤ 13）且 Δ (G )≥ k+ 3a-3，则

chk(G )= é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +1。

定理1.2. ∀ k≥4，如果图G满足mad (G )<3，

则chk(G )≤ é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +2。

定理 1.3. ∀ k≥4，如果图 G满足 mad (G )<
10
3 ，则chk(G )≤ é

ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3。

对于平面图G，其最大平均度和围长之间满足

mad (G )< 2g ( )G
g ( )G -2

，因此由上述3个定理，可以得到

以下推论。

推论 1.1. ∀ k≥3，如 果 图 G 的 围 长 满 足

g (G )≥ é

ê
êêêê

ù
ú
úúúú6-2a

1- a （其中 0< a≤ 13），最大度满足

Δ (G )≥ k+ 3a-3，则chk(G )=
é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +1。

推论 1.2. ∀ k≥4，如 果 图 G 的 围 长 满 足

g (G )≥6，则chk(G )≤ é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +2。

推论 1.3. ∀ k≥4，如 果 图 G 的 围 长 满 足

g (G )≥5，则chk(G )≤ é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3。

2 定理1.1的证明

反证法，假设定理不成立，图G0是一个反例，即平

面图G0满足 mad (G )<3- a，Δ (G0)≥ k+ 3a-3，

且 chk(G0)> é

ê
ê
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ê ù

ú
úúúú

∆(G0 )
k-1 +1。 设 L 为 一 个

( é
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∆(G0 )
k-1 +1)-列表，图G0在此列表下不可染。在本

节 的 证 明 中 ，约 定 ∆(G0 ) 即 为 ∆。 取 集 合

G={G }G⊆GO，∆ (G )≤∆ (G0)=∆，mad (G )≤

mad (G0)，chk(G )> é

ê
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ê ù

ú
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∆(G0 )
k-1 +1 }，由GO∈G知该集

合不是空集。那么，在此集合中取边数最小的图G，则

图 chk(G )> é

ê
ê
êê
ê ù
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∆(G0 )
k-1 +1，从 而 知 道 ，对 于

( é
ê
ê
êê
ê ù

ú
úúúú

∆(G0 )
k-1 +1)-列表L，图G在此列表下是不可染的，

但 是 其 任 意 真 子 图 都 是 L- 可 染 的 。

下面首先证明图 G的一些结构，然后通过

Discharging的方法来证明这个结论。

引理2.1. δ (G )≥2。
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证明： 反证法，假设图G含有一个 1-点 v。由

图G的定义知，G- v有一个 k-frugal L-染色 c。设

NG(v)= u，此时若想把染色扩充到图G上，点v禁用

的颜色为 c( u )以及在NG(u)中出现过 k-1次的颜

色（即Ck-1 ( u )）。因此禁用的颜色至多为

1+ ê
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d ( )u -1
k-1 = é
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ê ù
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k-1 +1

因此，可以将染色扩充到图G上，矛盾。

引理 2.2. 对于图G中任意一个 ( k-1)--点 v，

设 NG(v)={ v1，v2，…，vx }，则 有 ∑i=1
x é

ê
ê
êê
ê ù
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d ( )vi
k-1 ≥
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ù
ú
úúúú∆

k-1 +1。

证 明 ： 反 证 法 ，假 设 引 理 不 成 立 ，则

∑i=1
x é
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d( vi )
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k-1 +1。

由图G的定义知，G- v有一个 k-frugal L-染色

c。此时若想把染色扩充到图G上，点 v禁用的颜色

为诸 c( vi )以及在NG ( vi )中出现过 k-1次的颜色

（即Ck-1 ( vi )）。因此禁用的颜色至多为

x+∑
i=1

x ê

ë
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k-1 =∑
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k-1 +1

这样就可以将染色扩充到图G上，矛盾。

为了方便证明，下面给出一些定义。

如果一个2-点v和另外一个2-点相邻，就称其为

轻 2-点，否则就称为非轻 2-点。设 v为一个 2-点，

NG(v)={ v1，v2 } 且 d (v1)≤ k-1，则由引理 2. 2，

d (v2)≥∆- (k-2)≥ k+ 3a-3- (k-2)=
3- a
a

。定义( 3- a
a

)+-点为∆ε-点。

下面通过Discharging的方法得到一个矛盾。给

每个点v赋初始权ω (v)=d ( v )，因此有

∑
x∈V
ω (x)=2|E|≤mad(G )× |V|

对于每个 x∈V，都通过特定的权转移规则（权

只能从一个元素转移到另一个元素，故总和不变），

得到一个新权ω* (x)，因为在权转移的过程中总和不

变，所以仍有

∑
x∈V
ω* (x)=2|E|

如果在权转移后，得到ω* (x)>mad(G )对于所

有x∈V均成立，则有

∑
x∈V
ω* ( )x >mad(G )× |V|

这样就得到一个矛盾，从而定理得证。

下面给出权转移规则，Discharging规则：

每个 3+- 点 v 转移
d ( )v -(3- a )

d( v ) 到相邻的

2-点。下面来验证ω* (x)≥3- a对于所有x∈V均

成立。对于3+-点v，容易验证ω* (v)≥3- a。
下面来讨论 2-点，对于轻 2-点 v，容易验证

ω* (v)≥2+
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

3- a
a
- ( )3- a

3- a
a

=2+(1- a )=

3- a。
对 于 非 轻 2- 点 v，设 NG(v)={ x，y } 且 3≤

d( x )≤d( y )，则由引理 2. 2知，
é

ê
ê
êê
ê ù
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úúúú

d ( )x
k-1 +

é

ê

ê
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ê
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ê ù

ú

ú
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úd ( )y

k-1 ≥

é
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êêêê
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k-1 +1。

设
é

ê
ê
êê
ê ù

ú
úúúú

d ( )x
k-1 = p+1，即 p( k-1)+1≤d( x )≤

( p+1)( k-1)；设
é

ê

ê
êê
ê
ê
ê ù

ú

ú
úú
úd ( )y

k-1 = q+1，即 q ( k-1)+

1≤d( y )≤ ( q+1)( k-1)，则
é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +1≤ p+

q+2，故 ∆≤( p+ q+1)( k-1)。 可 以 得 到

d( x )+d( y )-2≥ ( p+ q )( k-1)≥∆-( k-1)，

即d (x)+d ( y)≥∆- k+3= 3a。

现 在 有 ω* (v)≥2+ d ( )x -(3- a )
d( x ) +

d ( )y -(3- a )
d( y ) =4- (3- a) ( 1

d( x ) +
1
d( y ) )， 由

3≤d( x )≤d ( y )知，d( x )=3时ω* (v)取得最小值，

又 由 d ( y)≥ 3a-d( x )，从 而 ，ω* (v)≥4- (3-

a) ( 13 +
1

3
a
-3

)。下面希望证明ω* (v)≥3- a。令

f (a)=4- (3- a)
æ

è

ç

ç
çç
ç

ç1
3 +

1
3
a
-3

ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
- (3- a)= a

3 ×

1-3a
1- a ，而当 0< a≤ 13时 f ( a )≥0，此即对于任意

非轻2-点v，有ω* (v)≥3- a。
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综上，得到了一个矛盾，定理得证。

3 定理1.2的证明

反证法，假设定理不成立，图G取边数最小的极小

反例，则图 chk(G )> é

ê
ê
êê
ê ù

ú
úúúú

∆(G0 )
k-1 +2。设 L 为一个

( é
ê
ê
êê
ê ù

ú
úúúú

∆(G0 )
k-1 +2)-列表，则图G在此列表下不是k-frugal

可染的，但是其任意真子图都是L-可染的。

下面首先证明图 G的一些结构，然后通过

discharging的方法来证明这个结论。

引理3.1. δ (G )≥2。
证明： 证明方法与引理2. 1相同。

引理3.2. G中不含与3--点相邻的2-点。

证明： 假设定理不成立，G中存在一个2-点v，且
其与一个3--点u相邻。由于图G为极小反例，G- v有
一个 k-frugal L-染色 c。设NG(v)={ u，w }，则v禁用

的颜色为 c( u )，c(w )以及在NG (w )中出现过k-1次
的颜色（i. e. Ck-1 (w )），所以点v禁用的颜色至多为

1+1+ ê

ë

ê
êê
ê ú

û
úúúú

d ( )w -1
k-1 = é

ê
ê
êê
ê ù

ú
úúúú

d(w )
k-1 +1≤

é
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êêêê

ù
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k-1 +1，

因此，可以将染色 c扩充到图G上，矛盾。

引理3.3. G中不含与3个2-点相邻的4-点。

证明： 假设定理不成立，G中含有一个4-点v，且
其与3个2-点x，y，z相邻。设x1，y1，z1分别为x，y，z的
另一个邻点，v1为v的第4个邻点。由于G为极小反例，

G-{ v，x，y，z } 有一个 k-frugal L- 染色 c。设点

w∈{ v，x，y，z }，则w禁用的颜色为 c(w1 )以及在

NG (w1 )出现过k-1次的颜色（i. e. Ck-1 (w1 )），因此

点w禁用的颜色为

1+ ê

ë

ê
êê
ê ú

û
úúúú

d ( )w1 -1
k-1 = é

ê
ê
êê
ê ù

ú
úúúú

d(w1 )
k-1 ≤

é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 ，

设 L* (w)=L (w) \( {c (w1) }⋃Ck-1 (w1 ) )，则

| L* (w) |≥2，其中，w∈{ v，x，y，z }。
首先用 c( x )∈L* (x) \ { c( v1 ) }中的颜色染x，用

c( v )∈L* (v) \ { c( x ) } 中 的 颜 色 染 v， 用

c( y )∈L* ( y) \ { c( v ) } 中 的 颜 色 染 y， 用

c( z )∈L* (z) \ { c( v ) }中的颜色染 z。容易验证这是

图G的一个k-frugal L-染色，矛盾。

引理3.4. G中不含与5个2-点相邻的5-点。

证明： 假设定理不成立，G中含有一个5-点v，且
NG(v)={ x1，x2，…，x5 }，dG(xi)=2，yi为xi的另一

个邻点（其中 i=1，2，…，5）。由于G为极小反例，

G\ { v，x1，x2，…，x5 } 有 一 个 k-frugal L- 染 色 c。
∀ 1≤ i≤5，点xi禁用的颜色为 c( yi )和在NG ( yi )中出

现过 k-1次的颜色（i. e. Ck-1 ( yi )）。设 L* (xi)=
L (xi) \( {c ( yi) }⋃Ck-1 ( yi ) )， 易 得 | L* (xi) |≥

é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +2-(1+
ê

ë

ê
êê
ê
ê
ê ú

û

ú
úú
úd ( )yi -1

k-1 )≥2。对于点 v，易

得| L (v) |≥ é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +2≥3。

下面将染色 c扩充到图G上。

首先用L* (x1)中的颜色染x1，这个颜色记作a；然
后用L* (x2) \ { a }中的颜色染x2，这个颜色记作 c (x2)；
用L* (v) \ { a，c (x2) }中的颜色染v，这个颜色记作b；
最后用L* (xi) \ { b }中的颜色染xi，其中 i=3，4，5。容

易 验 证 当 c (x3)= c (x4)= c (x5)= a 和 c (x3)=
c (x4)= c (x5)= c (x2)均不成立的时候，这个染色为

图G的 k-frugal L-染色。不失一般性，假定L* (xi)=
{ a，b }且 c (xi)= a对于 i=3，4，5均成立。

如果L* (x1)≠{ a，b }，那么可以用L* (x1) \ { a }中
的颜色给x1重新染色，容易验证这是图G的k-frugal L-

染色。

下面假设L* (x1)={ a，b }。重新给x1和x5染上

颜色b，用 c (v)∈L (v) \ { a，b }中的颜色重新染v，用
L* (x2) \ { c( v ) }中的颜色重新染x2，容易验证这是图G
的一个k-frugal L-染色，矛盾。

接下来通过discharging的方法来获得一个矛盾，

首先给每个点v赋初始权ω (v)=d ( v )，设权转移后得

到的新权围ω* (v)。

下面给出权转移规则，每个4+-点v转移
1
2到相邻

的2-点。

下面来验证ω* (x)≥3对于所有x∈V均成立。

设v为一个k-点。

如 果 k≥6， 则 ω (v)≥d (v)- 12 d (v)=
1
2 d (v)≥3。

如果k=5，由引理3. 4，5点之至多只能与4个2-

点相邻，则ω (v)≥5-4× 12 =3。
如果 k=4，由引理 3. 3，4点之至多只能与 2个

2-点相邻，则ω (v)≥4-2× 12 =3。
如果 k=3，由引理3. 2，3点之不与2-点相邻，则
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ω (v)≥3。
如果 k=2，由引理 3. 2，2-点只能与 4+-点相邻，

则ω (v)≥2+2× 12 =3。
综上，得到了一个矛盾，定理得证。

4 定理1.3的证明

反证法，假设定理不成立，图G取边数最小的极小

反例，则图 chk(G )> é

ê
ê
êê
ê ù

ú
úúúú

∆(G0 )
k-1 +3。设 L 为一个

( é
ê
ê
êê
ê ù

ú
úúúú

∆(G0 )
k-1 +3)-列表，则图G在此列表下不是k-frugal

可染的，但是其任意真子图都是L-可染的。

下面首先证明图 G的一些结构，然后通过

discharging的方法来证明这个结论。

引理4.1. δ (G )≥2。
证明： 证明方法与引理2. 1相同。

引理4.2. 对于图G中任意一个( k-1)--点v，设

NG(v)={ v1，v2，…，vx }， 则 有 ∑i=1
x é

ê

ê
êê
ê ù

ú
úúúú

d ( )vi
k-1 ≥

é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3。

证明： 证明方法与引理2. 2相同。

引理 4.3. 若 v 为 2- 点 且 NG(v)={ u，w }，
d( u )≤d(w )，则d (u)≥2 (k-1)+1≥7。

证明： 假设d (u)≤2 (k-1)，带入引理4. 2，得
d (w)>∆，矛盾。

引理 4.4. 若 v为 3-点，NG(v)={ x，y，z }，且
d( x )≤d( y )≤d( z )，则d ( z )≥d ( y )≥ k≥4。

证明： 假设 d ( y)≤ k-1，带入引理 4. 2，得
d (z)>∆，矛盾。

引理4.5. 不存在与6个2-点相邻的7-点。

证 明 ： 设 v 为 一 个 7- 点 ，NG(v)=
{ x1，x2，x3，x4，x5，x6，u }， 其 中 d (xi)=2，
NG(xi)={ v，yi }（i=1，2，…，6）。

由 图 G 的 极 小 性 ， 图 G-
{ v，x1，x2，x3，x4，x5，x6 }有一个 k-frugal L-染色 c。
此时点 v被禁用的颜色为 c( u )以及在NG(u)中出现

k-1次的颜色。因此点v被禁用的颜色至多为

1+ ê

ë

ê
êê
ê ú

û
úúúú

d ( )u -1
k-1 = é

ê
ê
êê
ê ù

ú
úúúú

d( u )
k-1 ≤

é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1
设点v的可用颜色集为L* (v)，则| L* (v) |≥3。

同理可得

点 xi∈{ x1，x2，x3，x4，x5，x6 }的可用颜色集为

| L* (xi) |≥3。
下面将这个染色c扩充到图G上。

给 x1 染颜色 c1 ∈L* (x1) \ { c( u ) }，给 x2 染颜色

c2 ∈L* (x2) \ { c (u)，c1 }，给 v 染 颜 色 c3 ∈L* (v) \
{ c1，c2 }。

给 x3 染 颜 色 a1 ∈L* (x3) \ { c3 }，给 x4 染 颜 色

b1 ∈L* (x4) \ { c3，a1 }。
给 x5 染 颜 色 a2 ∈L* (x5) \ { c3 }，给 x6 染 颜 色

b2 ∈L* (x6) \ { c3，a2 }。
因此，a1≠ b1，a2≠ b2，c1≠ c( u )，c2≠ c( u )。
集合 c1，c2，a1，b1，a2，b2，c( u )中同种颜色至多

出现3次，因此得到的染色为图G的一个k-frugal L-染

色，矛盾。

引理4.6. 设k为正整数，8≤ k≤9，则不存在与

k个2-点相邻的k-点。

证明： 这里不妨假设k=9，因为只要k=9成立，

k=8的情况类似可证。

设 点 v 为 一 个 9- 点 ，且 与 9 个 2- 点 相 邻 。

NG(v)={ x1，x2，…，x9 }，yi为点xi异于点v的另一个

邻点。由G的极小性，图G-{ v，x1，x2，…，x9 }有一

个k-frugal L-染色 c。
此时点xi被禁用的颜色为 c( yi )以及在NG ( yi )中

出现k-1次的颜色，点v可以染其本身列表中的任意

一种颜色。

设点v的可用颜色集为L* (v)，点xi的可用颜色集

为 L* (xi)（ 其 中 i=1，2，…，9），则 | L* (v) |=
| L (v) |≥1+3=4，| L* (xi) |≥3。

下面采用如下方式将这个染色 c扩充到原图G上。

给x1染 c( x1 )∈L* (x1)，
给x2染 c( x2 )∈L* (x2) \ { c( x1 ) }，
给x3染 c (x3)∈L* (x3) \ { c (x1)，c( x2 ) }，
给x4染 c( x4 )∈L* (x4)，
给x5染 c( x5 )∈L* (x5) \ { c( x4 ) }，
给x6染 c (x6)∈L* (x6) \ { c (x4)，c( x5 ) }，
给x7染 c( x7 )∈L* (x7)，
给x8染 c( x8 )∈L* (x8) \ { c( x7 ) }，
给x9染 c (x9)∈L* (x9) \ { c (x7)，c( x8 ) }，
此时，点x1，x2，x3的颜色互不相同，点x4，x5，x6

的颜色互不相同，点x7，x8，x9的颜色互不相同。

设S=⋃9i=1 { c( xi ) }，则3≤ |S|≤9。
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如果L( v )\S≠∅，给点 v染 c( v )∈L( v )\S，就
可以把这个染色 c扩充到图G上，矛盾。

下面设L( v )⊆S，对k进行分类讨论。

情 况 1. 当 k=4 时 ，| L* (v) |= | L (v) |=
é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3≥9÷3+3=6。

此时L( v )中必然存在3种颜色，这3种颜色在S中
出现的次数均小于等于1。因为如果只有两种颜色在

S中出现不超过一次的话，可以推出 S≥4×2+
2×1=10，矛盾。

而且，此时必然有Ck-1 (v)=C3 (v)≤1，因为如果

|Ck-1 (v) |≥2，可 以 推 出 S≥2×3+4×1=10，
矛盾。

此时不妨设 c( xi )∈L( v )∩C1 ( v )，首先擦掉xi的
颜色，然后给点 v 染 c( xi )，最后用集合 L* (xi) \
[ { c (xi) }∪C3 (v) ]中的染色给点xi染色，即可将染色

扩充到图G上。

情 况 2. 当 k≥5 时 ，| L* (v) |= | L (v) |=
é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3≥4。

根据前边的染色方法，得知∀ c∈L( v )，颜色 c在集

合S中出现的次数不超过3，即C4 (v)=∅。

此时集合L( v )中至多有两种颜色在S中出现的次

数等于3（不妨设这两种颜色为 { 1，2 }），因为如果有3
种颜色在S中出现的次数等于 3，则可以推出 | S |≥
3×3+1×1=10，矛盾。

因此，L( v )中总有一种颜色，其在S中出现的次数

小于等于2，不妨设这个颜色为 { 3 }。
集合 S中至多有两个点颜色为 3，不妨设为

{ vi，vj }，首先擦掉这两个点的颜色，给点v染颜色3，然
后给点vi染集合L* (vi) \ { 1，3 }中的颜色，给点vj染集

合L* (vj) \ { 2，3 }中的颜色，容易验证此时染色满足5-
frugal的条件，因此可以将这个染色扩充到图G上。

矛盾。

为了方便下列引理的证明，给出几个定义。若一

个3-点与3个4+-点相邻，就称其为重3-点，反之称为轻

3-点。若一个8-点与7个2-点和一个重3-点相邻，就称

其为轻8-点。

引理4.7. 不存在与7个2-点和一个轻3-点相邻

的8-点。

证明： 假设存在一个 8-点 v，其与 7个 2-点 xi
（i=1，2，…，7）和一个轻 3-点 x8 相邻，设 xi（i=
1，2，…，7）的 另 一 个 邻 点 为 yi，NG(x8)=

{ v，y*8，y**8 }，其中 y**8 为 3--点。由 G的极小性，图

G-{ v，x1，x2，…，x8 }有一个k-frugal L-染色 c。
此时，点xi（i=1，2，…，7）被禁用的颜色为 c( yi )

以及在NG ( yi )中出现k-1次的颜色，点x8被禁用的

颜色为 c( y*8 )，c( y**8 )以及在NG ( y*8 )中出现k-1次的

颜色，点v可以染其本身列表中的任意一种颜色。

设点v的可用颜色集为L* (v)，点xi的可用颜色集

为 L* (xi)， 则 | L* (v) |= | L (v) |= é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3，

|L* (xi) |≥3（i=1，2，…，7），|L* (x8) |≥2。
下面将染色 c扩充到原图G上。

给x8染 c( x8 )∈L* (x8)，
给x1染 c( x1 )∈L* (x1) \ { c( x8 ) }，
给x2染 c( x2 )∈L* (x2) \ { c (x8)，c( x1 ) }，
给x3染 c( x3 )∈L* (x3)，
给x4染 c( x4 )∈L* (x4) \ { c( x3 ) }，
给x5染 c( x5 )∈L* (x5) \ { c (x3)，c( x4 ) }，
给x6染 c( x6 )∈L* (x6)，
给x7染 c( x7 )∈L* (x7) \ { c( x6 ) }，
此时，点x8，x1，x2的颜色互不相同，点x3，x4，x5

的颜色互不相同，点x6，x7的颜色互不相同。

设S=⋃8i=1 { c( xi ) }，则3≤ |S|≤8。
如果L( v )\S≠∅，令 c( v )∈L( v )\S，就可以把

这个染色扩充到图G上，矛盾。

下面不妨设L( v )⊆S，对k进行分类讨论

情 况 1. 当 k=4 时 ，| L* (v) |= | L (v) |=
é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3≥3+3=6从而 |S|≥L( v )≥6。

此时L( v )中必然存在3种颜色，这3种颜色在S中
出现的次数均小于等于1。因为如果只有两种颜色在

S中出现不超过一次的话，可以推出 S≥4×2+
2×1=10，矛盾。

而且，此时必然有Ck-1 (v)=C3 (v)≤1，因为如果

|Ck-1 (v) |≥2，可 以 推 出 S≥2×3+4×1=10，
矛盾。

此时不妨设 c( xi )∈L( v )∩C1 ( v )，首先擦掉xi的
颜色，然后给点 v 染 c( xi )，最后用集合 L* (xi) \
[ { c (xi) }∪C3 (v) ]中的染色给点xi染色，即可将染色

扩充到图G上。

情 况 2. 当 k≥5 时 ，| L* (v) |= | L (v) |=
é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3≥4，从而 |S|≥L( v )≥4。

根据前边的染色方法，得知∀ c∈L( v )，颜色 c在集
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合S中出现的次数不超过3，即C4 (v)=∅。

此时集合L( v )中至多有两种颜色在S中出现的次

数等于3（不妨设这两种颜色为 { 1，2 }），因为如果有3
种颜色在S中出现的次数等于 3，则可以推出 | S |≥
3×3+1×1=10，矛盾。

由于L (v) \ { 1，2，c( x8 ) }≠∅，从该集合中任取

一个颜色 c1，则集合S中至多有两个点的颜色为 c1，不
妨设存在两个点的颜色为 c1（若只有一个点颜色为 c1，
证明方法类似），且这两个点均不为x8。设这两个点为

{ vi，vj }。首先擦掉这两个点的颜色，给点v染颜色 c1，
然后给点vi染集合L* (vi) \ { c1，1 }中的颜色，给点vj染

集合L* (vj) \ { c1，2 }中的颜色，容易验证此时染色满足

5-frugal的条件，因此可以将这个染色扩充到图G上。

矛盾。

引理4.8. 不存在与两个轻8-点相邻的3-点。

证明： 由定义，得知与轻8-点相邻的3-点一定是

重3-点。

设v为一个重3-点，u和w为与点v相邻的轻8-点，

设 NG(u)={ v，x1，x2，…，x7 }， NG(w)=
{ v，x*1，x*2，…，x*7 }。

由 G 的 极 小 性 ， 图 G-
{ u，v，w，x1，x2，…，x7，x*1，x*2，…，x*7 } 有 一 个 k-
frugal L-染色 c。

设 a∈{ u，v，w，x1，x2，…，x7，x*1，x*2，…，x*7 }
的 可 用 颜 色 列 表 为 L* ( a )，容 易 得 到 |L* (v) |=
|L* (xi) |= |L* (x*i ) |≥3（i=1，2，…，7），|L* (u) |=

|L (u) |= é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3， |L* (w) |= |L (w) |=

é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3。（方法类似上述引理，在此不再赘述。）

设 L* (v)={ a，b，c }，分 别 取 L*1 ( v )={ a，b }，
L*2 ( v )={ a，c }， L*3 ( v )={ b，c }， 观 察 点

u，v，x1，x2，…，x7，由引理4. 7的证明过程，得知，如

果一个8-点的列表长度为
é
ê
êêêê

ù
ú
úúúú∆

k-1 +3，8个邻点中有

7个点的列表长度为3，有一个点的列表长度为2，那么

总可以从其列表中选取适当的颜色，使得这个染色为

正常的。因此基于上述点v的三种不同的列表，可以

得到3种关于这8个点的染色方案，分别记作 cx，cy，cz。
上述3种染色方案中点v使用的列表均不完全相

同，因此 cx ( v )，cy ( v )，cz ( v )这3种颜色不可能完全相

同，所以总可以找到两个方案，不妨设为 cx，cy，满足

cx ( v )≠ cy ( v )，这里不妨设 cx(v)= a，cy(v)= b。

令L*4 ( v )={ a，b }，观察点 v，w，x*1，x*2，…，x*7，
由引理4. 7，可以得到关于这8个点的染色方案，记作 c0。

此 时 ，如 果 c0 (v)= a，就 用 方 案 cx 给 点

u，v，x1，x2，…，x7 染 色 ，用 方 案 c0 给 点

v，w，x*1，x*2，…，x*7染色。

如 果 c0 (v)= b， 就 用 方 案 cy 给 点

u，v，x1，x2，…，x7 染 色 ，用 方 案 点 c0 给 点

v，w，x*1，x*2，…，x*7染色。

容易验证此时得到的染色为原图的一个 k-frugal
L-染色，因此可以将染色 c扩充到图G上，矛盾。

这样就通过discharging的方法来获得一个矛盾，

首先给每个点v赋初始权ω (v)=d ( v )，设权转移后得

到的新权为ω* (v)。
下面给出权转移规则：

（（R1））每个点均向相邻的2-点转移
2
3。

（（R2））除了轻 8-点外，每个 4+-点向相邻的 3-点

转移
1
6。

下边来验证上述过程，每个点的权均大于等于
10
3 。

设点 v为一个 k-点，因为图G中没有 1-点，所

以k≥2。

如果 k=2，由（R1）容易验证 ω* (v)=2+ 23 =
10
3 。

如果k=3，分两种情况讨论。

若v不与轻8-点相邻，由引理4. 4，v周围至少有两

个 4+-点，由（R2），容易验证 ω* (v)=3+ 16 ×2=
10
3 。若v与轻8-点相邻，由引理4. 7和引理4. 8，点v必

然为重3-点，且点v周围至多有一个轻8-点，因此除了

这个轻8-点，点v周围还存在两个4+-点，由（R2），容易

验证ω* (v)=3+ 16 ×2=
10
3 。

如果 4≤ k≤6，由引理 4. 3，点 v周围不存在 2-

点 ，由（R2）容 易 验 证 ω* (v)≥d (v)- 16 d (v)=
5
6 d( v )≥

10
3 。

如果k=7，由引理4. 5，点v周围至多存在5个2-

点，由（R1）（R2），容易验证 ω* (v)≥7- 23 ×5-
1
6 ×2=

10
3 。
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如果k=8，由引理4. 6，点v周围至多存在7个2-
点，下面分两种情况讨论。

若点v为轻8-点，由引理4. 8，如果点v与7个2-点
和1个3-点相邻，则这个3-点必定为重3-点，由（R2）可
得轻 8-点不需要给相邻的 3-点转移权，容易验证

ω* (v)≥8- 23 ×7=
10
3 。若点 v不为轻 8-点，由

（R2），容易验证ω* (v)≥8- 23 ×7=
10
3 。

如果k=9，由引理3. 6，点v周围至多存在8个2-

点，容易验证ω* (v)≥9- 23 ×8-
1
6 =3. 5>

10
3 。

如 果 k≥10，容 易 验 证 ω* (v)≥d (v)-
2
3 d (v)=

1
3 d ( v )≥

10
3 。

这样就得到一个矛盾，定理得证。
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