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基于完全贝叶斯估计的在役地下结构荷载
随机反演方法

田志尧 1，2， 宫全美 1，2， 赵 昱 1，2， 周顺华 1，2

（1. 同济大学 道路与交通工程教育部重点实验室，上海 201804；2. 同济大学 上海市轨道交通结构耐久与系统安全重点实验室，上海 201804）

摘要：提出一种在役地下结构荷载随机反演方法。采用样

条函数，将结构上的未知荷载参数化为一系列插值变量；基

于贝叶斯框架，融入结构变形观测数据，并构建荷载参数的

后 验 概 率 分 布（PDF）；引 入 高 效 采 样 算 法 DREAM
（differential evolution adaptive metropolis）实现对未知荷载的

完全贝叶斯估计。实际案例结果表明：传统确定性反演方法

表现出解不稳定的“病态反演”问题，而本方法的荷载期望值

则与实测结果吻合较好；本方法得到了未知荷载的完整后验

分布，体现出处理反演结果不唯一的优势。
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Stochastic Inversion Method for In-
service Underground Structure Load 
Based on Full Bayesian Inference

TIAN　 Zhiyao1，2， GONG　 Quanmei1，2， ZHAO　 Yu1，2， 
ZHOU　Shunhua1，2

（1. Key Laboratory of Road and Traffic Engineering of the 
Ministry of Education， Tongji University， Shanghai 201804， 
China；2. Shanghai Key Laboratory of Rail Infrastructure 
Durability and System Safety， Tongji University， Shanghai 
201804， China）

Abstract： A stochastic inversion method for in-service 
underground structure load was proposed. Firstly， based 
on spline function， the disorderly distributed load was 
parameterized into a set of interpolation unknowns. 
Secondly， on Bayesian framework， the posterior 
probability density function （PDF） of the unknowns was 
built by incorporating the measured deformation data. 
Lastly， the full Bayesian inference of the corresponding 
unknown load was carried out based on an efficient 

sampling method of DREAM （differential evolution 
adaptive metropolis）. Testing results from a field case 
indicated that the expectation load obtained from the 
proposed method fits well with the actual recorded 
pressures while the ill-conditioning is encountered by 
traditional deterministic inversion method. Apart from the 
expectation load， complete PDFs of the inversion load are 
obtained， which presents the natural advantage of the 
proposed method to deal with non-uniqueness.

Key words： underground structure； load inversion；

Bayesian inference；structural health assessment 

识别荷载状态是对服役结构进行健康状态评估

与行为预测的重要基础，如对在役结构进行数字建

模、内力估算或残余承载力评估时均依赖于准确获

知其当前荷载状态［1］。特别地，由于地下服役环境

的复杂性，许多在役地下结构荷载超出设计预期，引

发超限变形与严重病害，服役安全性不容乐观［2-4］。

因此，感知在役地下结构的荷载状态显得尤为重要。

然而，结构埋置于地下，由于监测技术、操作空间有

限，直接测量结构外部水土荷载相对困难。特别针

对在役结构，如未在结构浇筑前埋设高精度传感器，

服役期将不具备相关元件安装与测量条件［5］。在此

情况下，基于其他易观测的结构响应信息，如结构变

形数据，反演结构的当前外荷载状态的思路则更为

可行。

目前，地下结构荷载反演研究大多针对设计荷

载问题。朱合华等［6］、周济民等［7］、李策等［8］、Yan
等［9］以预埋的传感器获取结构内力信息，基于内力

与外荷载的关系反演了服役初期地下结构的设计荷
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载状态。这类研究预先假定荷载分布符合预设的荷

载模式，将未知荷载参数化为对应模式下的特定参

数，在此受限的参数空间内搜寻与观测数据最吻合

的解答，一般可得到唯一且最优反演结果。然而，实

测数据表明，大量在役结构的荷载状态早已超出设

计预期，分布杂乱［10-11］。针对未知的杂乱分布的荷

载，Gioda等［12］用多项式逼近未知荷载，将未知荷载

分布参数化为多项式上的待定系数，得到观测数据

与预测值拟合度最小的解答，将其视为反演结果。

实际上，摒弃相关假设（如荷载模式）对参数空间放

宽［12］，反演结果可能会不唯一或不稳定［13］。许多截

然不同的荷载分布可能对应同一组位移观测值，使

得反演结果没有唯一解；由于位移-荷载映射矩阵条

件数过大，微小的位移观测误差将引起反演荷载的

剧烈波动，又称之为“病态反演”。为解决上述问题，

学者们通常引入正则化技术，施加一组人为强制性

约束（如“平滑”）来惩罚参数空间内的部分成分，从

而获得唯一最优解［14］。张中生等［15］基于截断奇异值

分解正则化技术，反演了算例支架上的荷载，获得较

好的反演结果。Liu等［16］和Liu等［17］分别采用截断奇

异值分解和 Tikhonov 正则化技术反演了盾构机外

壳上的荷载分布，并通过算例说明了该方法对观测

误差的免疫效果。实际上，这类正则化约束被认为

是一种主观先验信息，相关正则化参数选取通常依

赖于研究人员的经验［14，18］，强制要求反演结果在数

学上的“平滑”可能并不适用于所有案例。此外，上

述方法均基于确定性反演获得唯一最优解，未对解

的不唯一性做出讨论。随机反演适合对解的不唯一

性进行描述，朱永全等［19］基于确定性反演的寻优框

架，直接采用Monte Carlo模拟，近似获得了隧道结

构上反演荷载的统计值，但该方法有效性有待进一

步验证，而且 Monte Carlo 抽样计算成本过高。何

涛［20］在直接求逆法的基础上，采用概率密度演化理

论求得结构上荷载的概率密度函数，但直接求逆法

对观测数据要求较高，极易出现“病态反演”问

题［12，15］。随机反演中，贝叶斯方法凭借其完备的统

计理论基础，在地下工程中的土参反演［21-23］、结构损

伤识别［24-25］等方面得到了广泛的应用与发展。基于

贝叶斯公式，待演参数的后验分布可以通过先验信

息和似然函数求出。先验分布通常基于已知信息被

预设为高斯分布等特殊分布形式，构造与似然函数

同分布的函数，以获得后验概率的解析解，反演过程

高效、简洁；通过高斯先验的强约束作用，解决“病

态”反演问题。有学者已经证明，当先验信息取为拉

普拉斯分布或高斯分布时，贝叶斯方法的最大后验

解与确定性方法中的Lasso正则化或Tikhonov正则

化反演结果完全等价［26］。然而，对于在役地下结构

的荷载反演问题，由于其荷载状态通常超出设计预

期，因此要求荷载参数服从高斯分布等强先验分布

过于主观。

为此，将贝叶斯反演方法引入在役地下结构的

荷载反演问题，但对于在役结构荷载反演的具体背

景，避免对先验分布进行预设，而采用更为合理的弱

先验形式。针对由强先验预设解除带来的无解析解

问 题 ，引 入 自 适 应 差 分 进 化 算 法 DREAM
（differential evolution adaptive metropolis）［27］高效采

样，得到荷载后验分布的完全贝叶斯估计；针对由强

先验预设解除带来的“病态反演”问题，在所得完整

后验分布上积分得到荷载期望值，并依据所有可行

解的“概率加权”平滑某一特定解不稳定的特征。

1 地下结构荷载随机反演方法 

在役地下结构荷载分布通常杂乱无章，因此在荷

载反演前需对其进行参数表征；基于贝叶斯公式融入

结构变形观测数据与先验信息，构建荷载参数后验概

率分布表达式；在后验概率分布表达式基础上对荷载

参数进行完全贝叶斯估计，即可得到反演荷载的完整

后验概率分布，进一步积分可得到荷载期望值。

1. 1　荷载参数化　

针对在役地下结构未知的荷载分布，摒弃相关

荷载模式假设，采用简明而灵活的样条插值函数逼

近任意荷载分布，即：将未知荷载分布参数化为结构

上一系列等间距分布的插值参数。具体地，以广义

坐标 z表示结构上的区域，区域内以n个均布的插值

参数x=（x1，…，xn）进行样条插值逼近未知荷载 q，
借助插值关系表达式即可将未知荷载反演问题转变

为中间变量x的反演问题，如下所示：
q=Spx （1）

式中：Sp为插值算子，其推导见文献［28］。图1为条

形结构的参数化示意图（圆弧形结构的插值可在极

坐标下进行），未知的荷载分布由插值参数的不同取

值而控制。值得一提的是，如图1所示，插值函数的

参数化能力由参数个数n决定，即参数个数越多，参

数化能力越强。只要 n足够大，任何荷载形态均能

囊括进此参数空间。实际上，为了数学上处理方便，

正如奥卡姆剃刀原理，n的取值应当在囊括真实荷载

形态的基础上越小越好。这里，进一步提出一种确
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定 n值的思路，即不断增大 n进行试算，当反演的结

果几乎收敛不变时，可认为参数化能力无需再提升，

真实的荷载已经反演得到，详细流程在 2 节中

讨论。

1. 2　贝叶斯反演框架　

1. 2. 1　正演分析模型　

预测某一组特定荷载参数 x下的结构响应，即

正分析过程（“荷载-结构”模型），可由最常见的有限

单元法格式表示，如下所示：

g ( x )=K-1 f=K-1LEq=K-1LESpx （2）

式中：g ( x )为结构响应预测值，如结构变形；K为结构

离散后的刚度矩阵；f为离散单元节点上的等效荷载，可

由荷载分布q及其算子LE根据虚功原理等效而得。线

弹性问题可直接由式（2）求得结构响应，非线性问题则

可基于牛顿迭代等方法求解。常见“荷载-结构”模型的

有限元法格式推导已十分成熟［29］，不再赘述。

若实际观测一组结构变形数据d，常规确定性

方法通过寻求预测响应与实测变形差值的二阶范数

最小解来反演荷载参数，从而获得荷载，如下所示：

xMAP = min
x

{( g ( x )-d )T ( g ( x )-d ) } （3）

结构工程中，由于K的条件数十分大，因此d上

微小的观测误差就会引起反演结果的剧烈波动，此

外若K欠定，则反演结果没有唯一解。这时，学者们

通常引入正则化技术，人为修正刚度矩阵［15］或在式

（3）右侧加入惩罚因子［17］来限定 x的可行解。与之

不同，本研究基于随机分析的思想，在贝叶斯反演框

架下反演荷载。

1. 2. 2　贝叶斯公式　

对参数x的随机反演结果用给定观测数据d下

的条件概率表示，贝叶斯公式表达式如下所示：

P ( x |d )= P ( x ) P (d | x )

∫P ( x ) P (d | x ) dx （4）

式中：P ( x |d )是参数x融入后观测数据d（本研究主

要讨论结构变形观测数据）的后验概率分布（PDF）；

P ( x )是先验概率；P (d | x )是似然函数；分母又称

“边际似然”，是使PDF积分始终为1的归一化常数，

在PDF的数值估计流程中通常可以忽略。

1. 2. 3　先验概率　

先验概率以概率密度函数的形式表征参数x的
先验信息。任何合理的工程判断均可作为先验信息

纳入反演过程。通常而言，对于在役结构的荷载反

演问题，由于其荷载状态通常超出设计预期，因此要

求荷载参数服从高斯分布等强先验的分布过于

主观。

采用一种弱先验形式，即均匀分布。均匀分布

在边界内不提供任何信息，认为在融入观测数据前，

参数的所有取值均具有相等概率，对其取值没有任

何偏好，即 xi~U（qmin，qmax）（i=1，…，n）。据此尽可

能依据观测数据推算真实的荷载情况。其中，均匀

分布的边界qmin与qmax可在具体案例依据工程经验给

出，以过滤掉明显不合理的取值（如某个数量级明显

不正常的结果）。

1. 2. 4　似然函数　

似然函数用于表征结构响应预测值与实测位移

数据的近似程度，两者差值构造如下所示：

e= g ( x )-d （5）

图1　基于样条插值函数的荷载参数化方法示意图

Fig.1　Illustration example of load parameterization method based on spline function
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式中：e为误差向量。对于一些简单的结构而言，由

于正演分析模型误差较小，e主要由数据观测误差构

成。由中心极限定理，可以假设其为服从均值为零

的高斯分布，于是似然函数可构造为

P (d | x )= 1
( 2πσ̄ 2

e )H/2 exp ( )-eTe
2σ̄ 2

e
（6）

式中：H为观测数据向量长度；σ̄e为观测误差的方差，

由数据误差水平决定，可基于数据测量精度预估。

1. 3　后验概率分布的完全贝叶斯估计　

通常而言，在表征完先验概率与似然函数后，将

两者代入式（4）对参数求导，则可以直接求出最大后

验解。然而，最大后验解本质上是基于确定性反演

的思路，如果缺少强先验信息的支持，就会面临解不

稳定的“病态反演”问题［14］。因此，这里对参数的后

验概率分布进行完全贝叶斯估计，采用统计推断的

思想，依据完整后验概率分布进一步做出工程决策。

特别地，在完整后验分布上积分可进一步得到反演

荷载的期望值 q̄，计算式如下所示：

q̄=∫P ( x |d )Spxdx （7）

根据式（7），可认为荷载期望值是综合所有可行

解并按其概率大小“加权”的结果。根据所有可行解

的综合推断可以平滑某一特定解大幅波动的特征，

解决“病态反演”问题，在地球物理、生命科学等领域

已有应用与证明，被描述为“天然正则化特性”［30-31］。

这一点也将直接体现在2节的反演结果中。

对于本问题，由于似然函数与先验概率非同分

布，并且考虑到高维参数、反演分析模型可能非线性

等问题，后验概率（见式（4））的解析求解几乎不可

能。在此情况下，基于马尔可夫链蒙特卡洛方法

（MCMC）对后验分布进行完全贝叶斯估计则是一

种较为现实的数值方法。该方法的基本思路为：构

造一条各态遍历的马尔可夫链［32］，在马尔可夫链上

迭代采样，样本最终将收敛到参数的后验分布。通

常而言，“荷载-结构”模型的正分析过程较为耗时，

为适应MCMC高频采样的要求，引入更为高效的自

适应差分进化算法 DREAM［27］构造马尔可夫链。

DREAM并行多条马尔可夫链，通过链间样本相互

“学习”，自适应调整采样步长与方向，可快速逼近后

验分布。具体步骤如下所示（t代表迭代步数）：

步骤步骤1    t=1时，根据先验概率在N条马尔可夫

链上随机产生初始样本 x1，j =( x1，j
1 ，…，x1，j

n )   ( j =
1，…，N )。

步骤步骤2    t≥2时，开始进化采样过程，过程如下：

（1）变异产生候选样本，计算式如下所示：

zt，j =x t - 1，j + ε +(1 + χ ) γ ( δ，ndef ) •

                            ( )∑
k = 1

δ

x t - 1，r1 ( k ) -∑
l = 1

δ

x t - 1，r2 ( l ) （8）

式中：xt−1，j为第 j 条马尔可夫链上的第（t−1）代样

本；ε 和 χ 为保证链条随机遍历的极小随机数；          
γ（δ，ndef）为跳动步长缩放系数，根据 δ和 ndef调整；δ
为生成候选样本的并行链条对数；ndef为候选样本中

被更新参数的数目，若全部更新，则 ndef=n；r1 ( k )和  
r2 ( l )为随机抽取的并行链条编号，且满足 r1 ( k )≠   
r2 ( l )≠j（k，l=1，…，δ）。根据Vrugt等［27］，相关参数

建议取值为 ε~N（0，10−24）；χ~U（−0. 05，0. 05）；每

次迭代时在｛1，2，3｝中随机抽取 δ；γ ( δ，ndef )=
2. 38/ 2δndef 。

（2）交叉确定是否接受候选样本分量 zt，j
i  ( i =

1，…，n )，若 u<1−CR，则不接受（zt，j
i = xt - 1，j

i ，ndef 更

新为 ndef=−1）；反之，接受新值。u是［0，1］均匀分

布产生的随机数，定义交叉概率CR∈［0，1］，zt，j
i  的表

达式如下所示：

zt，j
i =ì

í
î

xt - 1，j
i ，u < 1 - CR

zt，j
i ，u ≥ 1 - CR

（9）

（3）计算新旧样本后验概率，求得接受概率，以

接受概率 α( x t - 1，j，zt，j )接受候选样本，xt，j=zt，j；否则

拒绝，xt，j=xt−1，j。α( x t - 1，j，zt，j )的表达式如下所示：

α( x t - 1，j，zt，j )=
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

min ( )P ( zt，j|d )
P ( x t - 1，j|d )

，1 ，P ( zt，j )> 0

0，P ( zt，j )= 0
（10）

退出预烧期（burn-in period）后，链条收敛到后

验分布。收敛性判断一般采用Gelman等［33］给出的

指标（收敛因子），如下所示：

R̂i =
tj - 1

tj
+ N + 1

Ntj

B
W

（11）

式中：tj为第 j（j=1，…，N）条链上的迭代次数；N为

总并行链条数；B为链内样本方差在链间的方差；W
为链内样本方差在链间的平均值。一般认为 R̂i <
1. 2时，该链条收敛［33］。

2 方法应用与讨论 

2. 1　案例背景　

本节基于一个实际工程案例说明方法的应用流
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程并证明方法的有效性。Smethurst 等［34］记录了一

个抗滑桩和滑体相互作用的案例。如图2a所示，路

基边坡发生滑动，使得抗滑桩向坡脚方向挠曲。图

2a中，γ1、γ2、γ3、γ4分别表示碎石、黏土、软弱夹层、硬

黏土的土体重度，（EI）u和（EI）d分别表示抗滑桩上端

3 m和下端 7 m的抗弯刚度。抗滑桩的变形数据由

测斜仪记录下来，如图2b所示。本节的目标是通过

桩的挠曲变形数据反演桩上的未知净土压力（见图

2c），并与文献中记录的实测净土压力进行对比，验

证反演方法的有效性。

2. 2　反演过程演示　

（1）参数化。桩上分布的未知净土压力参数化

为样条插值函数上的n个均布插值参数x=（x1，…，

xn）。正如1节讨论的，针对n的取值，本案例进行了

一系列试算，如表1所示。

（2）正演分析模型。根据 Smethurst 等［34］，桩底

土体牢牢将桩底固定住，桩底几乎没有任何位移产

生。因此，本案例的正演分析模型可以抽象为一个

悬臂梁（见图2c），其有限元法格式推导（见式（2））可
参考文献［29］。

（3）先验概率与似然函数。先验概率取均匀分

布，其边界值可根据工程经验给出一个弱约束：桩上

的水平土压力值（大致估计为 14. 5 m（埋深）×20 
kN•m−3（土体重度）≈300 kPa）均小于桩最底部的土

体自重。于是，先验概率确定为xi~U（−300， 300）
（i=1，…，n）；将实测变形数据（见图2a）与正演分析

模型（见式（2））代入式（6），得到似然函数，其中 σ̄e按
数据测量精度取值为1［34］。

（4）完全贝叶斯估计。在DREAM算法框架下

开展荷载参数的完全贝叶斯估计。针对每一个试

算，根据Vrugt等［27］建议，并行链条数N取值与参数

个数 n保持一致（见表 1）。每条链迭代次数取值为

10 000，并在迭代中监测收敛性（见式（10））。
（5）反演效果评判指标。引入拟合优度R2，评价

反演结果优劣［12］。R2越接近1，表示反演结果和真实

值越接近；当然，当反演结果极差时，R2可能为负数，

这时修正为零，表示反演完全失败。R2计算式如下

所示：

R2 = 1 -
 qA -qI 2







 







qA - 1
Mp

 qA

2

（12）

式中：qA为真实荷载分布向量；qI为反演荷载分布向

量；Mp为向量长度。

2. 3　方法验证与讨论　

以试算S1展示反演中间结果。如图 3所示，在

迭代约300步左右，4个参数的收敛因子已经快速收

敛并小于阈值1. 2，可认为马尔可夫链已经退出预烧

期并收敛到后验分布。因此，取后 50% 样本（后     
5 000步）用于参数后验分布的估计。

试算S1中4个荷载参数的后验边际分布如图4
中对角线所示。图 4 中，μ 和 σ 表示均值与方差。4
个参数的后验边际分布具有峰值，意味着融入变形

数据后对参数的定量判断确定性增大。值得注意的

是，参数x1分布相对较为平坦，而且标准差较大，意

味着 x1的后验判断不确定性相对较大，这是因为 x1

在“悬臂梁”的固定端，完全的位移约束使得结构变

形对外部荷载变化不敏感，桩底的荷载反演不确定

性很大。图4也给出了参数间的两两相关关系。从

图2　Smethurst等［34］记录的实测案例

Fig.2　A field case recorded by Smethurst et al.[34]

表1　荷载参数化试算

Tab.1　Trial calculations for parameterization

试算编号

S1
S2
S3
S4
S5
S6

n取值

4
8

10
12
14
16
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图4可以发现，x2、x3、x4两两间体现了强相关关系，强

相关关系意味着参数间可能存在多种取值组合来对

应同一组观测数据，暗示了解的非唯一性［35］。

试算 S1 的最终反演结果如图 5a 所示（图中 M
表示反演荷载后验期望值）。由概率密度云图定量

地给出了反演荷载的完整后验概率分布，即高亮区

域为荷载取值高概率区域，反之为荷载取值低概率

区域。进一步在后验概率分布上积分（见式（7）），得

到反演荷载的后验期望值。试算S1−S6结果分别

如图 5a−f所示。可以发现，当 n较小时（S1−S3），

参数化能力较弱，反演荷载的后验期望值形态较为

简单，而且其形态随着参数个数的增加而逐渐复杂。

当 n 大于 12 后（S4 之后），荷载后验期望值变化较

小。具体地，将S1−S6反演得到的荷载期望值绘制

于图 6。可以发现，随着参数的增多，后验期望值趋

于收敛，最终 S5 与 S6 的结果几乎完全重合。据此

可以认为，试算S6的参数化能力已经足够囊括真实

荷载，可视作最终的反演结果，如图5f所示。

Smethurst 等［34］记录的真实荷载分布也绘制在

图 5f中（图中A表示）。总体而言，随机反演得到的

荷载后验期望值与真实荷载吻合较好，但值得注意

的是，两者在桩底处存在一定差距，这是由桩底位移

对荷载变化不敏感所致，位移约束端的荷载反演具

有一定困难。总体上，两者拟合优度 R2
M=0. 75，证

明了随机反演方法于本案例应用的有效性。

针对本案例开展了确定性反演，反演的条件与

图5　反演荷载后验概率分布云图

Fig.5　Color map of PDFs of inversion pressures

图3　试算S1中收敛因子演化过程

Fig.3　Evolution process of convergence factor in 
trail calculation S1

图4　试算S1中荷载参数后验边际分布及相关关系

Fig.4　Posterior marginal distribution of parameters 
(diagonal) and their correlation in trail 
calculation S1
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随机反演保持一致，反演结果如图5f中亮色实线（图

中D表示）所示。可以发现，确定性反演解波动十分

大，与真实荷载相差甚远，展示出典型的“病态反演”

问题（或称“过拟合”现象），而R2
D=0也表明了确定

性反演于本案例中应用的失败。相较而言，随机反

演不需要任何主观正则化信息，而凭借其后验期望

值体现出“天然正则化”特性，具有较强的工程实用

性。需要说明的是，随机反演的结果不限于后验期

望值，而在于其完整的后验概率分布。如：基于后验

分布（见图5f），进一步可推导桩上的内力分布（见图

7a）。这意味着桩上任意位置的内力概率分布均可

定量得到（如图 7b中A、B、C 3个示意点）。总而言

之，随机反演承认解的不唯一性，基于完整概率密度

函数进行统计推断，而相关工程决策亦可根据相关

概率分布或统计特征值等（如养护维修成本的期望

值）进一步开展。

3 结论 

（1）无需任何主观正则化技术，本方法能够解决

确定性反演中常见的“病态反演”问题，反演得到的

荷载期望值与实测荷载吻合较好，说明本方法具有

较强的工程实用性。

（2）反演结果不限于荷载期望值，还得到了反演

荷载的完整后验分布，并建议基于不确定性分析的

思想进行进一步统计推断，如推算结构内力的完整

概率分布，以相关统计特征值进行工程决策。

（3）本方法于结构固定端的反演结果存在较大

不确定性，具体体现为此处的反演期望值与真实荷

载存在一定误差，这是由完全的位移约束使得该处

的变形响应对荷载变化不敏感所致。

限于篇幅，仅给出了抗滑桩的应用实例，但方法基

于通用框架建立，意味着本方法可应用于更多工程案

例，为在役地下结构的数字化维养技术提供基础。
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