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绝热边界作用下人工冻结温度场解析解
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摘要：隧道地下工程采用冻结法施工时经常遇到地连墙等

构筑物影响冻土帷幕发展的问题，给冻结方案设计和封水效

果评估带来困难，危及后续开挖作业安全。为探明地连墙等

绝热边界作用下冻结温度场的分布状态，掌握冻结壁局部受

限时的发展规律，建立了半无限平面内包含直线绝热边界的

温度场数学模型。通过热势函数叠加结合镜像法求解了单

根、2根以及3根冻结管的温度场解析解，并采用数值模拟验

证了其准确性和适用性。结果表明：解析解与稳态数值解吻

合较好，与瞬态数值解的误差随冻结时间延长而减小，冻结

第 50天 3种模型的误差分别为 0.39℃、0.17℃和 0.06℃，均能

控制在 0.5℃以内；等温线在绝热边界处与边界垂直，只存在

平行于边界的热流而没有法向热流，绝热边界对于其与冻结

管之间区域的温度降低更加有利；随着绝热边界与冻结管距

离d的增加，对冷量传递的阻断作用降低，冻结模型逐渐向无

限大平面模型转化，实际工程应根据冻结壁设计厚度，合理

匹配管间距 l和边界距离d的取值。
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Abstract： The construction of underground tunnel 
engineering using the AGF method often encounters the 
problem of diaphragm walls affecting the frozen curtain 

development， which brings difficulties to the design of the 
freezing scheme and the evaluation of the sealing water 
effect， and endangers the safety of subsequent excavation 
operations. In order to find out the freezing temperature 
distribution under the action of adiabatic boundary such 
as diaphragm wall， and to grasp the development law 
under the local restriction of freezing curtain， a 
mathematical model of temperature field containing 
adiabatic boundary in semi-infinite plane was established. 
The analytical solution of single， double and triple 
freezing pipes were derived based on the thermal potential 
function and mirror method， and their accuracy and 
applicability were verified by numerical simulation. The 
results show that the analytical solution agrees well with 
the steady-state numerical results， the error with the 
transient results decreases gradually with freezing time， 
and the errors of three models on the 50th day are 0.39℃， 
0.17℃， and 0.06℃， which can be controlled within 0.5℃ . 
The isotherm is perpendicular to the boundary， and there 
is only heat flux parallel to the boundary but no normal 
heat flux. The adiabatic boundary is beneficial to the 
temperature reduction between the freezing pipes and 
adiabatic boundary. As the distance d increases， the effect 
of adiabatic boundary gradually decreases， and the 
freezing model transforms into an infinite model. 
Therefore， the pipe spacing l and boundary distance d 
should be reasonably matched according to the designed 
thickness of the frozen curtain in practical projects.

Keywords： tunnel engineering； artificial freezing 
method； temperature filed； analytical solution；

numerical simulation；adiabatic boundary 

随着我国城市化进程进一步加快，城市建设规

模不断扩大，有限的地面空间很难满足日益增长的
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生产生活需要，开发利用地下空间逐渐成为城市可

持续发展的必经之路。特别是在北京、上海、深圳等

超一线城市，地下空间的利用程度越来越高，大量建

成的地下构筑物对新建工程提出了更高的要求。而

人工地层冻结法自 1862 年首次在英国南威尔士的

矿井中获得成功以来，因冻土帷幕具有良好的封水

效果和力学强度，并且在保护周边环境方面存在优

越性，目前已广泛应用于地下工程建设之中，如联络

通道、盾构进出洞、地基加固和地下水污染防控

等［1-4］。作为一种特殊的岩土加固手段，冻结法中冻

土帷幕的力学性质、冻土厚度、冻结封水路径等重要

参数都依赖于温度分布。获得冻土温度场是准确判

断冻结壁性状的基础，对于冻结法的科学设计与安

全施工尤为重要。天然土体通过人工制冷技术循环

低温冷媒形成冻土，必然包含土中水由液态产生相

变转变为固态的过程，因此精确求解冻结温度场原

则上必须要处理包含相变潜热释放的瞬态导热问

题［5］。长期以来由于数学上的困难，精确解一直局

限于具有简单边界的单管冻结问题，目前仍未有突

破。考虑到土体降温速度一般都很慢，采用稳态算

法近似求解冻结过程中特定时刻的温度场不会造成

较大误差［6-7］。结合冻结管的不同布置形式，国内外

学者基于稳态假设在温度场解析方面取得了系列成

果：ТРУПАК［8］和БАХОЛДИН［9］提出了单管和双

管冻结温度场计算方法；Sanger ［10］求解了单排管解

析解；Tobe等［11］得到了直线上布置多根冻结管的温

度场；周晓敏等［12］和荣传新等［13］通过模型试验研究

了渗流条件下多管冻结的温度分布，文献［14-15］给

出了冻结壁形状的解析表达；胡向东对双排冻结管

的解答进行了补充和优化［16］，结合水力学中群井干

扰的结论求解了任意少量管［17］、广义排管［18］和圈

管［19］冻结温度场解析解。

然而，已有这些研究成果都是基于热传导发生

在无限大平面内的假设进行的，没有考虑因导热边

界限制而产生的冻土非对称发展问题。随着地下工

程建设条件的越发严苛，新建工程采用冻结法施工

时不可避免地紧邻地铁、地下车站、地下商场等构筑

物，冻结管附近常常存在地下连续墙等影响传热，从

而改变冻结温度场的分布［20］。此外，施工中为了减

少低温盐水的冷量损失，冻结孔附近的地连墙表面

常会铺设一层或多层保温材料以保证墙外土体的冻

结效果。对于这种工况，敷设隔热层的地连墙将抑

制低温盐水的冷量耗散，可以近似地看成绝热边界，

对冻结壁的发展具有不可忽视的影响，此时温度场

计算若继续采用无限大平面假设会产生很大误差。

为了给这一实际工程问题提供理论指导，本文

基于绝热边界在热传导中的作用特点建立冻结模

型，结合势函数叠加法和镜像法等数学方法，尝试推

导了直线绝热边界附近布置少量冻结管的稳态温度

场解析表达，并利用数值手段验证了其准确性和适

用性，以期为冻结设计与施工提供依据。

1 热传导控制方程及解的叠加原理 

人工冻结过程中盐水冷量在土体中的传递方式

主要以传导传热进行，根据傅里叶定律，有

qx =-k
∂T
∂x

（1）

式中：qx为热流密度，x为横坐标；k为导热系数，T为

温度。定义热势Φ =kT，则式（1）变为

                       qx =- ∂Φ
∂x

  （2）

另外，冻结管为细长构件，轴向尺寸远大于横截面尺

寸，因此可将 3维空间导热问题简化为二维平面问

题。结合能量守恒定律，平面内热传导控制方程为
∂qx

∂x
+ ∂qy

∂y
- Q + ρc

∂T
∂t

= 0               （3）

式中：qy为热流密度；Q为从外界吸收或放出的热量；

ρ为密度；c为比热。假设土体为各向同性材料，计算

区内不考虑系统与外界的热量交换，在稳态条件下

将式（2）代入式（3），可进一步在极坐标系中化简控

制方程，为
d
dr

( r
dΦ
dr

)= 0                          （4）

式（4）实际上是二维平面内的Laplace方程，很容易

证明，若Φ1和Φ2是该方程的解，那么Φ=Φ1+Φ2也

一定是方程的解，即稳态热传导控制方程满足解的

叠加原理。

2 无限大平面多管冻结的热势分布 

在式（4）控制方程前提下，为研究含绝热边界的

半无限平面问题，首先研究无限大平面的冻结模型。

以最简单的单管冻结模型为例，如图 1所示。因其

温度分布在圆周上具有对称性，故可简化为沿半径

方向的一维冻结问题。直接对式（4）积分，得

Φ = C1 ln r + C2                          （5）
再代入冻结管和冻土温度 2个边界条件：① 冻结管

表面，r = r0，T=Tf，Φ = Φf。② 冻土边界处：r = 
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ξ，T=T0，Φ = Φ0。解得

Φ = Φ f - Φ0

ln ξ
r0

ln ξ
r

- Φ0

式中：r0为冻结管半径；ξ为冻土厚度；r为极径；Tf 和
Φf分别为冻结管表面温度和热势；T0和Φ0分别为土

体结冰温度和冻土边界的热势。由Φ =kT可得无

限大平面单管冻结温度场分布表达式为

T = T f - T0

ln ξ
r0

ln ξ
r

+ T0

（6）
式（6）与Трупак［8］得到的经典单管解是完全相同的。

当平面内布置n根冻结管时，由式（5）和上述解的叠

加原理可以写出冻结区域内任一点的热势为

Φ =∑
i = 1

n

C1i lnri+C2                      （7）

联立 n根冻结管表面温度和冻土边界处温度条件，

即可求解 C11、C12、… 、C1n 及 C2共计 n+1 个待定系

数，从而根据热势定义获得温度场表达式。

3 存在绝热边界的温度场解析解 

3. 1　绝热边界附近布置单根冻结管　

如图2所示，距离无限长绝热边界d处存在一根

冻结管，以绝热边界为x轴、过冻结管中心并垂直于

绝热边界的直线为 y轴，建立平面直角坐标系。记

冻结管中心到冻土边界的距离为 ξ，稳态情况下冻结

管表面温度维持恒定。

绝热边界的存在将无限大平面模型变成包含一

根冻结管的半无限平面模型，直接求解该模型比较

困难。根据绝热边界无热流通过的特点，采用镜像

法将单管模型映射成以绝热边界为对称轴的双管模

型（图3）。因镜像管和原始冻结管的管壁温度相同，

由对称性知，镜像模型在x轴上沿y方向的热流量恒

为零，从而其上半平面内的温度场和原问题一致。

设冻结管半径为 r0、管壁温度为Tf、土体结冰温

度为T0，由式（7）可知，映射后的模型中平面内任意

一点P的热势为

Φ = C11 ln r1 + C12 ln r2 + C2              （8）
分别代入冻土边界和冻结管边界条件。冻土边界为

Φ0 = C11 ln ξ + C12 ln ( ξ + 2d )+ C2          （9）
冻结管边界为

Φ f = C11 ln r0 + C12 ln ( 2d - r0 )+ C2       （10）
Φ f = C11 ln ( 2d + r0 )+C12 lnr0+C2         （11）

由于实际工程中冻结管半径 r0与其间距2d相比非常

小，对温度场的影响可以忽略，因此可将式（10）和

（11）简化为

Φ f = C11 ln r0 + C12 ln 2d + C2            （12）
Φ f = C11 ln 2d +C12 lnr0+C2               （13）

联立式（9）、（12）、（13），可以解得

图1　无限大平面单管冻结模型

Fig. 1　Temperature model with one freezing pipe 图2　单管绝热边界冻结模型示意

Fig. 2　Diagram of adiabatic model with one freezing 
pipe

图3　双管镜像冻结模型

Fig. 3　Diagram of mirror model with two 
freezing pipes
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C11 = C12 = Φ f - Φ0

ln 2dr0

ξ ( ξ + 2d )

C2 = Φ0 - Φ f - Φ0

ln 2dr0

ξ ( ξ + 2d )

ln ξ ( ξ + 2d )

代入式（8），可得热势分布函数表达式为

Φ = Φ0 +
ln r1r2

ξ ( ξ + 2d )

ln 2dr0

ξ ( ξ + 2d )

( Φ f - Φ0 )

式 中 ：r1 = x2 +( y - d )2 ；r2 = x2 +( y + d )2 。

由Φ =kT，可得温度分布函数，为

T = T0 +
ln r1r2

ξ ( ξ + 2d )

ln 2dr0

ξ ( ξ + 2d )

(T f - T0 )         （14）

由式（14）很容易验证
|

|

|
||
|∂T ( x，y )

∂x
 y=0 =0

即满足绝热边界处 y 方向上无热流的条件。在式

（14）中限制 y≥0，即得所求绝热边界附近存在单根

冻结管的稳态温度场解析解。

另外可以发现，原始冻结管和镜像管在无限大

平面温度场中的权重相同，即 C1i=C1j。实际上，若

设冻结管圆周上的总热流量为qc，则由式（2）可知

qc = 2πrq =-2πr
∂Φ
∂r

两边积分可得

Φ =- qc

2π ln r + C

与式（5）对比可以发现，冻结管权重系数C1实际上反

映的是冻结管内的热流量情况−qc/（2π）。对于映

射后的无限大平面多管冻结问题，在管壁温度相同

的条件下，若第 i根和第 j根冻结管坐标也满足对称

条件，则其在群管温度场中的权重相同，即有 C1i=
C1j，这一结论将为后续更复杂问题的求解带来便利。

3. 2　绝热边界附近布置2根冻结管　

以冻结管平行绝热边界作为算例，假设距离 d
处布置有 2根冻结管，间距为 2l，如图 4建立平面直

角坐标系，记冻结管到冻土边界的距离为ξ。
参考单管问题求解方法，采用镜像法将半无限

平面内的双管冻结模型映射为无限大平面内的四管

冻结模型，如图5所示。

因映射后的4根管关于x轴和y轴两两对称，故

各冻结管在温度场分布中的权重相同，由 3. 1节可

知，热势通解中C11、C12、C13、C14应相等，记为C1，则图

5中任意一点热势可表示为

Φ = C1 ( ln r1 + ln r2 + ln r3 + ln r4 )+ C2     （15）
代入冻土边界条件Φ（l， ξ+d）= Φ0和冻结管边界

条件Φ（−l， −r0+d）= Φf，并联立解得

C1 = Φ f - Φ0

α

C2=Φf-
Φ f - Φ0

α
 ln(2d·r0·2l· 4d2 + 4l2  )

代入（15），同时考虑热势定义可得

T=T0+
β
α

 （Tf-T0)                      (16)

其中

α=ln 2d·r0·2l· 4d2 + 4l2

ξ ( ξ +2d ) · ξ 2 + 4l2 · ( ξ + 2d )2 + 4l2

β=ln r1·r2·r3·r4

ξ ( ξ +2d ) · ξ 2 + 4l2 · ( ξ + 2d )2 + 4l2

式中：r1、r2、r3、r4分别表示待求温度点（x， y）到4根冻

图4　双管绝热边界冻结模型示意

Fig. 4　Diagram of adiabatic model with two freez⁃
ing pipes

图5　四管镜像模型示意

Fig. 5　Diagram of mirror model with four freezing 
pipes
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结管边界点的距离。容易证明式（16）也满足x轴上

沿y方向无热流的绝热边界条件，限制y≥0即得图4
模型的稳态温度场解析解。

3. 3　绝热边界附近布置3根冻结管　

如图6所示，假设距绝热边界d处分布3根冻结

管，冻结管间距为 l，记中间冻结管到冻土帷幕边界

距离为 ξ。同样采用镜像法将包含绝热边界的三管

问题映射成无限大平面的六管问题，如图7所示。

由 6 根冻结管的几何关系可知，位于中间列的

冻结管（管 2、5）和位于两侧的冻结管（管 1、3、4、6）
热流量不同，因此它们在温度场分布中的权重也不

同，设两侧冻结管的权重为C11、中间冻结管权重为

C12，则图7中任意点热势的表达式为

Φ = C11 ( ln r1 + ln r3 + ln r4 + ln r6 )+
  C12 ( ln r2 + ln r5 )+ C2

      （17）

代入冻土边界条件Φ（0， ξ+d） = Φ0、冻结管1边界

Φ（−l， −r0+d） = Φf和冻结管 2边界Φ（0， −r0+
d）= Φf，联立并考虑Φ =kT，解得

T = T0 + ( α22 - α12 )(T f - T0 )
α11α22 - α12α21

β1 +

( α11 - α21 )(T f - T0 )
α11α22 - α12α21

β2

  （18）
其中

α11 = ln 2d ⋅ r0 ⋅ 2l ⋅ 4d2 + 4l2

( ξ 2 + l2 )⋅ [ ]( ξ + 2d )2 + l2

α12 = ln l ⋅ 4d2 + l2

ξ ( ξ + 2d )

α21 = ln l2 ⋅( 4d2 + l2 )
( ξ 2 + l2 )⋅ [ ]( ξ + 2d )2 + l2

α22 = ln 2d ⋅ r0

ξ ( ξ + 2d )

β1 = ln r1r3r4r6

( ξ 2 + l2 )⋅ [ ]( ξ + 2d )2 + l2

β2 = ln r2 ⋅ r5

ξ ( ξ + 2d )
式中：r1、r2、r3、r4、r5、r6表示平面内任一点（x，y）到 6
根冻结管边界点的距离。同样，当 y=0时很容易验

证式（18）对y的偏导数为零，也即绝热边界上沿y方

向无热流通过，满足绝热条件。因此，在式（18）中令

y>0即得图6所示3根管模型的稳态温度场解析解。

4 解析解的准确性和适用性 

4. 1　准确性的稳态数值验证　

在解析推导过程中，为方便计算采取了一定的

简化处理，如将冻结管壁的圆周温度近似用管壁上

一点进行代替，这可能会使温度场产生误差。为检

验解析解的准确性以及求解方法的正确性，采用

COMSOL Multiphysics数值软件进行热力学稳态模

拟对比。针对单管、双管和三管模型分别计算，共计

4组，其中单管模型中考虑了d＜ξ和d≥ξ 2种不同

冻结情况。参考实际冻结工程，各组参数如表 1所

示，其中 d 为边界距离，ξ 为冻土厚度，l 为管间距。

冻结管表面温度 Tf=-30℃，土体结冰温度 T0=
0℃，冻结管半径 r0=0. 054m。

由于绝热边界的存在，冻土帷幕形状是事先未

知的，所以在数值模型中不能预设出一条特定的冻

土边界。采用的方法是在离冻结管较远处设置一圆

形恒温边界，通过调节恒温边界上的温度荷载Tb使

冻土边界条件点达到结冰控制温度T0。以单管数值

图6　三管绝热冻结模型示意

Fig. 6　Diagram of adiabatic model with three freez⁃
ing pipes

图7　六管镜像冻结模型

Fig. 7　Diagram of mirror model with six freezing 
pipes
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模型为例（图8），通过调节施加在半径20m的圆形恒

温边界上的温度荷载Tb来满足冻土边界条件，使坐

标（0， ξ）处的温度为 T0；绝热边界通过设置热绝缘

实现（即图中半圆的直径部分）。因数值计算范围为

靠近冻结管附近很小的区域，在采用平面自由三角

形单元进行网格划分时，对冻结管处的网格进行加

密处理。根据稳态导热原理可知，这种情况下的温

度场分布与解析解的冻结模型是十分接近的。

再将表 1 冻结参数分别代入单管、双管和三管

模型的解析表达式（14）、（16）和（18），计算得到各模

型的温度场解析结果。选择经过冻结管中心并平行

于y轴的主面、经过相邻冻结管连线中点并平行与y
轴的界面以及经过冻结管中心平行于 x轴的轴面 3
个特征面进行解析和稳态数值结果的对比，4组参数

下的对比曲线如图 9所示，其中离散点代表数值结

果，连续线代表解析结果。

从图9可以看出，无论是单管模型、双管模型还

是三管模型，解析解与稳态数值解的温度曲线都吻

合得很好，特征面上温度分布的最大误差在 0. 01℃
以内。这说明在稳态条件下本文所获得的解析解具

有非常高的精确性，微小的误差可能是由于网格划

分的精细程度不足造成。由于冻结管截面尺寸相对

较小，采用冻结管表面一点的温度作为管壁边界条

件不会造成较大误差。同时，对于冻结管热流量不

同的多管非对称问题，采用差异化的温度权重系数

进行求解是可行的。

4. 2　适用性的瞬态数值验证　

在人工地层冻结法中，土的冻结过程是带有土

中水相变、包含冻结锋面移动的瞬态传热问题，虽然

稳态解析解应用于瞬态冻结过程的计算和预测已有

较多文献论证，但大多都是针对无限大平面进行的，

对于绝热边界半无限平面采用镜像法求解的结果依

然缺乏依据。本文采用瞬态数值模拟的方法对稳态

解析解的适用性进行验证，土体的材料参数参照《长

江口土层人工冻土物理力学性能试验报告》进行选

取，所用到的土体热物理性质参数如表2所示。

瞬态模拟的冻结管位置和冻结管半径等参数与

表1一致，在冻结过程早、中、后期分别选取第10天、

第 30 天和第 50 天的温度数据与解析解进行对比。

限于篇幅，这里仅选取不同时期单管模型（d≥ξ）的

主面、双管模型的界面和三管模型的轴面温度作为

代表，对比结果如图10所示。

由图可以看出，在冻结早期第 10 天，解析结果

与瞬态数值结果有一定差异，绝热边界处最大差值

为单管模型的 2. 4℃；冻土边界（冰点）处温差很小，

误差约为 0. 02℃；模型边界为正温区域，误差约为

3. 5℃。这是因为在冻结初期，低温盐水与高温土体

之间温差大，冻结管和土体之间剧烈的热交换使得

地层处于快速降温状态，此时的温度场分布尚未达

到稳定状态，从而与稳态解析结果之间存在较大差

异。随着冻结时间的延长，盐水与周边土体之间的

温差逐渐减小，冻结管与地层间的热交换速度降低，

冻结温度场逐渐向稳态转化，解析解和瞬态数值解

表1　稳态数值计算模型参数

Tab. 1　Calculation parameters adopted in steady-

state numerical simulation

冻结模型

单管

双管
三管

d/m
0. 5
2. 0
0. 5
0. 5

ξ/m
1. 5
1. 5
1. 5
1. 5

l/m

0. 5
0. 8

图8　数值计算模型示意

Fig. 8　Schematic diagram of numerical calculation 
model

表2　瞬态模拟土体热物理性质参数

Tab. 1　Thermal properties of soil adopted in transient simulation

土壤状态

冻土
冻土
冻土
冰点
融土

温度/℃
-28
-10
-4

-2. 1
18

导热系数/（W·（m·K） -1）

1. 74
1. 74
1. 74
1. 74
1. 42

密度/（kg·m-3）

1 820
1 820
1 820
1 820
1 870

比热/（J·（kg·K）-1）

1 560
1 560
1 560
1 560
1 650

焓值/（kJ·m-3）

0
55 714. 4

115 302. 2
199 526. 7
247 954. 0
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之间的差异也逐渐减小。至冻结中期第30天，绝热

边界处最大误差缩小至 0. 76℃，冻土边界处最大误

差 0. 006℃，模型边界正温处最大误差 0. 90℃，解析

精度足以满足实际工程的应用需求。至冻结第 50
天，解析和瞬态曲线几乎完全重合，单管、双管和三

管冻结模型最大误差分别为 0. 39℃ 、0. 17℃ 和

0. 06℃，均在0. 5℃内。说明解析解能够很好适用于

瞬态传热过程，特别是在冻结中后期，温度场表达式

在整个计算域上都有足够高精度供实际工程采用。

4. 3　基于解析解的温度分布云图　

在验证解析解的准确性和适用性之后，为更加

直观显示绝热边界作用下冻结温度场的分布情况，

采用MatLab软件对单管、双管和三管冻结模型的温

度场解析函数进行云图绘制，各模型的二维及三维

温度场分布如图11所示。

由图可见，温度场等值线随着与冻结管距离的

增加而逐渐稀疏，说明距离冻结管越近，温度梯度越

大；而远离冻结管的温度梯度逐渐减小，这符合冻结

温度分布的一般规律。其次，由傅里叶定律可知热

流量总是从高温区域流向低温区域，热流方向垂直

于等温线。二维云图中绝热边界处等温线总是与边

界正交，因此热流量必然平行于绝热边界，而无垂

直，解析云图完全符合绝热边界作用下的热流特征。

另外可以发现，相较于冻结管外侧浅色区域，冻结管

与绝热边界之间被更加低温的深色区域覆盖，说明

相比于无限大平面空间，绝热边界的存在使得其与

冻结管之间的温度降低更加有利。

图9　解析解和数值模拟计算结果对比

Fig. 9　Comparison of analytical results and numerical simulation
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4. 4　讨论　

（1）关于冻结管和绝热边界相对位置。由镜像

求解方法可知，随着d的增大，绝热边界的影响逐渐

减小，冻土帷幕的形状也发生变化。以单管模型为

例，冻土帷幕从d较小时的半椭圆形状，到d较大时

冻土轮廓在绝热边界上产生凹陷，再到当d继续增

大至一定值时，冻土边界必将与绝热边界分离。冻

土帷幕在绝热边界上形成的冻结壁胶结长度与冻结

管相对绝热边界距离具有密切的关系，冻土帷幕在

边界上的最大分布、开始凹陷和开始脱离 3种临界

极限状态均可以通过温度场解析表达式进行计算。

（2）关于土体结冰温度。实际工程中因土体存

在不同程度的含盐量，结冰温度往往低于 0℃，有时

甚至达到-2℃以下，如果依然按照 0℃的结冰温度

来进行冻结壁设计必然会造成工程隐患。也正是考

虑到这一点，在本文解析推导部分，针对性地将结冰

温度设为变量T0，而并没有限定其为 0℃，因此解析

解针对不同结冰温度的地层均是适用的。在稳态数

值模拟部分，选择具有代表性的纯水结冰温度0℃作

为算例，其目的仅是验证解析解的准确性和精确性，

并不表明实际土体的冰点。因为如果解析推导无

误，那么对于任何T0值的选取，解析结果和数值结果

都应当是相吻合的。而且，瞬态模拟以上海地区冰

点为-2. 1℃的土体作为算例也验证了对不同结冰

温度的适用性。

（3）关于稳态解析解的应用。在冻结设计中，一

般根据冻结壁所受外荷载（包括水土荷载、地面超载

等），由力学计算先拟定出冻结壁的厚度值，再根据

图10　解析解与瞬态模拟结果的对比（第10天、30天和50天）
Fig. 10　Comparison of steady-state analytical solutions and transient simulation results (10th, 30th, and, 50th 

days)
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该设计厚度来布置、优化、调整冻结管的布置。本文

解析解显式给出了温度分布与冻土厚度 ξ以及其他

冻结参数之间的定量关系，对于设计人员在拟定冻

结壁厚度后合理布置冻结管具有参考价值。在施工

过程中，通过现场监测，由任一测点温度结合解析解

就可以精确反算冻土帷幕的厚度，这相比于目前采

用平均降温速率进行估算的方法具有更高的准确

性。因此，获得温度场解析解对于研究绝热边界作

用下冻结管的合理布置参数、判断是否形成可靠的

冻土封水路径具有一定的工程指导意义。

5 结论 

以城市地下工程冻结法施工附近存在地连墙，

特别是采用冻结管进行外侧局部冻结、内侧大面积

保温为工程背景，进行冻结温度场的解析研究，获得

的主要结论如下：

（1）通过对实际工程问题的抽象，建立了绝热边

界作用下单管、双管和三管冻结的热传导数学模型，

并在稳态假设下结合镜像法求解了温度场分布。冻

结管在温度场中的权重系数由其热流量决定，解析

解在绝热边界处满足无垂直热流通过的边界条件。

（2）利用和解析模型相同的冻结参数进行稳态

导热数值计算，考虑了冻结管和绝热边界相对位置

关系，通过主面、界面和轴面3个特征面的温度曲线

对比，验证了稳态解析表达式的精确性和势函数镜

像求解方法的正确性。

（3）结合上海长江口土体热物理参数进行瞬态

导热数值计算以反映实际冻结过程。根据不同冻结

时期的对比结果发现，随着冻结过程的进行，解析解

从冻结早期在冰点处精确逐渐发展到整个温度计算

域上都较为吻合，冻结 50天 3种模型的最大误差均

图11　基于解析解的温度场分布云图

Fig. 11　Cloud maps of temperature field based on analytical formulas
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能控制在0. 5℃以内，解析表达式具有较高的精度。

应指出的是，因实际工程中地连墙保温效果常

不能达到理想绝热状态，地连墙和内部高温气流间

不可避免存在热量交换，因此，更加精确的温度场计

算需将理论模型中的绝热边界条件转换为第3类传

热边界条件进行求解。本文基于绝热边界获得的温

度场解析解是相对理想情况下的结果，在实际应用

中需根据边界条件变化和实测温度数据合理调整。
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