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使用高阶无条件稳定显式算法的
实时混合模拟稳定性

傅 博， 张付泰， 陈 瑾
（长安大学 建筑工程学院，陕西 西安 710061）

摘要：为了提高实时混合模拟（RTHS）计算效率、计算精度

和稳定性，基于具有二阶精度的无条件稳定显式Chen‒Ricles
（CR）和Chang积分算法，提出具有高阶精度的无条件稳定新

型双显式（NDE）和新型半显式（NSE）积分算法。基于离散

控制理论，推导出使用两种高阶算法的RTHS系统的闭环离

散传递函数，分析了时滞、阻尼比、刚度比例系数、积分算法

等对RTHS系统稳定性的影响，并以时滞微分方程推导出的

近似解和精确解作为参照。分析结果表明，时滞会降低

RTHS系统的稳定性；增大刚度比例系数会降低不同分析结

果间的差异；增大阻尼比会提升RTHS系统的稳定性，同时

会增大考虑积分算法与不考虑积分算法的稳定性差异，也会

增大使用不同积分算法的稳定性差异；使用两种高阶算法的

RTHS系统稳定性优于使用两种二阶算法的RTHS系统稳

定性。
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Abstract： To provide high computational efficiency， 
accuracy and stability integration algorithms for real-time 
hybrid simulation （RTHS）， the high order accurate， 
unconditionally stable new dual-explicit （NDE）， and new 
semi-explicit （NSE） algorithms were developed based on 
the second-order accurate unconditionally stable and 

explicit Chen-Ricles （CR） and Chang algorithms. Based 
on the discrete control theory， the closed-loop discrete 
transfer function of the RTHS system using the two new 
algorithms were derived. The influences of time delay， 
damping ratio， stiffness proportional ratio， and 
integration algorithm on the stability of the RTHS system 
were investigated. Additionally， the approximation 
solution and accurate solution derived from the delay 
differential equation were also adopted for reference. The 
analytical results show that the time delay decreases the 
stability of the RTHS system. Increasing the stiffness 
proportional ratio reduces the difference between 
different analysis results. Increasing the damping ratio 
improves the stability of the RTHS system， enlarges the 
difference between the stability with and without 
considering the integration algorithm， and magnifies the 
difference between the stability using different integration 
algorithms. The stability of the RTHS system using the two 
high-order accurate integration algorithms is superior to 
that of the two second-order accurate integration 
algorithms.

Keywords： real-time hybrid simulation (RTHS)； 
integration algorithm； stability； discrete control theory

实时混合模拟（RTHS）是一种先进的抗震试验

技术［1-3］。RTHS系统包括试验子结构、数值子结构、

积分算法及加载设备。为满足RTHS的实时性，除

了对硬件设备 要求高，对积分算法的计算效率也有

很高的要求。为提高积分算法的计算效率，近些年

来学者们提出一系列“基于模型的积分算法”［4］，这
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类算法的位移表达式为显式，且无条件稳定，求解位

移相关的非线性动力学问题时无需迭代；当结构自

由度数较多时，无需采用很小的时间步长来满足积

分算法的稳定。因此，这类算法具有较高的计算效

率，已在RTHS［5-7］中得到了成功的应用。Kolay等［6］

进行了设置非线性黏滞阻尼器的两层混凝土框架的

RTHS，非线性黏滞阻尼器和钢筋混凝土框架分别

作为试验子结构和数值子结构，采用基于力的纤维

单元来模拟框架的梁和柱，使用基于模型的积分算

法实现数值子结构的实时分析和运算。

基于模型的积分算法可以进一步分为半显式和

双显式算法：半显式算法仅位移为显式，而速度为隐

式，而双显式算法的速度和位移均为显式。由Chen
和Ricles提出的CR算法［8］和由Chang提出的Chang
算法［9］分别为半显式和双显式算法的典型例子。近

些年，学者们提出了一些新型的半显式［10］和双显式

的基于模型的积分算法［11-12］，这些算法均具有优异的

数值特性。积分算法除了位移表达式的显隐式和稳

定性外，数值精度也是一个非常重要的特性。数值

精度由阶数来量化，其定义为数值解相对于精确解

的收敛速率。与一阶和二阶算法相比，高阶精度算

法具有如下优势：能更加准确地求解一些复杂动力

学问题，如非线性弹簧摆问题；更适合求解强非线性

的长时间动力学问题；使用更大的时间步长可以达

到低阶精度算法采用较小时间步长时的精度，从而

提升了计算效率。上述提到的基于模型的积分算

法［8-12］的精度均不超过二阶，这无疑限制了算法性能

的进一步提升。而传统的高阶精度积分算法（以龙

格库塔法为例）的构造相对复杂，且无法同时满足无

条件稳定和位移显式，应用于多自由度非线性动力

学问题时并不具有显著优势。

为此，本文作者近期提出了一种新型半显式

（NSE）［13］和一种新型双显式（NDE）［14］的高阶无条

件稳定显式算法。这两种新算法的精度可达四阶，

且具有极小的周期延长。与已有的基于模型的积分

算法相比，具有更高的计算效率和精度。傅博等［13-14］

通过框架有限元模拟地震响应分析、非线性弹簧摆

等算例验证了两种新算法在计算效率和精度上的优

势，同时也说明两种新算法用于RTHS具有较大的

潜力，可以满足RTHS的实时性要求。但是，RTHS
除了要满足实时性，同时也要满足稳定性。RTHS
的稳定性是保证RTHS成功实施的重要前提，如果

RTHS系统发生失稳，将会影响试验结果的准确性，

甚至会损坏试验设备。因此，为了探究两种新算法

是否能用于 RTHS，需要进行使用两种算法的

RTHS系统的稳定性分析。已有研究通常采用放大

矩阵法［15-16］和离散控制理论［17-22］对 RTHS 系统进行

稳定性分析。这两种分析方法本质上是等效的，但

是后者在考虑积分算法和时滞影响时更加有效和方

便。因此，本文基于离散控制理论，研究使用两种新

算法的 RTHS 系统的稳定性，为推广新算法在

RTHS的应用提供理论依据。

1 高阶无条件稳定显式算法 

NSE和NDE算法分别采用Chang和CR算法的

速度和位移表达式，对于单自由度（SDOF）体系，

Chang和NSE算法的速度位移表达式如下：

ẋi + 1 = ẋi +
1
2 Δtẍi +

1
2 Δtẍi + 1 （1）

xi + 1 = xi + α1Δtẋi + α2Δt 2 ẍi （2）

式中：ẋ、ẍ和x分别为速度、加速度和位移；Δt为时间

步长；下标 i+1和 i分别代表下一时刻和当前时刻；

α1和α2为积分参数。

由式（1）、（2）可以看出，Chang和NSE算法的速

度表达式为隐式，而其位移表达式为显式，根据定

义，这两种算法为半显式算法。

Chang算法的积分参数如下：

α1 = 4ξΩ + 4
Ω 2 + 4ξΩ + 4 （3）

α2 = 2
Ω 2 + 4ξΩ + 4 （4）

式中：ξ为结构阻尼比；Ω = ωnΔt，ωn为结构圆频率。

NSE算法的积分参数推导过程如下：①将算法

的速度位移表达式及SDOF体系的运动方程进行 z
变换，联立求得算法的离散传递函数（输出和输入分

别为位移和外激励的 z变换）及特征方程。②采用2
阶Pade近似将连续域的极点映射到离散域的极点。

③将算法离散传递函数的分母系数和离散域的极点

带入特征方程，即可联立求得积分参数。具体推导

过程及公式详见文献［13］。NSE 算法的积分参数

如下：

α1 = 144ξΩ + 144
Ω 4 + 12ξΩ 3 +( 48ξ 2 + 12 ) Ω 2 + 144ξΩ + 144

（5）

α2 = -2ξΩ 3 +( 72 - 96ξ 2 ) ξΩ + 72
Ω 4 + 12ξΩ 3 +( 48ξ 2 + 12 ) Ω 2 + 144ξΩ + 144

（6）
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CR和NDE算法的速度位移表达式如下：

ẋi + 1 = ẋi + α1Δtẍi （7）

xi + 1 = xi + Δtẋi + α2Δt 2 ẍi （8）

由式（7）、（8）可以看出，CR和NDE算法的速度

表达式为隐式，而其位移表达式为显式。根据定义，

这两种算法为双显式算法。CR 算法的积分参数

如下：

α1 = α2 = 4
Ω 2 + 4ξΩ + 4 （9）

NDE算法的积分参数推导过程与NSE算法相

同，具体推导过程及公式详见文献［14］。NDE算法

的积分参数如下：

α1 = 144
Ω 4 + 12ξΩ 3 +( 48ξ 2 + 12 ) Ω 2 + 144ξΩ + 144

（10）

α2 = 24ξΩ + 144
Ω 4 + 12ξΩ 3 +( 48ξ 2 + 12 ) Ω 2 + 144ξΩ + 144

（11）

综上，NDE和NSE算法的区别主要在于以下两

点：①二者速度位移表达式不同，前者速度、位移均

为显式，而后者仅位移为显式。应用于位移相关的

非线性问题时，两种算法均无需迭代；然而在应用于

速度相关的非线性问题时，后者将退化为隐式算法，

需要迭代。②二者的积分参数不同，前者的积分参

数见式（10）、（11），后者的积分参数见式（5）、（6）。
图 1为NDE和NSE 算法的谱半径。当阻尼比

为0时，谱半径为1；当阻尼比为正值时，谱半径小于

1，说明两个算法均为无条件稳定。

图2为NDE和NSE算法的收敛速率。与CR和

Chang算法对比，NDE和NSE算法的斜率为4，说明

NDE和NSE算法为四阶精度，而CR和Chang算法

只有二阶精度。

2 基于离散控制理论的RTHS稳定性
分析方法 

对于SDOF结构的RTHS系统，其运动方程可

表达为

mẍi + 1 + cẋi + 1 + rN，i + 1 + rE，i + 1 = Fi + 1      （12）

式中：m和 c分别为结构的质量和阻尼；F为外力；r
为恢复力；下标N和E分别代表数值子结构和试验

子结构；当结构处于线弹性时，数值子结构和试验子

结构的恢复力分别为 kN xi + 1 和 kE xi + 1，kN 和 kE 分别

为数值子结构和试验子结构的刚度，kN + kE 为结构

的总刚度k，定义刚度系数η = kE k。
因为只有数值子结构参与计算，式（12）可改

写为

mẍi + 1 + cẋi + 1 + rN，i + 1 = Fi + 1 - rE，i + 1 = Pi + 1

（13）

作动器常用线性斜坡生成器生成命令，较小的

时间间隔 Δt 内假定作动器响应是线性的。由于作

动器时滞的存在，试验子结构的恢复力需要考虑时

滞的影响。作动器需要 αΔt 才能达到位移指令，则

时滞 τ = (α - 1)Δt，α 为大于等于 1 的值，当 α=1
时，表示无时滞。

当考虑时滞时，作动器在 i+1时刻能达到的实

际位移x'i + 1为

x'i + 1 = x'i + ( )xi + 1 - xi α     （14）

对应地，试验子结构的恢复力 r 'E，i + 1为

r 'E，i + 1 = kE x'i + 1     （15）

综上，考虑时滞的 RTHS 系统的方框图如图 3
所示。

图 3中，F（z）、P（z）、X（z）和R'E(z)分别由Fi+1、

Pi+1、xi+1和 r 'E，i + 1经过 z变换得到；G（z）=X（z）/P（z）

图1　积分算法的谱半径

Fig. 1　Spectra radius of integration algorithms

图2　积分算法的收敛速率

Fig. 2　Convergence rates of integration algorithms

208



第 2 期 傅 博，等：使用高阶无条件稳定显式算法的实时混合模拟稳定性

是反映积分算法的传递函数，可以通过对式（13）和

积分算法的位移、速度表达式进行 z变换，然后联立

求得；H（z）可通过对式（14）、（15）进行 z变换，然后

联立求得，其表达式为

H ( z )= R'E( )z
X ( )z

= kE z
αz - α + 1       （16）

最终，RTHS系统的闭环离散传递函数可以表达为

       Gc ( z )= X ( )z
F ( )z

= G ( )z
1 + G ( )z H ( )z

=

                           n2 z2 + n1 z + n0

d3 z3 + d2 z2 + d1 z + d0
（17）

式中：ni和di分别为分子和分母的多项式系数。

        CR和NDE算法的系数见表1；Chang和NSE算

法的系数见表2。

根据闭环离散传递函数的表达式，可以得到不

同α对应的稳定限值Ωmax变化规律。

3 稳定性分析结果 

Wallace 等［23］采用时滞微分方程推导出具有常

时滞RTHS系统的稳定条件，包括近似解和精确解。

需要注意的是，这两个解均没有考虑积分算法对

RTHS系统稳定性的影响。

近似解的稳定限值如下：

Ωmax = 2ξ
( )α - 1 η       （18）

精确解的稳定限值如下：

τ̂ = 1
ω̂
é

ë

ê
êê
ê
ê
êarccos ( ω̂2 - 1

η
+ 1)+ 2nπ

ù

û

ú
úú
ú
      （19）

ξ =
η2 - ( )ω̂2 - 1 + η

2

2ω̂
      （20）

Ωmax = τ̂min

α - 1       （21）

式（19）~（21）中：ω̂ = ω ωn；τ̂ = ωnτ；n为非负整数。

考虑两种阻尼比 ξ=2%和 5%及 4种刚度比例

系数 η=0. 25、0. 50、0. 75 和 1. 00，基于离散控制理

论，对使用 CR、Chang、NDE 和 NSE 4 种算法的

RTHS系统进行稳定性分析，以Wallace的近似解、

精确解作为对比。

图4为不同阻尼比和刚度比例系数时的稳定限

值的对比。通过图 4 的对比分析，可以得出以下

结论：

（1）时滞相当于负阻尼，对RTHS的稳定性有不

利的影响。随着时滞的增大，图 4所有工况下的稳

定限值均会下降。

（2）Wallace的近似解和精确解没有考虑积分算

法的影响，与考虑积分算法的结果可能存在较大差

异（图4e）。因此，在进行RTHS稳定性分析时，需要

考虑积分算法的影响。

（3）当阻尼比 ξ相同，刚度比例系数η不同时，如

图4a~4d所示，可以发现：随着刚度比例系数η的增

大，试验子结构的刚度占比增大，意味着数值积分算

法的影响变小，因此考虑积分算法与不考虑积分算

法的稳定限值差异会减小。

（4）当阻尼比 ξ不同，刚度比例系数η相同时，如

图 4a和 4e所示，可以发现：结构阻尼对提高RTHS
的稳定性有利。随着阻尼比 ξ 的增大，稳定限值增

大，考虑积分算法与不考虑积分算法的稳定限值差

图3　RTHS系统的方框图

Fig. 3　Block diagram of RTHS system

表1　CR和NDE算法的闭环离散传递函数系数

 Tab. 1　Coefficients of closed-loop discrete transfer 
function of CR and NDE algorithms

系数
n2

n1

n0
d3
d2

d1

d0

计算式
αα2Δt2

[ (1 - α) α2 + α (α1 - α2) ]Δt2

(1 - α) (α1 - α2)Δt2

αm
α2(α - αη + η) kΔt2 + αα1cΔt + (1 - 3α)m

[ (αα1 - 2αα2 + α2) (1 - η)+ (α1 - α2) η] kΔt2 + (1 -
2α) α1cΔt + (3α - 2)m

(1 - α) [ (α1 - α2) (1 - η) kΔt2 - α1cΔt + m ]

表2　Chang和NSE算法的闭环离散传递函数系数

Tab. 2　Coefficients of closed-loop discrete transfer 
function of Chang and NSE algorithms

系数

n2

n1

n0

d3

d2

d1

d0

计算式

α (α1 + 2α2)Δt2

[ (1 - α) (α1 + 2α2)+ α (α1 - 2α2) ]Δt2

(1 - α) (α1 - 2α2)Δt2

α (2m + cΔt )
(α1 + 2α2) (α - αη + η) kΔt2 + (1 - α) cΔt +

2 (1 - 3α)m

[ ( - 4αα2 + α1 + 2α2) (1 - η)+ (α1 -
2α2) η] kΔt2 - αcΔt + 2 (3α - 2)m

(1 - α) [ (α1 - 2α2) (1 - η) kΔt2 - cΔt + 2m ]
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异增大，不同积分算法的稳定限值差异增大。

（5）图4的所有工况均表明：CR和Chang算法稳

定性接近，Chang算法的稳定限值略高于CR算法；

NDE 和 NSE 算法的稳定限值接近，NSE 算法稳定

性略高于NDE算法。

（6）图4的所有工况均表明：高阶无条件稳定显

式NDE和NSE算法的稳定限值高于二阶无条件稳

定显式CR和Chang算法。

4 虚拟RTHS数值仿真验证 

4. 1　线性RTHS数值仿真验证　

为了进一步验证稳定性分析结果，进行虚拟

RTHS数值仿真验证。首先进行线性RTHS数值仿

真验证，结构对象为某 SDOF 结构，结构质量 m 为   
1 000 kg，圆频率ω为20π rad·s−1，阻尼比 ξ为5%，刚

度比例系数 η 为 0. 25，即对应图 4e 的工况。El 
Centro地震波作为该结构的输入。首先采用时间步

长为0. 01 s的CR算法对整体结构进行分析，分析结

果作为参考解。接着采用CR、Chang、NDE和NSE 
4 个算法进行虚拟 RTHS 数值仿真，使用两种时间

步长 0. 01 s 和 0. 02 s，对应的 Ω 分别为 0. 628 和

1. 257，通过调整α的大小来反映时滞的影响。

图5为结构的位移时程曲线，可以看出：由于时

滞的存在，相当于系统中引入了负阻尼，因此虚拟

RTHS的结果均大于参考解。图5a表明4个算法得

到的位移响应均未失稳；图 5b表明CR算法出现明

显的失稳现象；图 5c表明CR和Chang算法均失稳，

图4　稳定限值对比

Fig. 4　Comparison of stability limit
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CR 的失稳现象更加严重，而 NDE 和 NSE 均未

失稳。

结合图 4e的结果可知：对于图 5a，当 α=2，Ω=
0. 628 时，CR 算法的稳定限值最小，为 0. 8，但是仍

高于0. 628，因此没有出现失稳；对于图5b，当α=2，
Ω=1. 257 时，CR 算法的稳定限值虽然没有发生变

化，但是该值已经小于1. 257，于是发生失稳，而其他

3 个算法的稳定限值仍高于 1. 257，因此没有失稳；

对于图5c，当α=2. 25，Ω=0. 628时，CR和Chang算

法的稳定限值分别降低到 0. 430 和 0. 582，均小于

0. 628，因此这两个算法出现失稳，而 NDE 和 NSE
的稳定限值在此时仍为无穷大，因此没有发生

失稳。

4. 2　非线性RTHS数值仿真验证　

当试验子结构具有非线性时，应用RTHS具有

一定的优势。因此，本文进行非线性RTHS的数值

仿真验证。非线性结构的初始状态与4. 1节的线性

结构相同，区别在于试验子结构具有非线性刚度，其

瞬时刚度表达式为kE，i + 1 = kE，0
é
ë1 + θ || x'i + 1

ù
û，其中

kE，0 为试验子结构的初始刚度，与4. 1节的试验子结

构刚度相同；θ为反映非线性程度的系数：当 θ为正

值时，试验子结构为刚度硬化，当 θ为负值时，试验

图5　线性RTHS的位移时程曲线

Fig. 5　Displacement time history curves of linear RTHS
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子结构为刚度软化，本文取 θ为 5与−5分别表示刚

度硬化和刚度软化。刚度硬化意味着Ω的增大，对

RTHS系统的稳定性不利；刚度软化则意味着Ω的

减小，对RTHS系统的稳定性有利。

图6为两种不同非线性情形时RTHS的数值仿

真结果。图6a和6b分别为当α=2. 5， Δt=0. 02 s时
刚度软化和当 α=1. 5， Δt=0. 02 s时刚度硬化的结

果。由 4. 1 节的结果可知，当 α=2. 25， Δt=0. 01 s
时，CR和Chang算法已经发生失稳，对于图 6a中更

大的时滞（α=2. 5）和时间步长（Δt=0. 02 s），这两个

算法如果应用于线性RTHS时会更加失稳。然而，

图 6a显示刚度软化时，CR和Chang算法与NDE和

NSE算法一样均未失稳，这证明了刚度软化在一定

程度上提升了RTHS 的稳定性。图 6b显示在较小

时滞（α=1. 5）时，CR和Chang算法应用于刚度硬化

的RTHS发生失稳，证明了刚度硬化会降低RTHS
的稳定性。此外，NDE 和 NSE 算法应用于该工况

下，RTHS 系统依然保持稳定，说明对于非线性

RTHS系统，NDE和NSE算法比CR和Chang算法

具有更高的稳定性。

5 结论 

（1）NDE和NSE算法分别与二阶无条件稳定显

式CR和Chang算法具有相同的速度、位移表达式，

而NDE和NSE算法具有更高阶精度。

（2）基于离散控制理论可以分析RTHS系统的

稳定性，与时滞微分方程推导的解相比，该方法可以

考虑积分算法对RTHS系统稳定性的影响。

（3）与使用 CR 和 Chang 算法的 RTHS 系统相

比，使用 NDE 和 NSE 算法的 RTHS 系统具有更高

的稳定限值，结合二者的高精度，意味着两种新算法

在应用于RTHS时有着较大的优势和潜力。
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