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混凝土中氯离子扩散过程的概率密度演化
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摘要：混凝土在氯盐环境中的氯离子扩散为一随机过程，因

此采用具有随机扩散系数的Fick第二定律描述该过程。通

过求解关于该过程的广义概率密度演化方程，给出了在给定

边界条件下的氯离子浓度概率密度函数解析解。以氯离子

扩散系数服从对数正态分布为例，通过数值求解广义概率密

度演化方程，验证解析解的正确性。结果表明，氯离子扩散

过程是非稳态的时空随机场，氯离子浓度分布的概率密度及

变异程度不仅取决于扩散系数的随机性，还与扩散过程的发

展阶段有关。

关键词：混凝土；氯离子扩散；Fick第二定律；广义概率密度

演化方程；随机扩散系数
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Probability Density Evolution of Chloride 
Ion Diffusion Process in Concrete
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Abstract：The diffusion of chloride ions in concrete is a 
stochastic process. In this paper， the Fick’s second law 
with random diffusion coefficient is adopted to describe 
the process. The analytical solution of the probability 
density function （PDF） of the chloride ion concentration 
under given boundary conditions is presented by solving 
the generalized probability density evolution equation 
（GDEE） about the chloride ion diffusion process. Taking 
the chloride ion diffusion coefficient obeying a lognormal 
distribution as an example， the correctness of the 
analytical solution is confirmed by numerically solving 
GDEE. It is shown that： the chloride ion diffusion process 
is a non-stationary spatio-temporal random field； the 
probability density and variability of the chloride ion 
concentration distribution not only depend on the 

stochasticity of the diffusion coefficient， but also are 
related to the developmental stage of the diffusion 
process. 

Keywords： concrete； chloride ion diffusion； Fick’s 
second law； generalized probability density evolution 

equation；stochastic diffusion coefficient 

对于处在海洋环境中的混凝土结构，氯离子的

侵蚀会引发钢筋锈蚀、混凝土保护层开裂、剥落等一

系列问题，影响结构的正常使用，甚至引起结构提前

失效［1］。若将结构寿命定义为保护层深度处的氯离

子浓度达到发生钢筋点蚀的阈值浓度所需的时间，

则混凝土内氯离子的浓度分布可以作为结构耐久性

寿命预测的依据［2-3］。

一般认为，氯离子在混凝土中的传输以扩散过

程为主。19世纪中叶，Fick第二定律建立了物质浓

度与扩散时间、扩散系数的联系，此后被广泛应用于

包括混凝土中氯离子扩散在内的各类扩散问题研

究［4-6］。事实上，由于混凝土材料组成、内部微观缺陷

等固有不确定性的存在，混凝土中的氯离子扩散过

程本质上属于随机过程，因此在混凝土内不同位置

处的氯离子浓度分布必然存在时间和空间上的随机

性。为研究扩散系数随机性对氯离子扩散过程的影

响，前人已经进行了一些研究工作。Jiang等［7］、杨绿

峰等［8］分别采用蒙特卡罗随机边界元法、摄动随机

有限元法，在矩层次上预测了混凝土中氯离子浓度

时空分布的均值和方差；Nogueira等［9］则以钢筋腐蚀

起始时间作为极限状态函数，采用一次可靠度分析

方法研究了钢筋混凝土结构的失效概率。从概率密

度意义上考察氯离子随机扩散，Lounis等［10］研究了

既定服役年限下钢筋深度处的氯离子浓度概率密

文章编号： 0253⁃374X（2025）09-1343-08 DOIDOI：10. 11908/j. issn. 0253-374x. 24130

收稿日期： 2024-04-09
基金项目： 国家自然科学基金（51538010）
第一作者： 吕筱菲，博士生，主要研究方向为混凝土随机损伤力学。E-mail： lvxiaofei0302@tongji. edu. cn
通信作者： 李    杰，教授，博士生导师，工学博士，主要研究方向为混凝土随机损伤力学、随机动力系统分析与生命线

程抗灾。E-mail： lijie@tongji. edu. cn



同 济 大 学 学 报（自 然 科 学 版） 第 53 卷

度，并基于此预测了钢筋锈蚀时间的概率分布；

Bojórquez 等［11］进一步讨论了钢筋锈蚀随机性对结

构抗震可靠度的影响；叶新一等［12］在考虑氯离子扩

散系数变异性的情况下，分析了混凝土锈胀裂缝的

萌生、发展过程；Wu等［13］研究了氯离子分布的时空

变异性对混凝土保护层剥落以及结构失效等破坏的

影响。然而，上述概率密度层次的研究均基于蒙特

卡罗随机抽样模拟方法。不同的是，谢肖礼等［14］则

基于Li等［15］提出的概率密度演化理论对扩散系数服

从正态分布的情况进行了分析。该研究对误差函数

的反函数进行了近似，但未能给出氯离子浓度概率

密度函数的显式表达，难以直接应用。

本文旨在从解析的角度研究给定边界条件下混

凝土中氯离子扩散过程及时空分布规律。从Fick第

二定律出发，结合广义概率密度演化方程（GDEE）
给出了混凝土中氯离子扩散浓度的概率密度函数解

析解。通过与广义概率密度演化方程数值解对比，

证实了所提出解析解的正确性。最后，对氯离子扩

散过程的随机特性进行了分析。侵蚀环境下，混凝

土中的氯离子浓度具有显著的时空变异性。

1 概率守恒原理与广义概率密度演化
方程 

根据概率守恒原理的随机事件描述，在一个保

守随机系统中，对于同一随机事件，由随机源所决定

的概率测度在数学与物理变换中守恒［15-17］。以Y表

示系统状态，并引入系统状态演化参数 τ。在经历微

小 时 间 增 量 dτ 后 ，系 统 状 态 由 Y (τ ) 演 化 为      
Y ( τ + dτ )，Y (τ )在 τ 时刻所属的区域 Ωτ 内演化为

( τ + dτ )时刻所属的区域 Ωτ + dτ，且在由具体物理规

律所决定的系统状态演化过程中，概率测度不发生

变化，即：

Pr{Y ( τ + dτ )∈ Ωτ + dτ}= Pr{Y ( τ )∈ Ωτ} （1）

式中，Pr{ }Y ( τ )∈ Ωτ 表示系统状态{ }Y ( τ )∈ Ωτ 发生

的概率。

若系统状态Y是随机变量Θ的函数，且随机变

量Θ不随时间变化，则在由Y和Θ张成的联合概率

空间中，概率守恒原理同样成立，即：

Pr{ }[ ]Y ( τ + dτ )，Θ ∈ Ωτ + dτ × ΩΘ =
Pr{ }[ ]Y ( )τ ，Θ ∈ Ωτ × ΩΘ （2）

式中：Ωτ × ΩΘ为 τ时刻Y与Θ所在的值域；×表示Ωτ

与ΩΘ共同张成的概率空间。

应用散度定理，并考虑到Ωτ × ΩΘ的任意性，可

导出如下广义概率密度演化方程［16］：

∂pYΘ ( y，θ，τ )
∂τ

+∑
l = 1

m

Ẏl( )θ，τ
∂pYΘ ( y，θ，τ )

∂yl
= 0

（3）

式中：pYΘ ( y，θ，τ )为 τ 时刻 (Y，Θ)的联合概率分布

密度函数；m为状态变量Y的维数；Ẏl为系统状态Yl

在单位时间内的变化率；y为系统状态变量Y的实现

值；θ为系统状态变量Θ的实现值。

当仅考察某一具体物理量Y时，式（3）退化为一

维偏微分方程

∂pYΘ ( y，θ，τ )
∂τ

+ Ẏ (θ，τ ) ∂pYΘ ( y，θ，τ )
∂y

= 0 （4）

在求得 pYΘ ( y，θ，τ )的解答后，将其在基本随机

变量Θ的空间ΩΘ上积分，即可获得物理量Y的概率

密度函数

pY ( y，τ )=∫ΩΘ

pYΘ ( y，θ，τ ) dθ （5）

广义概率密度演化方程揭示了随机性在物理系

统中的传播规律，可以定量表述系统概率密度在物

理规律驱动下的演化特征，给出所关心物理量的精

确概率密度解答。对于混凝土中氯离子的随机扩散

问题，广义概率密度演化方程同样具有天然的适

用性。

2 混凝土中的氯离子扩散及其概率密
度解析解 

2. 1　Fick定律与基本求解方程　

氯离子在混凝土中的非稳态扩散行为可以采用

Fick第二定律描述［18］。对于一维扩散问题，当扩散

系数为不随时间、空间位置变化的常数时，Fick第二

定律可以表述为

∂C
∂t

= D
∂2C
∂x2 （6）

式中：C为混凝土内的氯离子浓度；t为混凝土暴露

于氯离子环境中的时间；x为氯离子向混凝土内部扩

散的深度；D为混凝土中的氯离子扩散系数。

事实上，由于骨料分布不均匀、微孔隙、微裂缝

等缺陷的存在，因此混凝土中的氯离子扩散系数D
为一随机变量。将扩散系数D记为Θ，则氯离子浓

度 C 可以写为关于随机变量 Θ 的函数，即 C =
C (Θ，x，t )。显然，关于氯离子浓度C的广义概率密

度演化方程为
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∂pCΘ ( c，θ，x，t )
∂t

+ Ċ ( θ，x，t ) ∂pCΘ ( c，θ，x，t )
∂c

= 0

（7）

式中，c为氯离子浓度C的实现值。

初始条件为

pCΘ ( c，θ，x，t0 )= δ ( c - C ( θ，x，t0 ) ) pΘ ( θ ) （8）

式中：C ( θ，x，t0 )为氯离子浓度在 t0 时刻的确定性初

始值；δ (⋅)为Dirac delta函数。

至此，扩散方程（6）、概率密度演化方程（7）以及

概率密度演化方程的初始条件式（8）共同构成了描

述氯离子非稳态随机扩散行为的基本方程组，即：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

∂C ( Θ，x，t )
∂t

= Θ
∂2C ( Θ，x，t )

∂x2

∂pCΘ ( c，θ，x，t )
∂t

+ Ċ ( )θ，x，t
∂pCΘ ( c，θ，x，t )

∂c
= 0

pCΘ ( c，θ，x，t0 )= δ ( c - C ( θ，x，t0 ) ) pΘ ( θ )
（9）

采用概率密度演化方程描述氯离子的随机扩散

行为，可以清晰地揭示随机系统中概率密度的演化

过程决定于系统物理状态变化 Ċ ( θ，x，t )这一本质。

2. 2　扩散方程解答　

给定如下初始条件和边界条件：

ì
í
î

C ( Θ，x，0 )= C0

C ( Θ，0，t )= Cs，C ( Θ，∞，t )= C0

（10）

于是，可由Laplace 变换［19］求得扩散方程式（6）的解

析解为

C ( Θ，x，t )= C0 +( Cs - C0 ) ·

                                          
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú1 - erf ( )x

2 Θt
        （11）

式（10）、（11）中：C0 为混凝土内氯离子初始浓度；Cs

为混凝土表面氯离子浓度；erf (⋅) 为误差函数，

erf ( z )= 2
π ∫

0

z

e-y2 dy。

相应地，氯离子浓度的变化率为

      Ċ ( Θ，x，t )= ∂C ( Θ，x，t )
∂t

=

                    ( Cs - C0 ) x

2 πΘt 3
exp ( )- x2

4Θt （12）

2. 3　概率密度解答　

获得扩散方程的解答后，进一步采用特征线

法［16］，将偏微分方程式（7）转换为沿着特征线的常微

分方程求解。引入参数η，并定义如下参数方程：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

dt
dη

= 1

dc
dη

= Ċ ( )θ，x，t

（13）

对式（7）作关于 η 的变量替换，并考虑式（13），

可得

dpCΘ ( c( η )，θ，x，t ( η ) )
dη

= ∂pCΘ ( c，θ，x，t )
∂t

+

Ċ ( θ，x，t ) ∂pCΘ ( c，θ，x，t )
∂c

= 0 （14）

显然，式（13）定义了 c‒t平面内的一个曲线族，

沿着这族曲线，偏微分方程式（7）变为常微分方程式

（14），于是称这类曲线为特征线［16］。式（14）表明，沿

着特征线式（13），氯离子浓度概率密度守恒。这里，

蕴含了概率守恒原理的随机事件描述。进一步结合

初始条件式（8），即可给出式（7）的解答为

pCΘ ( c，θ，x，t )= δ ( c - C ( θ，x，t ) ) pΘ ( θ ) （15）

对式（15）关于随机变量Θ积分，可得到氯离子

浓度的概率密度函数为

        pC ( c，x，t )=∫ΩΘ

pCΘ ( c，θ，x，t ) dθ =

                             ∫ΩΘ

δ ( c - C ( θ，x，t ) ) pΘ ( θ ) dθ（16）

注意到式（16）实为涉及复合函数的Dirac delta
函数积分。记

y = φ( θ；x，t )= C ( θ，x，t ) （17）

式中，φ( θ；x，t )为给定时间空间坐标 ( x，t )下由θ到
C的映射。

解出φ-1 ( y；x，t )，即：

θ = φ-1 ( y；x，t )= x2

4t
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê1 erf-1 ( )Cs - y

Cs - C0

ù

û

ú
úú
ú

2

 （18）

由此，可将式（16）中积分变量转化为y，即：

pC ( c，x，t )=

∫ΩY

|| J δ ( c - y ) pΘ ( φ-1 ( y；x，t ) ) dy （19）

式中，| J |为 Jacobi量。| J |可表述为

| J |=
|

|

|
||
| dθ
dy

|

|

|
||
|=

|

|
|
||
| dy
dθ

|

|
|
||
|
-1

（20）

显然，由式（17）有

|| J =
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

d
dθ

ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
C0 + ( )Cs - C0

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú1 - erf ( )x

2 θt

-1

=

4πθ3t
x ( Cs - C0 ) exp ( )x2

4θt
=
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4π [ ]φ-1 ( y；x，t ) 3

t
x ( Cs - C0 ) exp

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úx2

4φ-1 ( y；x，t ) t
（21）

将式（21）代入式（19），即给出氯离子浓度C的

概率密度随时间演化过程的解析解为

pC ( c，x，t )= || J
y = c

pΘ ( φ-1 ( c；x，t ) )=

4πθ 3
c t

x ( Cs - C0 ) exp ( x2

4θct ) pΘ ( θc ) （22）

pΘ的解析表达可根据扩散系数具体服从的概率分布

模型确定。θc为浓度 c的函数，可由下式确定：

θc = φ-1 ( c；x，t )= x2

4t
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê1 erf-1 ( )Cs - c

Cs - C0

ù

û

ú
úú
ú

2

   （23）

相关文献研究表明［10，13，20-21］，氯离子扩散系数可

视 为 一 服 从 对 数 正 态 分 布 的 随 机 变 量 ，即

ln Θ~N ( μ，σ 2 )，其概率密度函数为

pΘ (θ )= 1
θ 2π σ

exp é
ë
ê
êê
ê- ( ln θ - μ )2

2σ 2

ù

û
úúúú，θ > 0  （24）

结合式（22）~（24），即可得到在对数正态分布

条件下混凝土中氯离子浓度C的概率密度随时间演

化过程的解析解为

pC ( c，x，t )= 4πθ 3
c t

x ( Cs - C0 ) exp ( )x2

4θct
1

θc 2π σ
exp é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú-( ln θc - μ )2

2σ 2 =

2θct
σx ( Cs - C0 ) exp é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

x2

4θct
- ( ln θc - μ )2

2σ 2 （25）

3 数值分析 

为验证上述概率密度解析解的正确性，具体研

究混凝土中氯离子浓度的时空分布特征，分别采用

广义概率密度演化方程解析解和数值解2种方法分

析给定边界条件和初始条件下的氯离子浓度概率密

度演化过程。

3. 1　广义概率密度演化方程数值解　

数值求解广义概率密度演化方程的步骤如下

（以一维问题为例）：

（1）对［0，1］均匀剖分，取各子域中点进行概率

反 变 换 ，作 为 随 机 变 量 Θ 的 代 表 点 θq ( q =
1，2，⋯，n )。

（2）对于每一代表点θq，由扩散过程的物理方程

解析解式（11）给出浓度随时间的变化率 Ċ ( θq，x，t )
（见式（12））。

（3）将式（12）代入式（7），采用有限差分法的总

变差不增格式（total variation diminishing，TVD）数

值求解广义概率密度演化方程［17］，给出联合概率密

度解答pCΘ ( c，θ，x，t )。
（4）对 pCΘ ( c，θ，x，t )关于 θ作数值积分，得到氯

离子浓度的概率密度解答pC ( c，x，t )。
3. 2　解答的正确性互证　

分别采用上述解析解和数值解法，对混凝土中

的氯离子一维扩散过程进行分析。根据文献［20］中
的氯离子侵蚀实测数据（法国圣纳泽尔市某滨海煤

炭码头），氯离子扩散过程所涉及的各项参数取值

见表1。

如图 1、2 所示，由广义概率密度演化方程解析

解（见式（25））给出了 x=10 mm 和 x=20 mm 处典

型时刻的氯离子质量浓度概率密度函数和分布函

数；同时，采用360个剖分子域对广义概率密度演化

方程进行数值求解，并与解析解给出的结果进行对

比。显然，数值解与解析解吻合良好。

引入KL散度（Kullback-Leibler divergence）量化

广义概率密度演化方程数值解与解析解所求得的概

率密度函数之间的误差［22］：

DKL ( r||q )=∫r ( x ) ln r ( x )
q ( x ) dx （26）

式中：r为概率密度函数的解析解；q为概率密度函数

的数值解。

KL散度越小，表明数值解与解析解之间的差异

越小。不同剖分子域数下氯离子浓度概率密度函数

数值解与解析解之间的KL散度如图3所示，剖分子

域数分别取 90、180 和 360 时的 KL 散度见表 2。可

见，随着剖分子域数的增加，KL散度减小，即：数值

解的精度随着剖分子域数的增加不断逼近解析解。

这事实上说明了：①上述解析解的正确性；②解析解

表1　氯离子扩散过程计算参数取值

Tab.1　Values of calculation parameters for chloride 
ion diffusion process analysis

参数

氯离子扩散系数均值/( m2 ⋅ s-1）

氯离子扩散系数方差/( m4 ⋅ s-2 )
表面氯离子质量浓度/( kg ⋅ m-3 )

混凝土内氯离子初始
质量浓度/( kg ⋅ m-3 )

符号

μD

σD

Cs

C0

取值

1. 37 × 10-12

7. 19 × 10-25

20. 816 3

2. 495 5
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图1　x=10 mm处的氯离子质量浓度概率密度函数与分布函数

Fig.1　Probability density function and cumulative distribution function of chloride ion concentration at x=
10 mm

图2　x=20 mm处的氯离子质量浓度概率密度函数与分布函数

Fig.2　Probability density function and cumulative distribution function of chloride ion concentration at x=
20 mm

图3　KL散度‒剖分子域数关系

Fig.3　Relationship between KL divergence and the number of subdomains
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可以为数值解提供算法正确性验证依据。这在数值

解法研究中具有重要价值。

3. 3　氯离子扩散过程分析　

分别从概率密度演化和矩演化的角度，对一维

扩散过程中氯离子浓度的时空分布特征进行分析。

图4所示为x=10 mm和x=20 mm处的氯离子质量

浓度概率密度演化曲面。可以发现，在扩散初期，氯

离子浓度概率密度曲线的峰值保持在初始浓度

2. 495 5 kg ⋅ m-3 附近；随着扩散时间的增长，概率密

度函数曲线峰值对应的浓度逐渐增大。这一时滞特

性在深层区域（x=20 mm）表现得更为显著（见 图4b）。

进一步地，考察氯离子质量浓度的均值随时间的

演化过程，如图5所示。可见，在同一时刻，随着深度

的增加，氯离子质量浓度均值逐渐降低；在同一深度，

随着扩散时间的增加，氯离子质量浓度均值增大。这

反映了随着扩散的进行氯离子由高浓度区域（表层）向

低浓度区域（内部）扩散且逐渐累积的特性。

图6、7分别反映了氯离子浓度标准差和变异系

数的演化过程。显然，在同一时刻，随着深度的增

加，氯离子浓度的变异性先增加后减小。这表明，在

浅层范围内，氯离子浓度分布的变异性将随深度的

增加而增大；在深层范围内，氯离子浓度变异性随深

度的增加而减小。在同一深度，随着时间的增加，氯

离子浓度的变异性同样呈现先增加后下降的趋势，

且深层处的氯离子浓度变异性随时间的变化较为缓

慢。这一现象说明，即使在一维扩散条件下，氯离子

扩散过程也是一个非稳态过程。事实上，这一特征

从前述图4、5中也可以看到。氯离子扩散过程是一

具有时空变异的、非稳态的随机过程，这一特征在混

凝土结构耐久性研究与寿命预测中应该引起高度

重视。

表2 氯离子浓度概率密度函数数值解与解析解的KL散度

Tab.2　KL divergence of numerical and analytical 
solutions for probability density function of 
chloride ion concentration

x/mm

10

20

剖分子域数

90
180
360
90

180
360

KL散度

t = 10年

0. 030 3
0. 009 2
0. 005 8
0. 188 8
0. 102 8
0. 030 2

t = 20年

0. 028 5
0. 007 5
0. 002 2
0. 187 4
0. 069 2
0. 040 2

t = 30年

0. 029 3
0. 007 9
0. 002 6
0. 172 4
0. 061 6
0. 025 9

图4　氯离子质量浓度概率密度演化曲面

Fig.4　Probability density evolution surface of chloride ion concentration

图5　氯离子质量浓度均值演化过程

Fig.5　Evolution process of the mean value of chloride ion concentration
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4 结语 

对于海洋环境，混凝土中氯离子扩散过程的非

稳态特征对结构耐久性研究具有重要价值。本文针

对一维扩散问题，在扩散系数为随机变量的情况下

给出了与Fick第二定律描述的氯离子浓度相关的广

义概率密度演化方程解析解。通过将广义概率密度

演化方程数值解与本文所提出的解析解进行对比，

验证了解析解的正确性。通过分析一维扩散过程的

概率密度演化特征可以发现，混凝土中氯离子扩散

过程是一具有显著时空变异性的非稳态时空随机

场。氯离子浓度的均值随时间增加、随深度减小，氯

离子浓度变异系数随深度和时间的增加呈现先增加

后减小的趋势。这反映了氯离子浓度的变异性一方

面受到扩散系数随机性的影响，另一方面也与扩散

过程的发展程度密切相关。同时，本文给出了氯离

子浓度概率密度解答的精确形式，为研究由氯离子

侵蚀引发的钢筋混凝土结构耐久性问题提供了便捷

有效的工具。
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