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考虑出行行为偏移的奖励方案优化模型

肖 琳， 吴纪䶮， 孙 剑， 田 野
（同济大学 道路与交通工程教育部重点实验室，上海 201804）

摘要：针对基于奖励的交通需求管理（incentive⁃based travel 
demand management，IBTDM）方案设计中特有的预算、渗透

率约束，采用瓶颈模型分析了出发时间偏移量对出行者的出

行成本和 IBTDM最优奖励方案的影响；将考虑出发时间偏

移量的奖励方案与不考虑原始出行模式的基于出发时间的

奖励方案进行对比，分析不同方案的适用性。结果显示，出

行者的单位出发时间偏移成本θ和单位行驶时间成本α的相

对大小影响了考虑出发时间偏移量的最优奖励方案的形式。

当θ < α时，奖励金额随时间先减少后增加；当θ > α时，奖励

金额随时间先增加后减少；当 θ = α 时，奖励金额不变。此

外，考虑出发时间偏移量和基于出发时间的奖励方案在有限

预算下缓解拥堵的效果优劣，也取决于 θ 和 α 的相对大小。

因此，管理者需要谨慎评估出行者单位出行成本，选择更有

效的奖励方案。一般情况下，θ < α更符合真实出行场景，此

时考虑出发时间偏移量的奖励方案对缓解系统拥堵效果

更好。
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Abstract：Based on the distinctive constraint of budget 
and penetration rate inherent in incentive-based travel 
demand management （IBTDM） scheme design， a 
bottleneck model was employed to analyze the impact of 
departure time offsets on travelers’ travel costs and the 
optimal IBTDM incentive scheme. Then， the incentive 
scheme considering departure time offset costs was 

compared with the scheme based on departure time， 
which does not consider travelers’ original travel 
patterns， aiming to assess the applicability and 
effectiveness of different incentive strategies. The results 
indicate that the relative magnitude of travelers’ unit 
departure time offset cost θ and unit travel time cost α 
significantly shapes the structure of optimal incentive 
schemes considering departure time offsets. When θ < α， 
the incentive amount decreases first and then increases 
over time； when θ > α， the incentive amount increases 
first and then decreases； and when θ = α， the incentive 
amount remains constant. Furthermore， the comparative 
effectiveness of the incentive scheme considering 
departure time offsets versus the incentive scheme based 
on departure time， in mitigating system congestion under 
budget constraints， also depends on the relative values of 
θ and α. Therefore， administrations must carefully 
evaluate travelers’ unit travel costs to determine the most 
efficient incentive schemes. Generally， θ < α more 
accurately reflects the real scenario， in which case the 
incentive scheme considering departure time offsets is 
more effective in alleviating system-wide congestion. 

Keywords： transportation economy； incentive scheme；
bottleneck model； incentive-based travel demand 

management；travel behavior 

随着社会进步与经济发展，交通需求不断增大，

拥堵日益加剧。交通需求管理（traffic demand 
management，TDM）在时间或空间上重新调控交通

需求，是解决交通拥堵的重要方法。相较于传统的

基于惩罚的TDM策略，如限号通行、拥堵收费等，基

于 奖 励 的 交 通 需 求 管 理（incentive based traffic 
demand management，IBTDM）作为一种新型 TDM
策略，推广阻力小、公众接受度高，近年来得到了广

文章编号： 0253⁃374X（2025）09-1423-10 DOIDOI：10. 11908/j. issn. 0253-374x. 24095

收稿日期： 2024-03-25
基金项目： 国家自然科学基金（52002279）
第一作者： 肖    琳，博士生，主要研究方向为主动出行需求管理、出行行为分析。E-mail： xiao_lin@tongji. edu. cn
通信作者： 田    野，教授，博士生导师，工学博士，主要研究方向为自动驾驶仿真测试、大规模交通路网仿真。

E-mail： tianye@tongji. edu. cn



同 济 大 学 学 报（自 然 科 学 版） 第 53 卷

泛关注［1］。

目前 IBTDM方案设计多基于被动反馈的试错

法［2］，对于小型私有公司或学术项目而言，试错成本

过高，不合理奖励极易导致预算超支或用户流失，项

目难以持续性发展。通过数学建模设计奖励方案，

可在奖励落地实施中发挥先导性作用。然而，理论

方案往往依赖于简化假设，难以全面捕捉系统复杂

性，导致实施效果偏离预期。

相较于已经有大量研究的基于瓶颈模型的

TDM 策略优化问题，如拥堵收费方案优化［3-6］，

IBTDM 方案优化问题还需考虑总奖励预算、渗透

率、获客成本等特殊市场约束，可行域自由度明显较

多，因此需要探索全新的建模求解方法。Rouwendal
等［7］基于经典瓶颈模型研究了弹性需求且无约束条

件下的最优奖励形式。Sun等［8］额外考虑了预算、渗

透率、异质性等问题，得出在预算或渗透率不足情况

下最优时变奖励曲线呈“U”型的结论。Xiao等［9］进

一步分析了获客成本的影响，探讨了预算在宣传活

动和行为激励之间的分配。Wu等［10］考虑了弹性需

求对 IBTDM方案的影响，以辨析奖励与收费方案的

差别。孙剑等［11］着眼于应用方向，求解了针对拼车

行为的奖励方案，拓展了 IBTDM的应用场景。

然而，上述方案是基于出行者的出发时间分配

奖励，导致原本对交通拥堵贡献较小的车主即使不

改变出发时间也能获得奖励，从而成为奖励措施中

的主要受益者。这意味着该奖励方案难以平衡全体

出行者的利益，且部分预算未能有效激励出行者改

变出行行为。此外，Tian等［12］开展了实验经济学研

究，发现理论奖励方案的实际效果与预测结果存在

一定偏差，原因可能在于该方案忽视了出行者在改

变出发时间时面临的行为惯性和相应心理成本，即

出发时间偏移成本，导致成本预估失准与奖励错位。

因此，将出发时间偏移成本纳入出行成本更加符合

出行者的决策思维。基于此，设计考虑出发时间偏

移量的奖励方案，能够提升激励效果与公平性。荷

兰避峰出行项目即采用这种奖励分配思路，为改变

出发时间、出行路径或者出行方式的出行者分配不

同的奖励［13］。然而，迄今仍鲜有考虑出行行为偏移

量的奖励方案研究。

针对现有研究的局限性，采用瓶颈模型，将个人

出发时间偏移量纳入出行成本考量范畴，考虑预算、

渗透率等约束求解最优奖励方案；对比该奖励方案

与基于出发时间的奖励方案在结构形式、缓解拥堵

效果等方面的异同，以期为选择合适的奖励方案提

供依据。研究提出了更符合出行者决策思维的奖励

方案，为提升 IBTDM效能和 IBTDM落地实施提供

理论指导。

1 问题建模 

瓶颈模型能够有效建模排队形成与消散，从而

动态描述高峰期拥堵情况，广泛应用于时间维度的

拥堵研究。本研究旨在基于瓶颈模型，探究早高峰

场景下考虑出发时间偏移量的奖励方案。

瓶颈模型规定，每天早上N名出行者驾车从起

点（家）出发、到达终点（工作地）上班，即出行者出发

时间为从起点的出发时刻，到达时间为到达终点的

时刻。在瓶颈模型中，从家到工作地有且仅有一条

路径，该路径上存在唯一的单位时间通行能力为 c的
交通瓶颈。

出发时间为 t的出行者所面临的行驶时间共由

两部分组成：

T ( t )= T f + Tq ( t ) （1）

式中：T f 为交通瓶颈以外的自由流行驶时间；Tq ( t )
为出发时间 t的出行者在瓶颈处的排队时长。由于

T f 为常数，不影响结果分析，因此令T f = 0，这意味

着出行者从家出发即到达瓶颈，离开瓶颈即可到达

工作地，某时刻从起点的出发率即为同时刻瓶颈处

的到达率。排队时长 Tq ( t ) 与瓶颈处的排队长度

Q ( t )关系为

Tq ( t )= Q ( t )/c =∫
t1

t

[ D ( u )- A( u ) ] du/c （2）

式中：t1 为第 1个出行者的出发时间；D ( t )为 t时刻

出行者从起点的瞬时出发率，以下简称出发率；A( t )
为 t时刻出行者到达终点的瞬时到达率，以下简称到

达率。经典瓶颈模型假设车辆不占用道路空间，对

上游接近的车辆没有影响，因此即使严重拥堵，交通

流量也不会下降［14］。换而言之，在拥堵阶段，瞬时到

达率始终保持在瓶颈通行能力，即A( t )= c。
经典瓶颈模型规定，出行者个人出行成本包括

行驶时间成本和计划延误成本。相较于期望到达时

间，早到或者迟到都会有一定的成本损失。出发时

间 t的出行者个人出行成本为

ϕ( t )= αT ( t )+ β max{ }t * -[ t + T ( t ) ]，0 +
                   γ max{[ t + T ( t ) ]- t *，0} （3）

式中：α为单位行驶时间成本；t * 为期望到达时间；β
为早到单位时间成本；γ为晚到单位时间成本。

每个出行者都会权衡出发时间，以最小化个人
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出行成本。当无人能通过单方面改变出发时间来降

低其出行成本时，系统达到均衡。此时所有出行者

出行成本相等，个人出行成本对于出发时间的一阶

导数为

ϕ̇( t )= 0，t ∈[ t1，tN ] （4）

式中，tN 为第N个出行者的出发时间。可计算得到

出发率

D ( t )=
ì
í
î

αc/( α - β )，t ∈[ t1，t ']
αc/( α + γ )，t ∈( t '，tN ]

（5）

本研究假设均衡状态下排队开始时刻 t1 = 0，根
据均衡状态下任意时刻出行成本相等，可以求得排

队完全消散时刻 tN = N/c，目标到达时间 t * =
δN/( cβ )。为简化等式，规定δ = == =====

def βγ/( β + γ )。
均衡状态下的出行成本为

g = βt *
（6）

均衡状态下的累计出发曲线和到达曲线如图 1
所示。其中，累计出发人数为 t时刻之前从起点出发

的总人数，累计到达人数为 t时刻之前到达终点的总

人数。高峰期因瓶颈限制，部分已从起点出发的出

行者未能到达目的地，累计出发人数大于累计到达

人数。

2 奖励方案优化设计 

2. 1　考虑出发时间偏移量的奖励方案　

为阐明出行者的出发时间偏移量对出行者出行

决策及奖励方案的影响，基于瓶颈模型的出行成本

量化式（3），进一步将出行者出发时间偏移成本纳入

考量范畴，更新了出行者出行成本定义，即：

ϕ( t )= αT ( t )+ β max{ }t * -[ t + T ( t ) ]，0 +
                  γ max{ }[ t + T ( t ) ]- t *，0 + θC ( t ) （7）

式中：θ为出行者单位出发时间偏移成本；C ( t )为出

发时间 t 的出行者较原始状态的出发时间偏移量。

在原始状态时，出发时间偏移量C ( t )为零。

假设在整个拥堵时段施加奖励方案 J ( t )，那么

出发时间为 t的出行者的广义出行成本G ( t )等于出

行成本减去奖励，可表示为

G ( t )= ϕ( t )- J ( t ) （8）

奖励金额需满足非负约束，即 J ( t )≥ 0。无论

采用何种奖励方案，均衡状态下任意时刻的出行成

本都相等。出行成本用g表示，可得到

ϕ( t )- J ( t )= g （9）

瓶颈模型中的系统最优（social optimum，SO）状

态为没有排队发生的状态，出行者在整个高峰期内

出发率应等于瓶颈处的单位时间通行能力，即

D ( t )= c。此时，出行者出行成本为 g *，则奖励方案

可表示为

J ( t )= κ ( t )+ θC ( t )- g * （10）

式中，κ ( t )为出发时间 t的出行者面临的计划延误成

本，取决于出行者到达时间。根据定义可以得到：

κ ( t )=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

β é
ë
êêêê

ù
û
úúúút * -∫

t1

t

D ( u ) du/c - t1 ，t ∈[ t1，t ']

γ é
ë
êêêê

ù
û
úúúút1 +∫

t1

t

D ( u ) du/c - t * ，t ∈( t '，tN ]

（11）

SO状态下的奖励方案如图2所示，奖励金额与

出发时间和出发时间偏移量有关。然而，若 IBTDM
公司盲目采取该方案，则可能无法控制所需总预算，

导致预算超支甚至破产。为精准把控预算、便于奖

励方案落地实施，需明确固定出发时间偏移模式，即

出行者的出发时间和出发时间偏移量关系，从而准

确计算出奖励金额及总预算。在该模式下，出行者

必须根据原始出发时间调整至指定时刻才能获得奖

励。在如图 2曲面所示的一般性奖励方案中，存在

使系统达到SO状态且预算最小的偏移模式，具有该

模式的奖励方案即为最优奖励方案，如图 2中黑色

实线所示。

根据预算的定义，奖励方案 J ( t )实施所需的总

预算M可以表示为

M =∫
t1

tN

D ( u ) J ( u ) du （12）

将式（10）代入式（12），可以计算得到SO状态下

所需的奖励预算

M =∫
t1

tN

cκ ( u ) du +∫
t1

tN

cθC ( u ) du - Ng * （13）

图1　累计出发曲线和到达曲线

Fig.1　Cumulative departure and arrival curves
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在SO状态中，D ( t )= c，系统总延误成本固定。

因此，根据式（13），为计算达到SO状态所需最小预

算M *，需要寻找使得系统总出发时间偏移量最小的

偏移模式。

在SO状态下，出行者的出发模式将从图1中和

方形组合的实线模式转变为单一实线模式。此时，

存在2种出发时间偏移模式：模式1为全部出行者向

后调整；模式2为部分出行者向前调整、其余出行者

向后调整。

在模式 1 中，所有出行者向后调整出发时间。

典型的偏移模式为出行者在无奖励和奖励下到达时

间相同。假设出发时间 t的出行者到达时间为

Z ( t )= t + T ( t )= t0 ( t )+ T0 ( t0 ( t ) ) （14）

式中：t0 ( t )为出发时间 t的出行者的原始出发时间；

T0 ( t0 ( t ) )为原始出行状态中所经历的出行时间（排

队时间）。在此模式中，出行者的出发时间偏移量为

原始状态下的排队时间，出行者的出行顺序在无奖

励和有奖励时相同，典型模式如图 3所示。图 3中，

A1O~A5O为无奖励原始出发时间，A1J~A5J为有奖励

时调整出发时间。

除典型模式外，出发时间向后调整模式还包括

出行者出发顺序改变的情况，即可能存在 2名、3名

乃至N名出行者互换顺序。为便于分析上述情况与

典型模式的出发时间偏移量相对大小，以 2名出行

者出发顺序互换进行简化，如图 4 所示。图 4 中，

A1O、A2O 为无奖励原始出发时间，A1J、A2J 为有奖励

调整出发时间。尽管多名出行者互换顺序情况更为

复杂，但总出发时间偏移量比较方式与 2 人互换

相似。

在模式 1 中，若存在一名出行者的出发时间从

A2O 向后调整到 A2J，则至少存在另 1 名出行者调整

其出发时间从 A1O 至 A1J 以维持均衡状态。假设其

余出行者出行顺序不变，由图4可知，与典型模式相

比，C1 + C2 = C1O + C2O，即向后调整模式下，是否

保证出行者到达时间不变均不影响总出发时间偏移

量的大小。

在模式2中，部分出行者向后调整出发时间、其

余出行者向前调整。相应地，出行者可划分为3类：

向前调整的Ⅰ类出行者、受Ⅰ类影响而向后调整的

Ⅱ类出行者，以及不受影响向后调整的Ⅲ类出行者。

与模式1类似，模式2中可能存在多名Ⅰ类和Ⅱ类出

行者。为简化计算，在此讨论1名Ⅰ类和1名Ⅱ类出

行者的情况，如图5所示。A1O、A2O、A3O为无奖励原

始出发时间，A1J、A2J、A3J为有奖励调整出发时间。

图 5 中，Ⅰ类出行者将出发时间从 A1O 调整至

A1J，Ⅱ类出行者将出发时间从 A2O 调整至 A2J。显

然，C1 + C2 > C1O + C2O，因此任意出行者向前调整

出发时间将导致总出发时间偏移量增加。

综上所述，模式1的总出发时间偏移量相同，且

小于模式 2，因此模式 1所需预算更少。如图 3所示

的典型模式在实施奖励前后出行者的到达时间不

变，能最大程度减少对出行者的影响，且奖励方案易

图2　SO状态下的奖励方案示意

Fig.2　Schematic diagram of incentive schemes in 
SO state

图3　出发时间偏移的典型模式

Fig.3　Typical mode regarding commuters’ 
departure time offsets

图4　出发时间偏移的向后调整模式

Fig.4　Backward adjustment mode regarding 
commuters’ departure time offsets
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于理解，实施难度低，故接受度高。因此，选择“典

型”模式，并基于此计算奖励方案。

根据式（2）、（5），可以计算得到

T0 ( t0 )=
ì
í
î

βt0/( α - β )，t0 ∈[ t1，t ']
γ ( N/c - t0 )/( α + γ )，t0 ∈( t '，tN ]

（15）

在SO状态下的“典型”模式中，需满足

C ( t )= T0 ( t0 ( t ) ) （16）

则 t0 ( t )与 t的关系为

t0 ( t )=
ì
í
î

( α - β ) t/α，t ∈[ t1，t * ]
( α + γ ) t/α - γN/( αc )，t ∈( t *，tN ]

（17）

将式（17）代入式（15），计算得到SO状态下的出

行者出发时间偏移量为

C ( t )= T0 ( t0 ( t ) )=
ì
í
î

βt/α，t ∈[ t1，t * ]
-γt/α + γN/( αc )，t ∈( t *，tN ]

（18）

随后，将等式（11）、（18）代入式（10）中，可得达

到SO状态下所需的最优时变奖励方案为

J ( t )=

          
ì
í
î

−( α − θ ) βt/α + βt * − g *，t ∈[ t1，t * ]
( α - θ ) γ ( t - t * )/α + θβt */α - g *，t ∈( t *，tN ]

（19）

J ( t )中的常数项数值需要保证奖励的非负性。当

θ < α时，需满足 g * ≤ θβt */α，假设 g0 = θβt */α，可得

g * ≤ g0；当θ > α时，需满足g * < βt *。

最优奖励方案金额与单位行驶时间成本、早到/
晚到单位时间成本等成本参数有关。当成本参数的

单位为元·min−1时，最优奖励方案的一般形式如图6

所示。该形式不涉及成本参数的具体数值，仅用于

说明结构特征。注意 θ = α时，由式（19）可得，奖励

金额恒为常数，具体将在后文讨论。

根据图 6，最优奖励方案的形式与 α和 θ的相对

大小有关。当 θ < α时，奖励方案呈“V”型，在高峰

期拥堵开始和即将结束的阶段设置高额奖励，引导

中间时段出行者向两端分散，实现“错峰填谷”。当

θ > α时，最优奖励方案呈倒“V”型，奖励金额在期望

到达时间处最高，向两端线性递减。特别地，当 θ =
α时，奖励金额为常数。因此，可根据预期出发时间

偏移量大小设置奖励金额，从而促进出行者调整出

发时间至预期状态。

SO状态下D ( t )恒为 c，故达到SO状态所需预

算为

M *= |α - θ |δN 2/( 2cα ) （20）

此时，当 θ < α时，均衡出行成本g * = g0；当 θ >
α时，均衡出行成本g * = βt *。

当α = θ时，由式（19）可得，J ( t )始终为常数，其

大小与总预算有关，假设总预算为 M，则可得到

J ( t )= M/N，相 应 地 ，均 衡 出 行 成 本 g * = βt * - 
M/N。因此，只要M > 0，出行者均衡状态的出行成

图5　出发时间偏移的“部分人向后调整，其他人向前调整”

模式

Fig.5　“Backward adjustment for some, forward 
adjustment for others” mode regarding 
commuters’ departure time offsets

图6　最优奖励方案示意

Fig.6　Schematic diagram of optimal incentive 
scheme
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本 g * 小于出行者不改变出发时间的成本 βt *（见式

（6）），此时出行者倾向于改变出发时间。因此，当

α = θ时，考虑出发时间偏移量的奖励方案不存在预

算约束。

2. 2　考虑预算约束的奖励方案　

中小型出行服务公司难以提供较高预算，无法

实施如图6所示的奖励方案。为保证奖励方案的适

应性、合理性和 IBTDM项目的持续运营，进一步求

解预算小于M *情况下的最优奖励方案。

整体而言，系统总出行成本与预算的差值等于

所有出行者的实际出行成本，有

∫
t1

tN

D ( u )ϕ( u ) du -∫
t1

tN

D ( u ) J ( u ) du = Ng（21）

因此，系统总出行成本取最小值等价于出行者的均

衡广义出行成本取最小值，即g取最小值。

在预算不充足的情况下，仍采用“典型”出发时

间调整模式，出行者保持原始到达时间不变。与预

算充足情况不同，此时奖励预算无法完全消除排队，

Z ( t )= t不再成立。参考预算充足情况下T0 ( t0 ( t ) )
与 t的关系（见式（18）），可以得到预算不充足情况下

T0 ( t0 ( t ) )与Z ( t )的关系为

T0 ( t0 ( t ) )=
ì
í
î

βZ ( t )/α，t ∈[ t1，t ']
-γZ ( t )/α + γN/( αc )，t ∈( t '，tN ]

（22）

在预算不充足时，奖励方案 J ( t )= ϕ( t )- g 可

拆分为

J ( t )= max{[ κ ( t )+ θT0 ( t0 ( t ) )- g ]，0}+ ϕ( t )-
     max [ κ ( t )+ θT0 ( t0 ( t ) )，g ] （23）

将式（23）代入式（12）中，即可得到预算M与出

发率D ( t )之间的关系为

 ∫
t1

tN

D ( u ) max{[ κ ( u )+ θT0 ( t0 ( t ) )- g ]，0}du +

∫
t1

tN

D ( u ) { ϕ( u )- max [ κ ( u )+ θT0 ( t0 ( t ) )-

g ] } du = M （24）

等式（24）可以拆分为两部分：

π1 =∫
t1

tN

D ( u ) max{[ κ ( u )+ θT0 ( t0 ( t ) )- g ]，0}du

（25）

π2 =∫
t1

tN

D ( u ) {ϕ( u )- max [ κ ( u )+ θT0 ( t0 ( t ) )-

g ]}du （26）

π1、π2分别非负。其中，π1随g增加而单调下降，

在给定预算M的情况下，当 π2 取最小值时 g取最小

值。因此，根据式（26），满足

ϕ( t )= max [ κ ( t )+ θT0 ( t0 ( t ) )- g，0 ] （27）

g可取得最小值。因此，在给定预算M时，使得 g取

最小值，即系统总出行成本最小的奖励方案应满足

J ( t )= max [ κ ( t )+ θT0 ( t0 ( t ) )- g，0 ] （28）

根据 κ ( t )的定义式（11）和 T0 ( t0 ( t ) )与 Z ( t )的
关系式（22），可知

κ ( t )+ θT0 ( t0 ( t ) )=
ì
í
î

-( α - θ ) βZ ( t )/α + βt *，t ∈[ t1，t ']
( α - θ ) γZ ( t )/α - γt * + θγN/( αc )，t ∈( t '，tN ]

（29）

基于瓶颈模型先进先出原则，Z ( t )随 t 单调递

增。κ ( t )+ θT0 ( t0 ( t ) )随 t的单调性与 α和 θ的相对

大小有关，相应地，J ( t )的形式也不相同。由2. 1节

可知，当 α = θ时，考虑出发时间偏移量的奖励方案

不存在预算约束，因此本节不再进一步说明。接下

来分别讨论θ < α和θ > α 2种情况。

2. 2. 1　θ < α　
由式（29）可知，κ ( t )+ θT0 ( t0 ( t ) ) 在定义域

[ t1，t ']随 t单调递减，在定义域 ( t '，tN ]随 t单调递增，

则存在 ts ∈[ t1，t ']和 tr ∈( t '，tN ]，使得

κ ( ts )+ θT0 ( t0 ( ts ) )= κ ( tr )+ θT0 ( t0 ( tr ) )= g  （30）

式中：ts 和 tr 分别为奖励结束和再次开始实施的时

刻。根据 κ ( t )+ θT0 ( t0 ( t ) )单调性及其与奖励的关

系式（28），当 t ∈[ ts，tr ]时，奖励为

J ( t )= 0 （31）

当 t ∈[ t1，ts )∪( tr，tN ]时，奖励为

J ( t )= κ ( t )+ θT0 ( t0 ( t ) )- g > 0 （32）

根据出行成本的定义式（6）以及出行成本与奖

励的关系式（8），可得奖励公式为

J ( t )= αT ( t )+ κ ( t )+ θT0 ( t0 ( t ) )- θT ( t )- g （33）

结合式（32）、（33），当 t ∈[ t1，ts )∪( tr，tN ] 时，需

满足

T ( t )= 0，Z ( t )= t （34）

综上所述，考虑 κ ( t )+ θT0 ( t0 ( t ) )与 Z ( t )的关

系式（29），在给定预算M时，可以求得最小化系统总

行驶时间（total system travel time，TSTT）的最优奖

励方案为

J ( t )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

−( α - θ ) β ( t - ts )/α，t ∈[ t1，ts )
0，t ∈[ ts，tr ]
( α - θ ) γ ( t - tr )/α，t ∈( tr，tN ]

（35）

其中，系统总行驶时间为系统内所有出行者的出行

时间之和。在该奖励方案下，根据均衡状态下广义
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出行成本G ( t )= κ ( t )+ θC ( t )+ αT ( t )- J ( t )在任

意时刻相等，可得出发率为

D ( t )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

c，t ∈[ t1，ts ]∪[ tr，tN ]
αc/( α - β )，t ∈( ts，t ']
αc/( α + γ )，t ∈( t '，tr )

（36）

当 t1 = 0时，根据式（12）、（36）可计算得到

ts = 2αδM/ [ cβ2 ( α - θ ) ]
tr = N/c - 2αδM/ [ cγ2 ( α - θ ) ]

实施奖励方案后，系统总行驶时间可以表示为

T tatol = M/( α - θ )- N 2δM/ [ cα( α - θ ) ] +
                 δN 2/( 2αc ) （37）

2. 2. 2　θ > α　
κ ( t )+ θT0 ( t0 ( tr ) )在定义域[ t1，t ']上随 t单调递

增，在定义域 ( t '，tN ] 上随 t 单调递减，则存在某

ts ∈[ t1，t ']和 tr ∈( t '，tN ]，满足如下条件：

κ ( ts )+ θT0 ( t0 ( ts ) )= κ ( tr )+ θT0 ( t0 ( tr ) )= g  （38）

ts 和 tr 分别为奖励开始和结束实施的时刻。类

似于 θ < α，可求得在给定预算M时，最小化系统总

行驶时间的奖励方案为

J ( t )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

( θ - α ) β ( t - ts )/α，t ∈( ts，t ']
0，t ∈[ t1，ts ]∪[ tr，tN ]
−( θ - α ) γ ( t - tr )/α，t ∈( t '，tr )

（39）

相应出发率为

D ( t )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

αc/( α - β )，t ∈[ t1，ts ]
c，t ∈( ts，tr )
αc/( α + γ )，t ∈[ tr，tN ]

（40）

当 t1 = 0时，根据式（12）、（40）可计算得到

ts = γ ( α - β ) { N/c - 2αM/ [ cδ ( θ - α ) ] }·
             [ α( β + γ ) ]-1

tr = N/c +{ 1 - αβ/ [ δ ( α - β ) ] } ts

相应的系统总行驶时间可以表示为

T tatol = δN 2/( 2cα )- M/( θ - α ) （41）

上述推导分别得到了θ < α和θ > α情况下考虑

出发时间偏移量的最优奖励方案，当成本参数的单

位为元·min−1时，主要形式如图7所示。实线和方形

实线、虚线和方形虚线分别代表了 θ < α、θ > α预算

不充足和充足情况下的奖励方案。

根据图 7，在预算不充足、θ < α时，最优奖励方

案呈“U”型，奖励分布在高峰拥堵时段的两端；当

θ > α时，最优奖励方案呈现为分布在高峰时段中间

的倒“V”型。

在考虑预算约束情况下，上述奖励方案实施后

排队的形成与消散过程如图8所示。

2. 3　考虑渗透率的奖励方案　

相较于拥堵收费、停车收费等基于惩罚的交通

图7　θ<α和θ>α情况下考虑预算约束的最优奖励方案示意

Fig.7　Schematic diagram of optimal incentive 
schemes considering budget in cases of θ<α 
and θ>α

图8　瓶颈模型均衡状态示意

Fig.8　Schematic diagram of equilibrium states in 
bottleneck model
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需求管理策略，IBTDM的显著特性为出行者自愿参

与。受限于宣传渠道、出行者信息获取不匹配、有限

的宣传成本和奖励金额等，并非所有出行者都知晓

项目并参与。因此，渗透率是设计奖励方案的重要

约束。

假设渗透率 p为参与 IBTDM 项目的出行者比

例，即 IBTDM项目有Np个参与者，基于2. 2节中的

预算约束奖励方案，求解考虑渗透率和预算双重约

束的奖励方案，以提高奖励方案适用性。

2. 3. 1　θ < α　
有限预算时，奖励优先分配在高峰时段两端。

在渗透率约束下，这等价于最多激励Np个参与者调

整出发时间，因此当预算足以覆盖这部分人群时，渗

透率成为限制奖励方案的主要约束。此时奖励方

案为

J ( t )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

−( α - θ ) β ( t - ts )/α，t ∈[ t1，ts )
0，t ∈[ ts，tr ]
( α - θ ) γ ( t - tr )/α，t ∈( tr，tN ]

（42）

非参与者在高峰中段形成新均衡状态，ts和 tr不

再与奖励预算相关，而是与渗透率相关，ts =
δNp/( cβ )，tr = N/c - δNp/( cγ )。

根据式（12），在渗透率 p 的情况下实施最优奖

励方案所需的最小预算为

Mp* =( α - θ ) δN 2 p2/( 2cα ) （43）

Mp* 随着渗透率的增加而单调递增，这意味着渗

透率越高出行服务商就应设置更高的预算来缓解

拥堵。

当预算不足以将Np个参与者推向高峰时段两

端时，即 0 < M < Mp*，限制奖励方案的主要约束依

旧为预算，最优奖励方案与2. 2. 1节中式（35）相同。

在 预 算 M 情 况 下 ，最 优 渗 透 率 p* =
2αcM/ [( α - θ ) δN 2 ]，即当预算为 M 时，IBTDM

公司应该将项目的渗透率控制在 p*，以避免预算

浪费。

2. 3. 2　θ > α　
当θ > α时，有限预算下优先在高峰中间设置奖

励，鼓励该时段出行者更多地调整出发时间。在渗

透率约束下，这等价于最多鼓励Np个参与者调整出

发时间。因此，当预算足以激励这部分人群时，渗透

率成为限制奖励方案的主要约束。奖励方案可表

示为：

J ( t )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

( α - θ ) β ( t - ts )/α，t ∈( ts，t ']
0，t ∈[ t1，ts ]∪[ tr，tN ]
−( α - θ ) γ ( t - tr )/α，t ∈[ t '，tr )

（44）

此时，ts、tr以及 t '受限于渗透率，具体为：

ts = δ ( α - β )( N - Np )/( αβc )
tr = N/c +[ 1 - αβ/δ ( α - β ) ] ts

t '= δN/( cβ )- βts/( α - β )
相应地，渗透率 p 时实施最优奖励方案所需的

最小预算为

Mp* =( θ - α ) δN 2 p2/( 2αc ) （45）

当0 < M < Mp* 时，限制奖励方案的主要约束依

旧为预算，最优奖励方案与2. 2. 2节中式（39）相同。

在 预 算 M 情 况 下 ，最 优 渗 透 率 p* =
2αcM/ [( θ - α ) δN 2 ]。
2. 3. 3　α = θ　

当 α = θ 时，由 2. 1 节可知，考虑出发时间偏移

量的奖励方案不存在预算约束，因此渗透率恒为限

制奖励方案的主要约束。若奖励预算为 M 且存在

Np个参与者，则 J ( t )= M/( Np )。此时，奖励金额固

定，参考如图8所示奖励作用下的均衡状态，奖励时

段设置在高峰期两端，可以完全消除该区间的瓶颈

排队，拥堵缓解效果较好。

3 结果分析 

Sun等［8］探究了基于出发时间的奖励方案。本

研究将出发时间偏移量成本纳入奖励方案设计，求

得了考虑出发时间偏移量的奖励方案。接下来，将

进一步阐明 2种奖励方案在形式、缓解拥堵效果上

的区别及适用性。

3. 1　考虑出发时间偏移量的奖励方案与基于出发

时间的奖励方案形式对比　

基于出发时间的奖励方案在预算充足时呈“V”

型，在预算不充足时呈“U”型，这与 θ < α条件下考

虑出发时间偏移量的奖励方案形式相似。上述2类

奖励方案对比结果如图9a所示。此外，图9b进一步

对比了 θ > α时考虑出发时间偏移量的奖励方案与

基于出发时间的奖励方案。为便于比较，图 9中预

算不充足时奖励曲线具有相同总预算。

由图9a可知，当预算充足时，考虑出发时间偏移

量的奖励方案（θ < α）在 t * 时刻的奖励金额为零，其

余时刻的奖励金额均少于基于出发时间的奖励方
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案，因而所需预算较小。这在一定程度上说明了基

于出发时间的奖励方案忽视了原始出行行为的影

响，导致部分奖励未能激励出行者改变出行行为，即

存在预算浪费。当预算不充足时，相同预算下考虑

出发时间偏移量的奖励方案可在更长时段内减少排

队拥堵。

如图9b所示，与 θ < α情况不同，当 θ > α时，考

虑出发时间偏移量的最优奖励方案在预算充足和不

充足时均呈倒“V”型，任意时刻的奖励金额并不总

是小于基于出发时间的最优奖励方案。奖励方案所

需预算大小为奖励曲线与横坐标轴（时间）的面积。

由图 9b可知，当 θ > 2α时，考虑出发时间偏移量的

奖励方案的最优预算大于基于出发时间的奖励方案

的最优预算。

3. 2　考虑出发时间偏移量的奖励方案与基于出发

时间的奖励方案效果对比　

为评估 2 类奖励方案对系统拥堵缓解的有效

性，为交通管理部门选择奖励方案提供依据，计算了

当 α=1 元·min−1，β=0. 5 元·min−1，γ=2 元·min−1，

c=20 辆·min−1以及N=2 000 辆时，不同θ下奖励方

案总预算与实施后系统总行驶时间的关系，如图 10
所示。上述α、β、γ的取值参考Small提出的关系［15］，

即γ > α > β。一般而言，若符合γ > α > β关系，α、
β、γ具体取值并不影响奖励方案形式及缓解拥堵趋

势。根据 3. 1节分析，考虑出发时间偏移量的奖励

方案形式与 θ和α的相对大小有关，且主要分为 θ <
α、α < θ ≤ 2α、θ > 2α 3类情况。本案例中设定α=1 
元·min−1，θ取值范围为0. 2~2. 1，以全面考察3类情

况下考虑出发时间偏移量的奖励方案效果。

由图10可见，当 θ > α时，系统总行驶时间随着

预算线性递减，表明单位预算所带来的边际效应使

系统总行驶时间减小量恒定。这说明预算充足的大

型公司在缓解排队上具有优势。当θ < α时，系统总

行驶时间随着预算递减且边际效应递减，说明在预

算较低时，单位预算能够起到更大的管控效果，从而

奖励预算低的小型出行服务商，使其更具有优势，抑

制垄断。

在相同预算情况下，相较于基于出发时间的奖

励方案（见图10中实线）：当 θ < α时，考虑出发时间

偏移量的奖励方案能实现更低的系统总行驶时间，

且所需的能够完全消除排队的最优预算较少；当

α < θ ≤ 2α 时，存在某一预算节点，如图 10 中 θ=
1. 5 元·min−1时的点A，在预算大于此节点时，考虑

出发时间偏移的奖励方案实现的系统总行驶时间较

小；当θ > 2α时，考虑出发时间偏移量的奖励方案实

现的系统总行驶时间更大。

综上所述，单位出发时间偏移成本 θ 和单位行

驶时间成本α的相对大小对考虑出发时间偏移量的

图10　不同单位出发时间偏移成本下系统总行驶时间与预

算的关系

Fig.10　Relationship of total system travel time and 
total budget for different unit departure 
time offset costs

图9　考虑出发时间偏移量与基于出发时间的奖励方案对比

Fig.9　Comparison of incentive schemes considering 
departure time offset and based on departure 
time
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最优奖励方案形式及拥堵缓解效果有影响，因此

IBTDM公司的管理者需正确预估出行者的单位出

发时间偏移成本以及单位行驶时间成本，以合理利

用预算，完成预期目标。

4 结论 

（1）考虑出发时间变化的奖励方案的形式，与单

位出发时间偏移成本 θ和单位行驶时间成本 α的相

对大小有关。当 θ < α 时，奖励方案预算充足时呈

“V”型，预算不充足时呈“U”型；当 θ > α时，奖励方

案预算充足时呈分布在整个高峰时段的倒“V”型，

预算不充足时呈分布在高峰时段中间的倒“V”型。

（2）在预算充足、渗透率 100% 情况下，奖励方

案可完全消除高峰期排队。当θ < α时，奖励方案减

少系统总行驶时间的效果边际递减，低预算下单位

预算能够带来更高收益。当 θ > α 时，边际效果

不变。

（3）相对于基于出发时间的奖励方案，考虑出发

时间偏移量的奖励方案缓解系统拥堵的效果优劣取

决于 θ和α的相对大小。在 θ较小时，采用考虑出发

时间偏移量的奖励方案效果往往较好。当 θ处于中

等水平时（α < θ ≤ 2α），小型公司采取基于出发时间

的奖励方案，大型公司采取考虑出发时间偏移量的

奖励方案更为合适。在θ较大（θ > α）时，IBTDM公

司采取基于出发时间的奖励方案更为明智。一般认

为，θ < α符合实际场景，此时考虑出发时间偏移量

的奖励方案更加具有应用价值，但该假设仍需进一

步验证。
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