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正交各向异性岩体热‒力耦合行为的半解析解

赵勇智， 石振明， 彭 铭， 周 洁
（同济大学  土木工程学院，上海 200092）

摘要：针对能源桩、地热发电等工程中普遍存在的岩体热‒
力耦合行为，引入涵盖模量各向异性、线性热膨胀系数各向

异性及导热各向异性的控制方程；再根据变换微分求积法

（TDQM）离散规则，在深度方向和时间维度上离散偏微分方

程；考虑多种力荷载、热源及温度荷载形式，并引入内部连续

条件和边界条件，得到层状正交各向异性岩体的热‒力耦合

解；通过算例验证理论正确性，并进行参数敏感性分析，为层

状正交各向异性岩体热‒力耦合行为分析提供依据。

关键词：变换微分求积法；正交各向异性；导热各向异性；热

‒力耦合；敏感性分析
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A Semi-Analytical Solution for Coupled 
Thermo-Mechanical Behaviors of Cross-
Anisotropic Geotechnical Media

ZHAO　Yongzhi， SHI　Zhenming， PENG　Ming， ZHOU　Jie
（College of Civil Engineering， Tongji University， Shanghai 200092，
China）

Abstract：To address the thermal-mechanical behaviors of 
geotechnical media in engineering including energy piles and 
geothermal power generation， the governing equations 
covering the anisotropy of moduli， linear thermal expansion 
coefficients and thermal conductivity are introduced. Then， 
the partial differential equations are discretized along depth 
and time domain based on the discretization rules of the 
transformed differential quadrature method （TDQM）. Various 
load forms of mechanical loads， heat sources and 
temperature loads are considered， and the coupled thermal-
mechanical solution is  obtained after introducing the internal 
continuity conditions and boundary conditions. The proposed 
theory is verified through case studies. Finally， a sensitivity 
analysis is performed to provide a basis for the analysis of  
thermal-mechanical coupling behavior of layered cross-

anisotropic media.

Keywords: transformed differential quadrature method 
(TDQM); cross-anisotropy; anisotropy of thermal 
conductivity; thermal-mechanical coupling; sensitivity 

analysis 

随着核废料处置库、能源桩基、地热发电等工程的

逐步发展和深入，越来越多的实际工程需考虑岩体内

部温度场‒应力场之间的相互作用［1-2］。Small和Booker［3］

利用有限层法得到了埋置热源岩体的半耦合热弹性解。

Smith和Booker［4］采用边界元法分析了内部有圆形孔

洞的无限半空间的瞬态热‒力耦合行为。Carter 和
Booker［5］考虑应变场和温度场的完全耦合，通过有限

元法求解了热弹性控制方程，并指出半耦合理论在大

多数岩土问题中已能提供足够的精度。Zhong和Geng［6］

考虑材料性质随温度变化，应用传递矩阵法对层状热

弹性介质进行了应力分析。王路君和艾智勇［7］采用解

析层元法，得到了笛卡尔坐标下弹性半空间中埋置热

源时热‒力耦合响应的解析解答。Zhao和Ai［8］针对层

状弹性介质热‒力耦合问题，考虑多种热‒力荷载形式，

获得了其变换微分求积解答。

以上研究均基于各向同性假设，而自然界中，岩

体因形成过程往往表现出正交各向异性的性质，这

一性质会影响荷载作用下岩体的时变行为。Hayati
等［9］应用势函数法研究了横观各向同性弹性半空间

的瞬态热响应。Ai等［10］应用扩展的精细积分法对横

观各向同性介质的瞬态热响应进行了分析，并研究

了松弛时间对瞬态热弹性响应的影响。

纵观既有研究，正交各向异性介质热‒力耦合行

为研究相对较少，且多针对瞬态动力响应，而非探讨

长期温度荷载、热流和衰变热源下的热‒力耦合行
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为。这将导致难以对能源桩基、核废料处置库等实

际工程中岩体的长期温度及位移变化进行快速准确

的评估，从而制约了能源地质工程的发展和相关技

术的应用。另一方面，微分求积法自提出以来已被

用于热传导、结构动力学等领域［11-12］，是一种高效的

数值计算方法。然而，也有学者指出其局限性，即随

离散节点增加，代数方程数目迅速增加，导致求解矩

阵易出现病态［13］。针对此局限，本文提出变换微分

求积法，大大减少代数方程数目和求解矩阵维数。

本文应用变换微分求积法，考虑介质热学和力

学性质水平和竖直方向的差异，对层状正交各向异

性介质的热‒力耦合行为进行研究。在验证本文理

论正确性后，探讨所提出方法的收敛性，并利用两种

敏感性指标对相关参数敏感性进行分析，为核废料

处置库、能源桩基、地热发电等工程中的岩体热‒力
耦合行为计算提供理论依据。

1 介质热‒力耦合的变换微分求积解 

1. 1　基本控制方程　

对于正交各向异性介质（如图1所示，介质可受

到任意集中力FN，均布荷载q0，热通量Q及温度增量

θ0作用），柱坐标系中轴对称问题的平衡方程为
∂σr

∂r
+ ∂σrz

∂z
+ σr - σα

r
= 0 （1）

∂σz

∂z
+ ∂σrz

∂r
+ σrz

r
= 0 （2）

式中：σr 和 σα 分别为柱坐标系下的径向应力和环向

应力；σrz为 r - z平面上的切应力。

考虑温度的影响，介质中各应力分量可以由位

移和温度增量表示为

σr = c11
∂ur

∂r
+ c12

ur

r
+ c13

∂uz

∂z
- β1θ （3）

σα = c12
∂ur

∂r
+ c11

ur

r
+ c13

∂uz

∂z
- β1θ （4）

σz = c13
∂ur

∂r
+ c13

ur

r
+ c33

∂uz

∂z
- β3θ （5）

σrz = c44 ( ∂ur

∂z
+ ∂uz

∂r
) （6）

式中：正交各向异性岩土材料的弹性参数包括 c11 =
λς (1 - ςμ2

vh )， c12 = λς ( μh + ςμ2
vh )，

c13 = λςμvh (1 + μh )，c33 = λ(1 - μ2
h )，c44 = Gv，λ =

Ev [(1 + μh )(1 - μh - 2ςμ2
vh ) ]， ς = Eh/Ev； β1 =

( c11 + c12 )α1 + c13α3，β3 = 2c13α1 + c33α3；α1 和α3 分别

为水平向和竖向的线性热膨胀系数；θ为温度增量。

介质竖直方向上的Fourier定律可以表示为

hz =-Kz
∂θ
∂z

（7）

式中：hz 为竖直方向上某一截面单位时间内的热流

量；Kz为竖直方向上的热传导系数。

根据能量守恒定律和Fourier定律，考虑介质在径

向和竖直方向上导热性的差异，可将热传导定律表示为

∂θ
∂t

= κr ( ∂2θ
∂r 2 + 1

r
∂θ
∂r

)+ κz
∂2θ
∂z2 （8）

式中：κr = Kr C0，κz = Kz C0，它们分别为水平和竖

向的热扩散系数；Kr 为径向热传导系数；C0 = ρC为

图1　多种荷载下正交各向异性介质

Fig. 1　Cross-anisotropic media subjected under various loads

1519



同 济 大 学 学 报（自 然 科 学 版） 第 53 卷

介质的体积比热，它是密度和比热容的乘积。

以位移为基本未知函数，将式（3）—（6）代入式

（1）—（2）中，可得层状正交各向异性介质考虑温度

效应时用位移表示的平衡方程：

c11 ( ∂2

∂r 2 + 1
r

∂
∂r

- 1
r 2 ) ur + c44

∂2ur

∂z2 +( c13 +

c44 ) ∂2uz

∂r∂z
- β1

∂θ
∂r

= 0 （9）

( c13 + c44 )( ∂
∂r

+ 1
r

) ∂
∂z

ur + c44 ( ∂2

∂r 2 + 1
r

∂
∂r

) uz +

c33
∂2uz

∂z2 - β3
∂θ
∂z

= 0 （10）

1. 2　层间矩阵求解　

若应用传统微分求积法求解控制方程式（8）—

（10），需在三个基本维度 r、z和 t进行离散。相应地，

这会使得离散后的代数方程数量巨大。这也是诸多

学者大多应用微分求积法求解一维问题的原因。在

此，为减少代数方程数目，并提高计算效率，应用作

者提出的变换微分求积法（transformed differential 
quadrature method，TDQM）求解该轴对称热‒力耦

合问题。为简化推导并减少离散后的代数方程数

目，引入积分变换定理对控制方程进行初步处理。

对于物理域内的函数g ( r，z，t )，定义关于 r的Hankel
积分变换及逆变换分别为

ḡ ( m ) ( ξ，z，t )=∫
0

∞
g ( r，z，t ) Jm ( ξr ) rdr （11）

g ( r，z，t )=∫
0

∞
ḡ ( m ) ( ξ，z，t ) Jm ( ξr ) ξdξ （12）

式中：ḡ ( m ) ( ξ，z，t )是Hankel变换域中的对应函数，顶

标“-”表示该函数在Hankel 变换域中；ξ是关于 r的
Hankel变换参数；Jm (⋅)是m阶Bessel函数。

对控制方程进行关于 r 的 Hankel 积分变换，可

得如下偏微分方程：

      -c11 ξ 2 ū(1)
r + c44

∂2 ū(1)
r

∂z2 -( c13 + c44 ) ξ
∂ū( 0 )

z

∂z
+

                    β1 ξθ̄( 0 ) = 0 （13）

( c13 + c44 ) ξ
∂ū(1)

r

∂z
- c44 ξ 2 ū( 0 )

z + c33
∂2 ū( 0 )

z

∂z2 - β3
∂θ̄( 0 )

∂z
= 0

（14）

κz
∂2θ̄( 0 )

∂z2 - κr ξ 2θ̄( 0 ) - ∂θ̄( 0 )

∂t
= 0 （15）

式中：各个因变量上标“（0）”和“（1）”分别代表该物

理量经过了0阶和1阶Hankel变换。在以下推导中，

为方便起见，将 ū(1)
r ，ū( 0 )

z 和 θ̄( 0 )统一表示为 ūr，ūz和 θ̄。
将介质沿深度方向划分为Ln 层，每层沿深度离

散为Nz 个采样点。将时间域离散为若干个时间增

量步，每个增量步离散为Nt 个节点，初始时刻的状

态量已知。

根据TDQM离散规则［13］，函数的一阶与二阶偏

导可以用各个离散点上的函数值表示为

      ∂F̄ ( ξ，z，t )
∂z

|
z = zi

=

        ∑
k = 1

Nz

Aik F̄ ( ξ，zk，t )， i = 1，2，⋯，Nz （16）

      ∂
2 F̄ ( ξ，z，t )

∂z2 |
z = zi

=

        ∑
k = 1

Nz

A( 2 )
ik F̄ ( ξ，zk，t )， i = 1，2，⋯，Nz （17）

        ∂F̄ ( ξ，z，t )
∂t

|
t = tj

=

        ∑
k = 1

Nt

Bjk F̄ ( ξ，z，tk )，  j = 1，2，⋯，Nt （18）

         ∂
2 F̄ ( ξ，z，t )

∂t 2 |
t = tj

=

          ∑
k = 1

Nt

B( 2 )
jk F̄ ( ξ，z，tk )，  j = 1，2，⋯，Nt （19）

式中：Aik和Bjk为一阶加权系数；A( 2 )
ik 和B( 2 )

jk 为二阶加

权系数。加权系数可以由以下显式公式得到［14］：

   Aij =

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

∑
k = 1，k ≠ i

Nz 1
zi - zk

，  i = j

1
zi - zj

∏
k = 1，k ≠ i

Nz

( zi - zk )

∏
k = 1，k ≠ j

Nz

( zj - zk )
， i ≠ j

；A( 2 )
ij =

∑
k = 1

Nz

Aik Akj （20）

Bij =

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

∑
k = 1，k ≠ i

Nt 1
ti - tk

， i = j

1
ti - tj

∏
k = 1，k ≠ i

Nt

( ti - tk )

∏
k = 1，k ≠ j

Nt

( tj - tk )
， i ≠ j

；B( 2 )
ij = ∑

k = 1

Nt

Bik Bkj

（21）

于是，第 n 层介质任意深度 zi 处在任意时刻 tj

（j ≠ 1）的广义状态量可以用该层内所有变量表示为

∑
k = 1

Nz

A( 2 )
ik ūr| k，j，n - c11，n

c44，n
ξ 2 ūr| i，j，n -

c13，n + c44，n

c44，n
ξ ∑

k = 1

Nz

Aik ūz| k，j，n + β1，n

c44，n
ξθ̄ | i，j，n = 0

（22）
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c13，n + c44，n

c44，n
ξ ∑

k = 1

Nz

Aik ūr| k，j，n - ξ 2 ūz| i，j，n +

c33，n

c44，n
∑
k = 1

Nz

A( 2 )
ik ūz| k，j，n - β3，n

c44，n
∑
k = 1

Nz

Aikθ̄ | k，j，n = 0 

（23）

κz，n∑
k = 1

Nz

A( 2 )
ik θ̄ | k，j，n - κr，n ξ 2θ̄ | i，j，n -( Bj1θ̄ | i，1，n +

∑
k = 2

Nt

Bjkθ̄ | i，k，n )= 0 （24）

式中：下标n表示参数值为第n层的介质参数。

将式（22）—（24）写成矩阵的形式：

KnWn =Fn （25）

                                      Kn =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

úA
⌢ ( 2 )

- c11，n

c44，n
ξ 2 I - c13，n + c44，n

c44，n
ξ A

⌢ β1，n

c44，n
ξI

c13，n + c44，n

c44，n
ξ A

⌢ c33，n

c44，n
A
⌢ ( 2 )

- ξ 2 I - β3，n

c44，n
A
⌢

0 0 κz，nA
⌢ ( 2 )

- κr，n ξ 2 I- B
⌢

（26）

Fn = [0 0 B̂θ̂n ]T
（27）

式中：Wn = [Unr Unz θn ]
T
为第n层介质待求的未

知向量；θ̂n = [ θ̄ | 1，1，n，θ̄ | 2，1，n，…，θ̄ | Nz，1，n ]
T
为第n层

介质已知的初始时刻变量；各权系数矩阵由第 n层

的权系数构成，且与该层节点数目、深度坐标有关，

矩阵上标“∩”和“∧”用于区分不同的权系数矩阵。各

权系数矩阵为

A=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

úA11 A12 ⋯ A1Nz

A21 A22

⋮ ⋱ ⋮
ANz1 ⋯ ANz Nz

（28）

A( 2 ) =

é

ë

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úA2
11 A2

12 ⋯ A2
1Nz

A2
21 A2

22

⋮ ⋱ ⋮
ANz1 ⋯ A2

Nz Nz

（29）

A
⌢

= diag(A，…，A )Nt - 1 （30）

A
⌢ ( 2 )

= diag(A( 2 )，…，A( 2 ) )Nt - 1
（31）

B ij = diag( Bij，…，Bij )Nz （32）

B
⌢

=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

úB22 B23 ⋯ B2Nt

B32 B33

⋮ ⋱ ⋮
BNt2 ⋯ BNt Nt

（33）

B̂= [B21 B31 ⋯ BNt1 ]
T

（34）

随后，将所有层的矩阵方程进行组装，可以得到

整个介质的求解矩阵：

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

úK1 0 ⋯ 0
0 K2 ⋮
⋮ ⋱
0 ⋯ KLn

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úW1

W2

⋮
WLn

=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
F1

F2

⋮
FLn

（35）

1. 3　边界条件及内部连续条件　

为求解层状介质正交各向异性热‒力耦合问题，

除对控制方程的离散外，还应引入特定的初始条件

和边界条件。初始时刻的位移与温度增量均为零，

故初始条件可表示如下：

ur| t = 0 = 0，uz| t = 0 = 0，θ | t = 0 = 0 （36）

介质表面应力自由且温度始终与环境温度一

致，因此顶部边界条件为

σz| 1，j，1 = 0，σrz| 1，j，1 = 0，θ | 1，j，1 = 0，  j = 2~Nt

                                                                                （37）

底部边界隔热且固定，于是有：

uz| Nz，j，Ln
= 0，ur| Nz，j，Ln

=

0，∂θ
∂z
|

Nz，j，Ln
= 0，  j = 2~Nt （38）

处理后的两端边界条件为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
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c13，1 ξūr| 1，i，1 + c33，1∑
k = 1

Nz

A1k ūz| k，i，1 - β3，1θ̄ | 1，i，1 = 0，

-c44，1 ξūz| 1，i，1 + c44，1∑
k = 1

Nz

A1k ūr| k，i，1 = 0，

θ̄ | 1，i，1 = 0，

ūz| Nz，i，Ln
= 0，

ūr| Nz，i，Ln
= 0，

∑
k = 1

Nz

ANzk θ̄ | k，i，Ln
= 0

（39）

介质内部相邻层之间的状态量是相互联系的，

从而形成一个整体。在介质内部，第 n与第 n+1层

之间的连续条件可表示为
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ūr| Nz，j，n - ūr| 1，j，n + 1 = 0，
ūz| Nz，j，n - ūz| 1，j，n + 1 = 0，
θ̄ | Nz，j，n - θ̄ | 1，j，n + 1 = 0，

c13，n ξūr| Nz，j，n + c33，n∑
k = 1

Nz

ANzk ūz| k，j，n - β3，nθ̄ | Nz，j，n -

           c13，n + 1 ξūr| 1，j，n + 1 - c33，n + 1∑
k = 1

Nz

A1k ūz| k，j，n + 1 + β3，n + 1θ̄ | 1，j，n + 1 = 0，

-ξc44，n ūz| Nz，j，n + c44，n∑
k = 1

Nz

ANzk ūr| k，j，n +

           ξc44，n + 1 ūz| 1，j，n + 1 - c44，n + 1∑
k = 1

Nz

A1k ūr| k，j，n + 1 = 0，

-Kz，n∑
k = 1

Nz

ANzk θ̄ | k，j，n + Kz，n + 1∑
k = 1

Nz

A1k θ̄ | k，j，n + 1 = 0

（40）

随后，根据实际工程中的工况，替换相应的顶部

边界条件和内部连续性条件，引入荷载及温度条件。

在引入边界条件、内部连续性条件和荷载条件后，可

将矩阵方程式（35）扩充为整体求解矩阵方程：

KgWg =Fg （41）

式中：Kg和Fg为全局刚度矩阵和全局荷载向量。

直接求解该矩阵方程式（41）即可得到所有未知

状态量Wg。需注意的是，求解在积分变换域中进

行，所以还需通过数值逆变换得到物理域中的解，

Hankel 变换的数值逆变换方法与文献［8］中相同。

在求得第一个时间增量步Δt的状态量后，需保存 tNt

时刻的状态量，并更新为下一时间增量步的初始条

件，再进行下一时间增量步的求解。

2 敏感性分析 

正交各向异性介质参数较多，因此，本文选取两

种敏感性分析方法，探讨最为关键的影响参数，从减

少分析变量，简化分析过程。结合摄动法和微分法，

Liou和Yeh［15］定义了第 k个参数Pk 对输出结果R的

敏感性评估标准Xk：

Xk = dR R
dPk Pk

= ∂R
∂Pk

Pk

R （42）

式中：∂R ∂Pk代表了变量Pk的敏感性。

式（42）可用一个差分形式近似表示为［15］

Xk ≈ Pk

R
ΔR
ΔPk

= Pk

R( Pk )
R( Pk + ΔPk )- R( Pk )

ΔPk
（43）

显然，ΔPk 越小，则近似程度越高，参照Liou和

Yeh的研究成果［15］，本章中取ΔPk = 0. 001Pk。

除该敏感性指标外，Borgonovo和Apostolakis［16］

提 供 了 另 一 个 评 价 指 标（differential importance 

measure，DIM）来评估各个参数在整个响应周期内

的影响权重。参数Pk的影响权重可以用以下差分形

式表示：

DIMk ≈

R( Pk + ΔPk )- R( Pk )
ΔPk

Pk

∑
j

R( Pj + ΔPj )- R( Pj )
ΔPj

Pj

=

R( Pk + ΔPk )- R( Pk )
∑

j

[ R( Pj + ΔPj )- R( Pj ) ] （44）

3 验证 

3. 1　力荷载验证　

为验证理论正确性，首先计算正交各向异性弹

性介质内部作用圆形均布力时的位移响应，并将本

文计算结果与精细积分法（PIM）［17］得到的结果进行

对比（图2）。幅值为 p0 的均布圆形荷载作用于厚度

为4h的介质内部，荷载作用深度为h，荷载半径 r0 =
h。在本算例中，Eh Ev = 0. 5，Gv Ev = 0. 35，μh =
μvh。分别计算荷载中心与 r = r0 处沿深度方向的竖

向位移，计算结果如图2所示。为方便表示，定义量

纲一位移u∗
z = uz Ev (1 - μh )h (1 + μh ) p0r 2

0。

由图2可知，在荷载作用深度处，介质竖向位移

达到峰值，随后沿深度逐渐减小并趋于零；另外，本

理论计算结果和精细积分法得到的解答几乎完全相

同，这表明了本理论在计算有限厚度正交各向异性

介质在力荷载作用下的位移响应的正确性。相较精

细积分法，本文理论对荷载及边界条件具有良好的

适应性。具体而言，精细积分法求解需已知顶部广

义应力条件和底部广义位移条件，且必须变换获得
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常微分方程，而本文理论可对一般边界及偏微分方

程离散求解。

3. 2　温度荷载验证　

随后，利用大型商用有限元计算软件ABAQUS
建模，计算得到温度荷载下介质的位移及温度响应，

并与理论计算得到的结果进行对比。正交各向异性

介质深度为10 m，介质表面作用一大小为Δθ=10 ℃
的温度增量，半径 a=1 m。采用 ABAQUS 自带的

轴对称部件建模，从而提高计算效率。为避免边界

效应的影响，经试算将模型宽度设置为10 a，此时温

度和位移响应不受模型宽度的影响。模型参数取值

如下：水平弹性模量Eh=5 MPa，竖向弹性模量Ev=
10 MPa，剪切模量 Gv=3. 5 MPa，泊松比 μh=0. 25，
μvh=0. 3，热传导系数Kr=Kz=5 W ⋅ m-1 ⋅ K-1，介质

密度为 ρ=2 000 kg ⋅ m-3，介质比热容 C=2 500 J ⋅
kg-1 ⋅ K-1，线性热膨胀系数 α1 = α3=1 × 10-5 K-1。

采用瞬态温度‒位移耦合分析步，分别计算时间为 1 
d和 10 d时的介质响应。单元类型选用Standard单

元库中的温度‒位移耦合四边形单元CAX4T；单元

数目为10 000个。图3和图4展示了时间1 d时正交

各向异性介质轴对称切面上的温度T和位移U分布

云图。由图可知，温度等值线是规则的椭圆锋面，等

温线在图中清晰可见；相较而言，位移等值线在荷载

附近较为规则，在远离荷载的地方不再是规则的

椭圆。

本文计算结果与ABAQUS建模所得计算结果

对比见图5和图6。为方便展示，定义归一化温度增

量 θ∗ = θ Δθ，和位移 u∗
z = uz (1 - μh ) Δθα1 (1 + μh )。

由图可知，变换微分求积法的计算结果与有限元软

件计算结果基本一致。特别地，当计算时间为 10 d
时，TDQM得到收敛结果的所需计算时间为16. 3 s，
而有限元模型所需计算时间为 89. 4 s，从而体现了

本方法计算效率上的优越性（计算所用计算机处理

器为AMD Ryzen5 4600H@3. 00GHz X8）。

4 讨论 

正交各向同性介质参数较多，通过敏感性分析，可

确定参数的影响权重，从而减少分析变量，简化分析过

程。需分析的参数有：水平方向的杨氏模量Eh，竖直方

图2　圆形荷载作用下正交各向异性介质的位移响应

Fig. 2　Displacements of cross-anisotropic medium 
under circular loads

图3　温度荷载下正交各向异性介质的温度云图

Fig. 3　Temperature cloud of cross-anisotropic me⁃
dium under temperature loads

图4　温度荷载下正交各向异性介质的位移云图

Fig. 4　Displacements cloud of cross-anisotropic me⁃
dium under temperature loads

图5　表面温度荷载作用下荷载中心线上的温度增量

Fig. 5　Temperature increments along the center⁃
line under surface temperature loads
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向的杨氏模量Ev，介质竖直方向的剪切模量Gv，水平

向应力引起的正交水平向应变的泊松比μh，竖直向应

力引起的水平向应变的泊松比μvh，水平向和竖向的线

性热膨胀系数α1和α3，水平向和竖向的导热系数Kr和

Kz。在分析中取表面温度增量Δθ=10 K，温度荷载的

半径a=2 m；表面力荷载p0=20 kPa，力荷载半径为2 
m；介质深度h=10 m；水平弹性模量Eh=20 MPa，竖
向弹性模量Ev=30 MPa，剪切模量Gv=10 MPa，泊松

比 μh=0. 25，μvh=0. 3，热传导系数 Kr=Kz=2 W ⋅
m-1 ⋅ K-1，介质密度为ρ=2 000 kg ⋅ m-3，介质比热容C
=1 200 J ⋅ kg-1 ⋅ K-1，水平和竖向线性热膨胀系数α1=
1 × 10-5 K-1，α3=1. 5 × 10-5 K-1。

经计算，时间为10 d荷载中心线沿深度方向的温

度增量值及其参数的敏感性指标Xk如图7所示。可

以看到，最高温度处为荷载作用位置，随着深度增加，

温度增量逐渐归零。在影响参数中，只有水平向和竖

向的导热系数Kr和Kz对深度方向上的温度增量值影

响明显，且竖向导热系数的影响远超水平导热系数，

而其余参数的影响则几乎可以忽略不计。另外，Kz

的影响系数为正值，这意味着增大Kz 会使得深度方

向上的温度增量增加，因为增大Kz 会使得热量更容

易向深度方向传播；与之相对，Kr的影响系数为负值，

这意味着增大Kr 会使得深度方向上的温度增量减

少，这是因为增大Kr会使得热量更容易向径向传播，

而同等条件下深度方向上的热量传递相对减少，从而

令深度方向上温度增量值有所减小。而且，随着深度

的增加，竖向和水平导热系数的敏感性逐渐增大，即

远离热源位置的温度增量变化会愈发受到介质导热

系数的影响，这是热量传递的距离增加导致的。

图8展示了深度方向上温度增量敏感性的另一

个评价指标（DIM），该指标定量评估了各个参数在

深度方向上的影响权重。可以看到，在温度荷载作

用位置附近，竖向导热系数的DIM值大概为 80 %，

水平导热系数的影响权重大概为 20 %。随着深度

增加，竖向导热系数的敏感性逐渐提高，水平导热系

数的敏感性则逐渐下降。其余参数的敏感性权重基

本为0，这意味着在温度分析中可以忽略其余参数的

影响。这与参数Xk的分析结果是一致的。

随后，计算荷载中心线上的竖向位移及其敏感

性指标。由图9可以看到，对位移而言，主要的影响

参数有4个：水平方向的杨氏模量Eh，竖直方向的杨

氏模量Ev，介质竖直方向的剪切模量Gv，以及竖直

向应力引起的水平向应变的泊松比 μvh。在荷载位

置附近，竖向位移主要受到竖向弹性模量 Ev 的影

响，随着深度增加，剪切模量Gv的影响逐渐增大，并

最终占据主导位置。在整个深度范围内，杨氏模量

Eh 和泊松比 μvh 的敏感性指标 Xk 基本稳定，这表明

它们的影响程度基本保持不变。而4个主要影响参

数的敏感性指标Xk 均为负值，这意味着增加这些参

数均会令竖向位移减小。其余5个影响参数的Xk值

图6　表面温度荷载作用下荷载中心线上的位移

Fig. 6　Displacements along the centerline under 
surface temperature loads

图7　深度方向的温度增量及其敏感性指标Xk

Fig. 7　Temperature increments along depth and the 
sensitivity parameter Xk

图8　深度方向的温度增量及其敏感性指标DIMk

Fig. 8　Temperature increments along depth and the 
sensitivity parameter DIMk

1524



第 10 期 赵勇智，等：正交各向异性岩体热正交各向异性岩体热‒力耦合行为的半解析解力耦合行为的半解析解

在−0. 05~0左右，对竖向位移结果影响较小。

图 10 展示了深度方向的竖向位移及各参数的

敏感性定量评价指标DIMk。

与图9得到的结论一致，在荷载作用位置附近，

竖向弹性模量Ev占据主导影响，其DIM指标值约为

40 %，剪切模量 Gv 的 DIM 值约为 20 %，影响仅次

于 Ev。随着深度的增大，剪切模量 Gv 的 DIM 值逐

渐增大，竖向弹性模量Ev 的DIM值逐渐减小，且剪

切模量最终占据主导位置。杨氏模量Eh 和泊松比

μvh的敏感性指标DIM基本稳定在10 %~15 %。而

其余参数的影响较小，均在5 %以下。

5 结论及展望 

本文综合考虑力学及热学性质水平和竖直方向

上的差异，给出了正交各向异性介质热‒力耦合问题

的半解析解。当用于地热工程中时，可根据具体应

用场景，如能源桩，以本文解答为地基基本解，引入

地基‒桩基相互作用理论，获得能源桩的热传递效率

及力学响应。在通过算例验证解答的精确性和高效

性后，对复杂参数敏感性进行了分析，并得出以下

结论：

（1）本文所提供的微分求积解答能精准高效地

求解正交各向异性介质热‒力耦合问题。

（2）通过参数敏感性分析可知，在正交各向异性

介质热‒力耦合问题中，若专注于温度响应，应重点

关注介质的竖向和水平导热系数。在温度荷载作用

位置附近，竖向导热系数的影响权重大概为 80 %，

水平导热系数的影响权重大概为 20 %。随着深度

的增加，竖向导热系数的敏感性逐渐提高，水平导热

系数的敏感性逐渐下降。其余参数的影响在温度分

析中可以忽略。

（3）分析正交各向异性介质的位移行为时，介质

模量的影响占据主导地位。在荷载作用位置附近，

竖向杨氏模量对位移影响最大（约40 %），远离荷载

处则剪切模量的影响最为显著。Eh 和 μvh 的敏感性

指标DIM基本稳定在10 %~15 %。而其余参数的

影响较小，均在5 %以下，计算时可忽略其影响。
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