工程结构物的抛物面方程回归计算
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摘要：抛物面工程结构物的施工安装、建成后的精度鉴定和变形监测需要用高精度的电子全站仪测定抛物面上许多离散点的三维坐标。据此，通过抛物面口的平面方程回归、平面的法向量计算、坐标变换、圆心拟合、坐标轴平移、抛物面方程回归等一系列运算，得到抛物面方程式和焦距，以满足对抛物面工程结构物的施工安装、精度鉴定和变形监测的要求。
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The Regressive Adjustment of Paraboloid-Equation 
for Engineering Construction
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Abstract: It is necessary to measure a lot of separate points on the paraboloid using electronic total-station with high accuracy during the installation of engineering construction,the estimation of construction precision and the deformation observation after the construction. By which,the plane equation regress of the paraboloid opening,the calculation of the plane normal vector,the coordinates transformation,the circle center fitting,the movement of coordinates axis and the regress of paraboloid equation are practiced to get the paraboloid equation and its focus to satisfy the requirements of the  engineering construction,eccuracy estimateion and deformation observation. 
Key words: paraboloid construction；installation；deformation observation；coordinates transformation；regressive adjustment
抛物面天线是一种定向微波天线，具有结构简单和方向性强等优点。抛物面天线由反射面和辐射器（发射或接收器）组成，反射面的几何形状必须精确符合设计的抛物面方程，辐射器的中心必须精确位于抛物面的焦点上，即抛物面工程结构物需要有很高的施工安装精度，测设的物抛物面上点位坐标的理论值应按设计的抛物面方程计算。而建成后的精度鉴定和变形监测则需要根据实测数据从总体上验证与设计数据的符合程度。对此必须用高精度电子全站仪测定抛物面上的离散点位，应用坐标变换和回归计算的方法求得抛物面方程的参数和拟合的抛物面形体。按照测量的一般原则，需要有大量的多余观测值[1]。因此，回归计算必须用最小二乘法求取计算成果的最或然值。在此过程中，也可评定观测对象的精度和进行变形分析。

位于三维空间的离散点位必须经过坐标变换，才能量测其有关的数据和拟合其几何形体的标准数学模型。因此，求得坐标变换的参数是关键性的。测定离散点进行抛物面方程的回归计算需要经过下列步骤：抛物面口的平面方程回归、平面的法向量计算、坐标轴旋转、圆
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心拟合、坐标轴平移、标准状态下的抛物面方程回归、坐标轴平移和旋转（使抛物面形体与原始观测点拟合）。由于存在大量的多余观测，在按最小二乘法的平差计算中需要计算改正值，用于粗差检测和精度评定。

位于任意坐标系中的抛物面如图1所示，其中抛物面口的点所构成的平面用虚线表示。在抛物面上测定的点的三维坐标组成“观测点集”，是回归计算的原始数据[2]。

[image: image1.wmf]
                   图1  任意坐标系中的抛物面
                   Fig.1  Paraboloid in arbitrary Coordinate System
1 抛物面口的平面方程回归计算

按照在抛物面口上测定的m1个点拟合出的平面方程式为
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将上式同除以D可得：
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令
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则式（1）可改写为：
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对于在同一平面上的点进行多余观测（观测点数m1>3），则每个测定点的坐标观测值
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可列出其误差方程式：
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设误差方程式系数与近似值及其改正值的关系为
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则            
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式中,
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为误差方程式中未知参数，式（8）右端括号内数值为常数项
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。根据m1个平面观测点的误差方程式组成法方程式，可解得未知数
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，由此求得平面方程式（4）的系数
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按式（9）计算每个观测点
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P

到拟合平面的距离（观测点相对于平面的起伏）：
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最后按式（10）计算单位权中误差（代表抛物面口平面的平整度）：
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式中：m1为抛物面口平面上观测的点数，3为误差方程式（8）中未知参数的个数。
2 平面的法向量计算
式（1）和式（4）为平面方程式的一般表达式。为了求得平面法向量的参数，需要将平面的一般表达式转换为平面的法式表达式：
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式（11）中，
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为法向量与坐标轴的夹角余弦，p为法向量的长度。式（4）和式（11）既表达同一平面，则两式对应的系数应成比例关系。设k为比例系数，令
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则                            
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    将式（12）各式平方相加，并按向量的夹角余弦定理，得到
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令                      
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则                      
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    如规定法向量长度恒为正，则S应取负值。以（16）代入（12），得到
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    设法向量的起点为坐标原点
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    由此可以求得法向量的方位角
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和法向量的天顶距
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3 坐标变换
根据法向量的方位角和天顶距，将坐标轴平移和旋转，进行坐标变换。设抛物面三维坐标测定的坐标系为世界坐标系（WCS），平移和旋转后的坐标系为用户需坐标系（UCS）。

（1）WCS变换为UCS

设WCS点的坐标为
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，UCS坐标原点在WCS中的坐标为
[image: image36.wmf]0

0

0

,

,

z

y

x

，则坐标变换公式为
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    抛物面上点的WCS坐标通过上式变换为UCS坐标后，组成“标准状态点集”。在此点集中，抛物面口点的拟合平面已平行于
[image: image38.wmf]'
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平面，其法线已与坐标轴的
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Z

轴相平行。据此可以进行按圆周上的点拟合圆心的平差计算。

（2）UCS变换为WCS
    UCS变换为WCS的坐标变换公式为
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             （22）

    式（22）用于UCS中的圆心坐标变换为WCS坐标，据此可以将在标准状态所作的抛物面图形拟合于WCS中的观测点位。
4 抛物面口的圆心拟合
    在平面上，圆周上各点的坐标
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    按圆周上任意三点的坐标可以算得圆半径的近似值
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    对于圆周上任意一点，圆半径的观测值为
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即                     
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设圆半径的观测值和改正值与近似值的关系为
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则圆半径观测值的改正值为
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对式（26）中的圆心坐标和圆半径求偏微分，并以其改正值
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式（29）中的
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用式（27）中的
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代入，得到平差计算的误差方程式：
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    按m1个圆周点的坐标观测值组成误差方程式和法方程式，解得圆心坐标的改正值
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，按式（24）得到平差后的抛物面口的圆心平面坐标
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。再取抛物面口各点Z坐标的平均值，作为圆心的Z坐标
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是后述坐标变换中不可少的参数。
5 抛物面的回归计算
    将“标准状态点集”中的圆心点Pcc作为坐标原点，进行坐标平移，得到“中心标准状态点集”，如图2所示。此时，抛物面的中心轴（焦轴）与坐标轴的Z轴重合，抛物面方程的数学式为式（31），是最简单的标准形式，此式便于将测定点位的离散数据进行抛物面方程的回归计算[4]。
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                        图2  标准状态下的抛物面

                        Fig.2 Paraboloid in Standard State
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    式中：
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为待定参数。设f为抛物面顶点（底点）至焦点F的距离（焦距），则
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    对于抛物面上每一个测定的点位
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    考虑观测值中的误差，设
[image: image69.wmf]i
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的改正值为
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，则误差方程式为
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    按m个抛物面上点位的坐标观测值组成上列误差方程式。据此组成法方程式：
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    由于法方程式系数和常数项的特殊性，按常规采用以米为单位的坐标值会使法方程式系数的值大小相差悬殊，不利于方程式的解算。解决的方法为坐标值采用十米、百米或千米为单位（视抛物面体积大小而定）。解法方程式（35），得到抛物面方程的参数
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    为了观测中的粗差检验和精度评定，按式（34）计算观测值的改正值
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。从形式上看，
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为每个观测点位的Z坐标改正值。但是根据抛物面方程式（33）可知，抛物面上任意一点的平面坐标值（x,y）必定对应一个高程值（z）。Z坐标的改正，不一定是高程的误差，而是说明该点坐标观测值
[image: image76.wmf])

,

,

(

i

i

i

z

y

x

总体上与抛物面不完全吻合。因此，改正值
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代表该点的点位误差。由于抛物面的回归计算中，存在大量多余观测，因此从离群的改正值中可以按某种标准发现或剔除含粗差的点位[5]。观测值的精度评定可按照计算单位权中误差的公式：
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式中：m为在抛物面上观测的总点数，2为误差方程式（34）中未知参数的个数。
6 计算实例
抛物面回归计算的成果除了数据以外，还应该包括抛物面的图形绘制。在CAD中用LISP语言编制应用程序，能理想地完成计算与绘图任务。因为LISP语言具有完备的计算功能，可以完成上述各种计算，并能调用CAD绘图命令进行绘图。但AutuCAD应用软件尚缺少直接绘制抛物面的命令，因此需要采用以下绘图步骤：从式（33）的抛物面方程来看，当
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，说明抛物面与YOZ平面的相交线为一条抛物线；当
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，说明抛物面与XOZ平面的相交线为具有相同参数的抛物线。因此，在XOZ平面或YOZ平面按抛物线方程绘制一定数量的等间距离散点，用样条曲线连接这些点绘制成抛物线，然后使其绕Z轴旋转而形成抛物面图形。这个抛物面拟合于“中心标准状态点集”，如图2所示。按式（32）计算焦距f，并绘制焦点F。然后用复制命令（copy）复制抛物面及其中心轴和焦点，再用坐标变换方法（平移和旋转），将抛物面图形及其中心轴和焦点拟合于原始的“观测点集”，如图1所示，使观测对象在三维空间的实际位置可视化。所有计算和绘图任务，按本文所提供的数学公式和方法，编制LISP程序在CAD中实现，最后以文件形式提供回归计算的数据和图形成果。

用高精度的无协作目标电子全站仪NET1200对某抛物面天线进行测量，采用独立坐标系统观测了抛物面口上11个点和抛物面上29个点（共观测40点）的三维坐标。先用抛物面口上11个点拟合出平面方程式；根据平面的法向量姿态（方位角和天顶距）进行坐标变换，使法向量与坐标轴的Z轴平行（抛物面口呈水平状态），然后再根据这11个点在平面上拟合出抛物面口的圆心点坐标；将坐标原点平移至该圆心点；根据所观测的40个点，在标准状态下按抛物面进行回归计算，由此得到抛物面方程式：
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    由此得到抛物面口圆半径
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。回归计算的精度为：平面拟合的单位权中误差
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，抛物面拟合的单位权中误差
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。观测与计算结果与实际情况相符合。

本文采用测定离散点进行抛物面方程回归计算，其理论和方法为通过抛物面口的平面方程回归、平面的法向量计算、坐标变换、圆心拟合、坐标轴平移、在标准状态下的抛物面方程回归等一系列数学运算，得到符合客观实体的高精度的抛物面方程及其焦点的空间位置。实践证明其能满足抛物面结构物的施工安装、精度检验和变形监测等的需要。
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