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摘 要: 主要研究一类特殊的Finsler子流形–Berwald全脐子流形, 给
出了这一类子流形的等价刻画, 推广了黎曼全脐子流形的一些结果.
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Abstract:A class of special Finsler submanifolds–Berwald totally um-
bilical submanifolds is introduced, a equivalent description is given,
and some results on Riemannian totally submanifolds are generalized.
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§1. 引言

经过数学工作者近几十年的努力, Finsler子流形的研究已经取得了一些

进展, 文[1]和[2]中, 已经给出了Finsler子流形的两种不同的平均曲率形式的

定义. 文[3]和[4]给出了两种不同的Finsler极小子流形的Bernstein型定理. 由

于联络有多种定义，例如广泛应用的Chern联络, Berwald联络等, 这种联络

的多样性加大了研究Finsler几何的难度, 且造成第二基本形式定义的多样
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性. 由于陈联络和Berwald联络的第二基本形式并不是法向的, 对子流形几

何的研究也造成了一定的困难.

本文主要研究一类特殊的Finsler子流形–Berwald全脐子流形, 即Berwal

d联络的第二基本形式满足条件h̃(X,Y ) = g(X,Y )v的流形, 给出了这一类

子流形的等价刻画, 推广了黎曼全脐子流形的一些结果.

§2. Finsler 流形的体积形式和极小浸入

设M 是一个n维光滑流形,M上的Finsler 度量是一个函数F : TM →
[0,∞) 满足下列性质: (i) F 在TM \ {0}上是光滑的; (ii) 对于任意的λ >

0，F (x, λy) = λF (x, y); (iii)诱导的二次形式g 是正定的, 其中

g := gij(x, y)dxi ⊗ dxj, gij :=
1

2
[F 2]yiyj . (1)

这里及以下除特别声明外, 我们将使用下列指标值域:

1 ≤ i, j, · · · ≤ n; n + 1 ≤ a, b, · · · ≤ m; 1 ≤ α, β, · · · ≤ m(> n).

设π : TM → M 为自然投影, π∗TM为TM \ {0}上的拉回丛,射影球丛SM上

的ω = [F ]yidxi为Hilbert 形式, 它的对偶向量场是l = li ∂
∂xi , li = yi/F ,称为

特异场.设

δyi =
1

F
(dyi + N i

jdxj),
δ

δxj
=

∂

∂xj
−Nk

j

∂

∂yk
. (2)

射影球丛SM上关于ĝ的体积元dVSM = Ωdτ ∧ dx,其中

Ω := det
(gij

F

)
, dx = dx1 ∧ · · · ∧ dxn, (3)

dτ :=
n∑

i=1

(−1)i−1yidy1 ∧ · · · ∧ d̂yi ∧ · · · ∧ dyn. (4)

设R i
jkl = −R i

j lk 和P i
jkl = P i

k jl分别是Chern联络c∇的hh-曲率和hv-曲

率. 其Riemannian曲率张量和Landsberg曲率张量分别定义为

R i
j := R i

s jkl
slk, Li

jk := −lsP i
s jk = Ȧi

jk, (5)

其中“·”表示沿Hilbert形式的共变微分. 另有一个无挠的Berwald 联络b∇ 定
义为

b∇ =c ∇+ Ȧ, Bi
jk = Γi

jk + Ȧi
jk,

bωi
j = Bi

jkdxk. (6)

显然有c∇l =b ∇l.
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设(M,F ) 和(M̃, F̃ )是Finsler流形, f : M → M̃ 是浸入. 若对任意

的(x, y) ∈ TM \ {0}都有F (x, y) = F̃ (f(x), df(y)) , 则f 称为等距浸入. 对于

等距浸入f : (M,F ) → (M̃, F̃ ), 显然有

gij(x, y) = g̃αβ(x̃, ỹ)fα
i fβ

j , (7)

其中

x̃α = fα(x), ỹα = fα
i yi, fα

i =
∂fα

∂xi
. (8)

设b∇̃是π∗(f−1TM̃)上的拉回Berwald联络, h̃ = b ∇̃df 是关于Berwald联

络的第二基本形式.对于任意的X ∈ C(π∗TM), XH = X i δ
δxi 为X的水平部

分. 则由(5), 我们得到

h̃(X,Y ) =b ∇̃X(dfY )− df(b∇XY ) =b ∇̃XH (dfY )− df(b∇XHY ),

(b∇̃XH g̃)(U,W ) = 2Ã(U,W, h̃(l, X)) + 2L̃(U,W, dfX),
(9)

对于任意的U,W ∈ C((f ◦ π)∗TM̃)和X,Y ∈ C(π∗TM). (9)1 可写为

h̃α
ij = fα

ij −Bk
ijf

α
k + B̃α

βγf
β
i fγ

j . (10)

设
hα = h̃α

ijy
iyj = fα

ijy
iyj − fα

k Gk + G̃α, hα = g̃αβhβ,

h :=
hα

F 2

∂

∂x̃α
, h∗ :=

1

F 2
hαdx̃α,

(11)

其中fα
ij = ∂2fα

∂xi∂xj , Gk 和G̃α 分别是(M,F ) 和(M̃, F̃ )的测地系数, h 称为法曲

率.

设(π∗TM)⊥ 是π∗TM 在(f ◦ π)∗TM̃ 关于g̃的余正交丛,称为f的法丛.[2]

µ =
1

cn−1σ

(∫

SxM

hα

F 2
Ωdτ

)
dx̃α. (12)

σ(x) :=
1

cn−1

∫

SxM

Ωdτ, (13)

其中cn−1 表示(n − 1) 维单位Euclidean球面Sn−1 的体积, SxM = {[y] | y ∈
TxM}. 一个等距浸入f : (M,F ) → (M̃, F̃ )被称为极小浸入，需要满足对M

的任意紧区域，它都是任意变分向量场的体积泛函的临界点.

引引引理理理1[2] 设f : (M,F ) → (M̃, F̃ ) 是等距浸入, f 是极小浸入当且仅当

由(12)定义的µ = 0.
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引引引理理理2[4] 设f : (M,F ) → (M̃, F̃ )是等距浸入. 对任意的X ∈ C(π∗TM)有

(∇̃lH∇̃ldf)(X) = dfR(X)− R̃(dfX) +b ∇̃XHh. (14)

§3.Berwald全脐子流形

设f : (M,F ) → (M̃, F̃ )是一个等距浸入. 若对任意的X,Y ∈ C(π∗TM),

存在一个向量场v ∈ C[(π ◦ f)∗TM̃ ], 使得关于Berwald联络的第二基本形式

满足

h̃(X,Y ) = g(X,Y )v, (15)

则称f 是Berwald全脐的. 我们有下述结论

引引引理理理3 如果f : (M,F ) → (M̃, F̃ ) 是一个等距浸入, 则M是Berwald全

脐子流形的充要条件是v = h, 且h 是与方向y 无关的.

证证证明明明 必要性: 显然有

h = h̃(l, l) = v.

式(15)意味着h̃α
ij = 1

F 2 h
αgij. 由此及式(11), 可以得到

[
hα

F 2
]yi = F−3(F [hα]yi − 2Fyihα) = 0.

相反地，如果[hα

F 2 ]yi = 0,则

(hα)yiyj =
2

F
(hαFyiyj + Fyi(hα)yj)− 2

F
hαFyiFyj

=
2

F 2
gijh

α,

即h̃α
ij = 1

F 2 h
αgij.

与Riemannian流形的情形类似, 可得

定定定理理理1 如果f : (M,F ) → (M̃, F̃ ) 是一个Berwald全脐极小浸入, 则f

是全测地的.

证证证明明明 若f : (M,F ) → (M̃, F̃ ) 是一个Berwald全脐极小浸入, 则由引

理1 以及h 与方向y 无关, 可得

1

cn−1σ

hβ

F 2

(∫

SxM

g̃αβΩdτ

)
= 0,

由矩阵(g̃αβ)的正定性，可得矩阵
(∫

SxM
g̃αβΩdτ

)
是正定的。由此可得h = 0,

也就是说f 是全测地的.
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定定定理理理2 Landzberg流形的任意的Berwald全脐子流形也是Landzberg流

形.

证证证明明明 首先, 由式(10) 和[5]中的式(3.8.3) ∼ (3.8.5) , 可以得到

F̃yα(hα
ij)yk = − F̃yα

F
(bP̃α

βγδf
δ
kfβ

i fγ
j −b P l

ijkf
α
l )

=
1

F
(−2 ˙̃Aβγδf

δ
kfβ

i fγ
j + 2Ȧijk)

(16)

设(M̃, F̃ )是Landzberg流形，则有L̃βγδ = ˙̃Aβγδ = 0.再设(M,F )为(M̃, F̃ )

的任意Berwald全脐子流形，由式(16) 可以得到

F̃yα(hα
ij)yk =

1

F
(−2 ˙̃Aβγδf

δ
kfβ

i fγ
j + 2Ȧijk) =

1

F
(0 + 2Lijk),

则

Lijk = FF̃yα(hα
ij)yk =

1

F
F̃yαhαCijk = 0,

即(M,F )是Landzberg流形.

定定定理理理3 局部Minkowski空间中任意维数不小于3的非全测地Berwald全

脐子流形必为具有正常截面曲率的黎曼流形.

证证证明明明 首先, 由引理2和式(9), 可以得到

(∇̃lH∇̃ldf)(X) = ∇̃lH [h̃(X, l)]− (∇̃ldf)(∇̃lHX)

= (∇̃lH h̃)(X, l)
(17)

设(M̃, F̃ ) 是局部Minkowski空间，(M,F ) 为(M̃, F̃ ) 的任意Berwald全

脐子流形，(x, y)是TM \{0}的局部坐标，对∀X ∈ TM \{0}，满足X⊥y，

且||X|| = 1 ，由(15)和(17), 可以得到(M,F )的旗曲率为

K(y, X) = g(R(X), X)

= g̃(R̃(dfX), dfX) + g̃((∇̃lH∇̃ldf)(X)−b ∇̃XHh, dfX)

= 2L̃(dfX, dfX, h) + g̃(h, g̃(X,X)h)− g̃(h̃(l,∇lHX), dfX)

− ||(∇̃ldf)X||2 + lH g̃((∇̃ldf)X, dfX)

= ||h||2,
即(M,F )具有数量旗曲率||h||2. 由定理2，M为Landzberg流形. 根据Numata

定理，维数不小于3的具有非零数量旗曲率的Landsberg空间必为黎曼流形.

因此，若M非全测地，则M必为具有正常截面曲率的黎曼流形.

例例例 Minkowski-Randers空间(V n+2, α̃ + β̃), 其中α̃ =
√∑

λ(ỹ
λ)2, β̃ =

bỹn+2, 0 < b < 1 为常数. 设M = {x̃ ∈ V n+2|x̃n+2 = 0,
∑n+1

α=1(x̃
α)2 =

1}, f : M → V n+2, 则β = f ∗β̃ = 0, F = f ∗F̃ = α 为黎曼度量, (M,F )

是(V n+2, α̃ + β̃) 的Berwald全脐子流形.
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