考虑剪切变形影响的L形柱单元刚度矩阵
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摘  要：通过分析等肢L形截面柱的受力性能,在非惯性轴坐标系下,建立了考虑剪切变形及形心与剪切中心不重合影响下的L形截面柱单元刚度矩阵,并编写了L形截面柱框架结构内力分析的有限元程序。通过某三层框架结构算例,将所编程序的计算结果与ANSYS软件分析结果及采用异形柱刚度等效的计算结果进行了比较,得出L形柱的剪切变形与等效矩形柱的剪切变形差异较大及考虑扭转效应对L形柱的扭矩影响较大的结论。

关键词：L形截面柱;抗侧移刚度;剪切变形;单元刚度矩阵
中图分类号：TU311.1；TU375.3   文献标识码：A    文章编号：0253-374 X (2009)10
Element Stiffness Matrix for L-shaped Columns 
Considering Shear Deformation Effects
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Abstract：In non-inertial coordinate system, the L -shaped columns element stiffness matrix was derived from the study of load-bearing capacity of the L-shaped columns considering shear deformation effects. Using the matrix, a finite element program of L-shaped column frame structure internal forces analysis was compiled. Final calculated a 3-layer frame structure and compared to ANSYS calculation results and the calculation results of equivalent rectangular columns,the following conclusions was drew: Shear deformation of the L-shaped column is greatly different from that of equivalent rectangular column; whether to consider the effects of reverse or not has great influence on the torque of L-shaped column.
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    近年来，在高层建筑结构中，钢筋混凝土异形柱框架结构以其较好的经济效益、较佳的建筑功能得到了广泛应用。异形柱构件受力性能和变形状态都不同于矩形柱[1-2]。在计算异形柱框架抗侧移刚度时，结构设计软件[3]先求出L形柱主形心惯性矩，然后利用材料力学经典公式，求出L形截面在主轴的惯性矩和方向角，并建立主轴的单元刚度矩阵及坐标转换矩阵，与梁单元刚度、墙单元刚度一起参与结构的整体分析。文献[4]将L形柱按截面形心等效为在结构平面内相互垂直的两个主轴方向抗弯刚度相等的矩形柱，换算后的截面面积增大，因此轴压比限制更加严格，并应适当加大纵向钢筋最小配筋率。文献[5]利用L形柱的截面惯性矩和惯性积推导出在非惯性轴坐标系下异形截面空间杆单元刚度矩阵，但未考虑剪切变形、形心与剪切中心不重合的影响。
在经典梁理论中，矩形截面构件在惯性轴坐标系下的单元刚度矩阵中添加剪切变形影响系数来近似考虑剪切变形的影响，但对于L形截面柱不再适用，为了计算方便、直观，本文在非惯性轴坐标系下建立考虑剪切变形、形心与剪切中心不重合影响的L形截面空间杆单元刚度矩阵，并编制C语言有限元程序。然后选取算例进行静力分析，并与ANSYS软件分析结果及异形柱刚度等效后的计算结果进行对比分析。
1  推导非对称弯曲正应力和剪应力公式
1.1 正应力公式推导
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L形柱横截面的中性轴用直线n-n表示，且其具体位置尚未确定。设x轴为L形柱的轴线，y，z轴为横截面上任意一对互相垂直的形心轴，如图1所示。任一横截面上的弯矩M及其在y，z轴上的分量My和Mz均用矢量表示。
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                       图1  平面示意图                                  图2  空间示意图           
Fig.1  Plane schematic diagram                       Fig.2  Schematic diagram of space
    对非对称纯弯曲受力状态，平截面假定依然成立，且横截面上各点均处于单轴应力状态[6]。当材料在线弹性范围内工作，且材料的拉、压弹性模量相同时，横截面上任意一点的正应力为： 
                                         
[image: image3.wmf]hk

s

E

=

                                      (1)
式中：E为材料的弹性模量；
[image: image4.wmf]h

为横截面上任意一点到中性轴的距离；
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为柱变形后中性层的曲率。
由静力学关系，可得
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式中：A为横截面面积。

将式（1）代入式（2），得
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    显然，
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    由此可见，在非对称纯弯曲时，中性轴n-n仍然通过横截面的形心，如图1所示。设中性轴n-n与y轴间的夹角为
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，则
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    中性层在柱弯曲后所形成的曲面如图2所示，将
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代入式（1），得
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    将式（6）代入式（3），并根据截面几何参数的定义，可得
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联立以上两式，得
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    将式（9）代入式（6），即得非对称纯弯曲状态下L形柱横截面上任一点正应力的表达式为
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式中： 
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分别为横截面对y轴，z轴的惯性矩；
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为对y轴，z轴的惯性积。

当
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当
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式中： 
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    L形柱在
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作用下，既有沿y轴的变形，又有沿z轴的变形，受力性质表现为双向弯曲。

1.2 推导Z轴截面的平均剪应变和剪切变形系数

假定L形柱横截面上各点处的剪应力均与Z轴平行，如图3，O为截面形心，y1、y2为截面的右、左边界，z1、z2为截面的上、下边界。取
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单元体为研究对象，X方向力的平衡条件为：

                                  
[image: image35.wmf]21

0

xNNS

FFFdF

=--=

å

                             (13)
将式（11）代入式（13）得

当
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（a）                                                     （b）

图3  杆单元截面切片
Fig.3  Sectional slices of link element
当
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对式（14）、（15）取积分并代入式（16）得截面平均剪应力计算公式为
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式中：当
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计算荷载作用下结构的弹性位移时，Z轴方向上的平均剪应变为
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对于等肢L形柱而言
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显然，剪切变形系数
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2  建立L形柱在非主惯性轴坐标系下的单元刚度矩阵
2.1 建立L形柱非主惯性轴坐标系

在空间框架中任选一个杆单元，取形心轴为
[image: image53.wmf]x

，任意一对通过横截面形心的坐标轴分别为
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轴的方向按右手定则确定。空间杆单元的两端分别与结点i和j相连接。
    在局部坐标系下L形截面空间杆单元的杆端位移列阵为
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    杆端力列阵为
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    两者之间关系为
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式中：
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为轴向位移；
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分别为横向位移；
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为杆件的扭转角；
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分别为沿
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为作用在杆端的力偶矩。力偶矩和角位移的指向符合右手定则。

2.2 建立L形截面空间杆单元刚度矩阵
2.2.1轴力
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式中：h为柱高。
2.2.2弯矩

    在
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作用下，柱在y、z方向上的曲率为
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。由单位荷载法，考虑剪切变形影响，得L形柱两端有相对位移时的杆端弯矩为
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式中： 
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2.2.3剪力

根据杆端剪力和杆端弯矩的关系得单元杆端剪力为
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2.2.4扭矩
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综上分析，得到非主惯性轴坐标系下L形截面空间杆单元刚度矩阵为
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式中：
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；J为杆件截面抗扭惯性矩。
当截面惯性积
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时，即为在形心惯性主轴坐标系下的单元刚度矩阵。
当
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2.2.5附加扭转变形
L形柱的杆端剪力作用在杆端截面的剪切中心上，需要转换为作用在形心上的剪力和附加扭转力偶矩。设转换后的杆端力列阵为
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。                        图4  框架编号及节点荷载布置      
Fig.4  Frame number and loading layout
3  实例分析
    本算例是一个三层框架，L形柱截面尺寸为700㎜×200㎜，梁截面尺寸为400㎜×200㎜，混凝土均为C35，纵梁的线荷载为30kN·m-1，横梁的线荷载为36kN·m-1，节点荷载水平方向为40kN，竖直方向为20kN，见图6。ANSYS软件采用能够考虑剪切变形和形心与剪切中心不重合影响的Timoshenko梁理论的Beam189单元模拟杆件，BEAM189单元建模与自编程序建模中的几何参数、荷载完全相同。
3.1  L形柱的扭转效应
    按L形柱主惯性矩相等的原则，改变柱肢长厚比（梁截面不变），利用自编程序计算顶层位移和柱编号为4的L形柱的扭矩，并与ANSYS分析结果进行比较，结果见表1。可以看出，不考虑形心与剪切中心不重合影响时，柱的扭矩几乎为零；考虑时，扭矩随柱肢长厚比增大，扭转效应加剧，故在设计中不宜采用柱肢长厚比过大的L形柱。考虑与不考虑剪切变形、形心与剪切中心不重合影响，顶层位移相差不大。
表1  L形柱的扭矩和侧移

Tab. 1  Torque and lateral displacement of L-shaped columns
	肢长厚比
	杆端扭矩/(kN·m)
	顶层位移/(mm)

	
	ANSYS
	不重合
	重合
	ANSYS
	不重合
	重合

	2.0
	2397.8
	2363.2
	2.590
	10.895
	10.90898
	10.90896

	2.5
	4464.5
	4427.5
	2.886
	11.009
	11.06633
	11.06630

	3.0
	6189.5
	6126.2
	2.843
	11.090
	11.21215
	11.21210

	3.5
	7578.6
	7491.7
	2.667
	11.203
	11.36596
	11.36589

	4.0
	8703.8
	8599.7
	2.448
	11.305
	11.50997
	11.50990

	4.5
	9629.1
	9514.7
	2.220
	11.397
	11.64361
	11.64353

	5.0
	10406.0
	10287.5
	2.002
	11.471
	11.75673
	11.75665

	6.0
	11635.0
	11522.2
	1.613
	11.602
	11.95820
	11.95810


3.2  刚度等效

    有很多学者通过刚度等效原则将异形柱等效为具有等刚度的矩形柱。表2给出算例中底层1~4号L形柱与等效矩形柱的剪力值。可以看出，等效柱不能完全反映异形柱的荷载效应，尤其是在垂直于水平荷载加载方向（即Y向）上结果相差达16.871%。
    首先，因为等效矩形柱形心和剪切中心重合，扭转效应消失，柱的剪力及顶层位移受到影响，但变化不大。其次，异形柱与等效柱的截面形式不同，在受剪时，L形柱的剪力流形式与矩形柱不同，等效柱方法与Timoshenko梁（ANSYS中Beam189单元）理论计算的结构侧移相比偏小，若作为设计依据会引起不安全因素；本文非形心主轴坐标系下空间杆单元方法因未考虑各柱肢剪力滞后效应，与Timoshenko梁理论计算的结构侧移相比偏大。有的研究人员提出用刚度等效计算异形柱结构，再根据等效后的面积比调整异形柱的轴压比。但对于采用轻质填充墙的纯异形柱框架结构，等效柱面积增大，导致重力荷载增大，结构周期随之增大，所受地震力也随之改变了。
表2 等效前后柱的剪力及位移
Tab. 2  Shear and displacement of Equivalent rectangular columns or L-shaped columns
	柱单元号
	X方向剪力/kN
	Y方向剪力/kN
	顶层位移/mm
	Y方向对比

	
	异形柱
	等效柱
	异形柱
	等效柱
	异形柱
	等效柱
	差值/kN
	百分比/%

	1
	-48.944
	-48.967
	28.093
	30.838
	11.37 
	11.05
	2.745
	9.771

	2
	-63.118
	-63.014
	28.640
	31.369
	
	
	2.729
	9.528

	3
	-62.817
	-62.723
	-16.803
	-19.581
	
	
	-2.778
	16.531

	4
	-65.119
	-65.295
	-17.299
	-20.217
	
	
	-2.918
	16.871


4  结论
    本文考虑剪切变形、形心与剪切中心不重合的影响，建立了L形柱在非主惯性轴坐标系下的单元刚度矩阵，并编制了C语言有限元程序，通过实例与ANSYS软件分析结果进行了内力、位移对比分析，得出以下主要结论：（1）L形柱与刚度等效矩形柱的剪切变形差异较大，设计高层异形柱结构时应予以考虑；（2）考虑扭转效应时，L形柱的扭矩差异较大，但在弹性分析中对结构弯矩、剪力、轴力和位移影响不大。
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