粘弹介质中圆孔时变轴对称问题的解析分析
王华宁 ， 曹志远
(同济大学 航空航天与力学学院，上海200092)

摘要：对任意粘弹模型，用拉普拉斯变换法推导无限粘弹平面中圆孔半径任意时变时应力和位移的一般解析解。首先根据一般粘弹模型边界时变轴对称问题的基本方程，应用拉普拉斯变换得到拉氏空间中位移应满足的微分方程，并求得方程的通解，从而得到拉氏空间中位移、应力的一般表达式。对应力边界问题，将拉氏空间应力表达进行逆变换，再根据边界条件确定待定函数，最终得到应力和位移解答。解答没有体积不可压缩的限制条件，并且适用于球量也具有粘弹效应的情况。作为应用，根据该解答求得H-Kelvin粘弹模型的解。算例显示，不同半径时变过程位移场的变化也不同。对线性时变过程，较慢的时变速度下位移变化平缓，但时变结束时刻的位移较大。
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Analytical Research of Expanding Hole in Plane of Viscoelasticity 
WANG Huaning ， CAO Zhiyuan
(School of Aerospace Engineering and Applied Mechanics, Tongji University, Shanghai 200092, China)

Abstract: Analytical displacements and stresses during expanding hole in plane of viscoelasticity are studied in this paper. According to the basic equations, Laplace transform is introduced to deduce the differential equation of displacement in Laplace space. General expression of displacement and stresses in Laplace space is derived firstly. For stress boundary problem, inverse transforming of above stresses solutions, undetermined function in the solutions can be determined by boundary conditions, and final expressions of stresses and displacement are obtained. The solutions have no restrictive condition of volume incompressible, and are also suit for the cases that spherical tensor have the characteristic of viscoelasticity. The application of the method is given to the problem of H-Kelvin viscoelastic model. Comparison of displacement of different varying velocity shows that displacement is changed gently if radius varied slowly, but displacenmet is larger in end varying time.
Key words: time-varying mechanics; viscoelasticity; analytical solution
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地下工程设计施工中经常遇到无限介质中孔口开挖问题。开挖介质是岩石，它是一种天然介质，受长期地质作用的影响，某些岩体的强度低，且具有异常显著的流变性。另外，孔口施工从无到有，不是一蹴而就，具有阶段性和连续性。前段施工造成的变形还未稳定，又有后续施工造成新的开挖边界与变形。因此，施工中的力学分析应当考虑岩体流变时效与连续施工的共同作用。从力学角度看，这是一个边界条件随时间变化同时本构也与时间相关的问题，属于时变力学中的几何、物理时变耦合问题。
目前，一般采用数值方法计算施工过程的应力与位移：将连续的施工分步离散，每一步对应的一部分岩体仍认为是一次开挖完成，采用不连续的工况分析模拟施工过程。这其实是基于Mana [1]提出的用于基坑开挖的有限元方法。后来，Brown 和Booker [2] , Borja等[3]以及Richard等[4-5 ]完善该法并应用于各种开挖过程。至今，大型地下工程考虑施工过程数值模拟仍然基于Mana法。

时变力学是研究对象的几何、物理、质量、边界等参数随时间变化的力学学科分支。时变力学解析理论研究中，最早Rashba [6]给出了一楔形体由重力引起的内部应力的求解方法，属于几何形状增长的时变研究。Brown和Goodman[7]对逐层增长的时变问题进行研究，指出固定边界通用的协调方程在增长时变中不再满足。随后，时变力学很多工作都针对土木施工展开。Brown[8]给出了连续填土作用下涵洞应力应变状态的求解过程以及刚性斜面上连续积雪应力应变状态[9]。Arutyunyan [10-11]就增长体有蠕变情况下的边值问题提出了自己的看法，并建立了一般的求解方程。Bykovsev [12]在此基础上进一步完善了这个方法，并将其用于求解有相变的固化问题。Arutyunyan 和Metlov[13]以及Potapov[14]等进一步研究了一维粘弹性体增长过程的解析解，几个特殊解析问题的求解反映在综述文献[15]中。Shamina [16]针对轴对称问题分析了时变方程的简化。Georgiyevskii [17]分析了时变协调方程的独立性问题。
笔者从解析角度研究无限粘弹介质中孔口半径时变时的应力和位移，其结果可应用于地下孔口开挖中。粘弹性问题和弹性分析不同，本构关系不是代数方程组，它们通常是以算子形式出现的，而且形式也多种多样。若再考虑时变的边界条件，则获得某问题的解析解相当困难。对固定边界粘弹问题，已有众多研究成果，其解析求解方法可采用积分变换法、对应原理法、分离变量法、复模量转换法等。对时变问题，文献[18]给出时变固体力学粘弹性问题的一般解法；文献[19]推导自重作用下矩形平面向上增长粘弹性时变力学解。当岩体模拟为Maxwell模型并且体积不可压缩时，文献[20]由直接解方程法得到了圆洞扩展时的解析解。文献[21]则给出了H- Kelvin模型的解。

笔者采用拉普拉斯变换法研究圆孔半径任意时变时的一般解析解，与前述研究不同，结果可应用于任意粘弹模型，且没有体积不可压缩的限制条件，并且适用于球量也具有粘弹效应的情况。
1   基本方程
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若在无限粘弹平面中有一圆孔，半径随时间变化，无穷远处受均匀压力作用(图1)。采用柱坐标系r，，z描述，垂直于纸面为z轴。该力学模型可以模拟无限介质中圆形洞室的断面开挖。半径时变函数
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体现了开挖过程，p为作用于无限远处的均匀地应力。
本问题为轴对称问题，基本方程如下。平衡方程(体力不计)为
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式中，
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s

，
[image: image4.wmf]q

s

分别为径向和环向正应力。几何方程为
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式中，
[image: image8.wmf]r
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为径向位移；
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分别为径向、环向和z向正应变。对任意粘弹模型，本构方程可表达为Stieltjes卷积缩写形式：

  偏量：
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式中，
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为应力偏张量和球张量；
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e

、
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为应变偏张量和球张量；G(t)、K(t)为相应粘弹模型的松弛模量。上式中卷积定义为
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式(3)中考虑偏量、球量均具有粘弹效应。
应力边界条件为
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2   解析分析

将式(2)代入式(3)，得到用位移表达的应力
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 将式(5)代入平衡方程(1)得到位移应满足的方程
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将上式两端作拉普拉斯变换，转换至拉氏空间求解。根据卷积的性质，有
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由拉普拉斯变换的微分性质
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将式(8)代入式(7)
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即
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式(9)即为
[image: image26.wmf]r
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在拉氏空间中应满足的方程。将
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看为r、s的函数，解微分方程(9)，其通解为
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式中，A(s)，B(s)为待定函数。
将应力表达式(5)中径向正应力式作拉普拉斯变换，得到拉氏空间中应力表达
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化简为
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同样
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将式(10)代入式(11)—式(13)
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式(10)、式(14)、式(15)即为问题的位移、应力解在拉氏象空间中的表达，A(s)，B(s)需根据边界条件确定。

下面由应力边界条件确定待定函数。令
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由式(14)的逆变换得到应力表达
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代入应力边界条件式(4)
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式(18)给出了关于C(t)，D(t)未知函数的方程组，解之可求得待定函数
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代入式(17)，解得应力
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由式(16)可求得A(s)，B(s) 
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 式(21)逆变换后代入式(10)得到位移解答
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式(15)逆变换后代入式(21)得到z向正应力解答
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这样，就得到了应力边界时变问题的全部解，即式(20)、式(22)、式(23)。式(20)表明，r与方向的应力解与材料参数无关，只与当前的结构形状和外力相关。
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3   H-Kelvin模型的解
若围岩可模拟为H-Kelvin粘弹模型(见图2)，并且球量不显示粘弹性质。图中
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为围岩弹性组分弹性模量和剪切模量；
[image: image45.wmf]E

，
[image: image46.wmf]G

为粘性组分弹性模量和剪切模量；
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为粘性组分的粘性系数。则松弛模量为
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式中，
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为体应变模量。由式(21)
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将上式逆变换，并应用拉氏变换的积分性质：
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代入式(22)和式(23)得位移及z向应力解

[image: image53.wmf]1

1

1

1

22

0

1

3

(3)

1

3

(3)

1

11

()()

22

3

26

3()

(1)

2(33)

GG

tt

t

r

KG

G

t

t

GK

KG

G

t

t

GK

pp

uateatedt

Grr

pr

ee

GK

GGpr

ee

GGKGKG

hh

h

h

h

h

h

-

-

-

+

-

-

+

=---

××-

+

+

-×

++

ò

(26)


[image: image54.wmf]1

1

1

1

3

(3)

1

1

3

(3)

1

11

3

3

3

(1)

33

KG

G

t

t

GK

z

KG

G

t

t

GK

Gp

pee

GK

GGp

ee

GGKGKG

h

h

h

h

s

-

-

+

-

-

+

=-+×+

+

-×

++

  (27)

式(20)、(26)、(27)即为介质模拟为H-Kelvin粘弹模型时，围岩时变应力和位移解。
若体积不可压缩，则
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。显然，由式(21)，B(s)=0。则
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解答仍为式(20)。文献[20]中对无限平面圆孔扩展的时变力学问题采用直接解方程法得到了体积不可压缩条件下的解。式(20)、式(28)、式(29)的解答与其解答完全相同，从侧面说明本方法结果的正确性。
下面为一具体算例。取材料参数为以下数值
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，根据(26)式可计算出不同时变速度v对应的位移时程。图3给出
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点处的径向位移时程图,星点的位置为时变结束时刻。由图可以看出，时变较慢时位移变化较为平缓，时变结束后达到稳定所需时间短，但是时变刚结束时的位移比较大，这与工程实际相符合。
4   结论

采用拉普拉斯变换方法导出了圆形洞室断面开挖的轴对称问题一般解答，适用于任意粘弹模型以及半径任意时变的情况。与以往研究相比，解答没有体积不可压缩的限制条件，并且适用于球量也具有粘弹效应的情况。根据该解答求得H-Kelvin模型的解，与文献中的已知解答完全相同，论证方法的正确性。可应用于岩土工程施工分析或器件加工的力学分析中，同时也是时变力学课题纯解析研究的新尝试。
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图3   不同时变过程位移时程图


Fig.3  Displacement course of time with different varying velocity
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图2   H-Kelvin粘弹模型


Fig.2  H-Kelvin viscoelastic model
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图1  力学模型


Fig.1  Model of the problem 
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