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摘要#分析了汽车悬架系统和轮胎的非线性弹簧力和阻尼

力'建立了二自由度汽车非线性垂向振动系统的动力学模

型
8

结合增量谐波平衡方法!
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'
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"'对该系统的动力学行为进行定量研究
8

推导

其增量谐波平衡过程'研究增量谐波平衡法的迭代计算过

程'采用几个不同的谐波次数'计算系统的近似周期解'确定

周期解的稳定性%同时'以路面激励圆频率为参数进行了跟

踪计算'得到系统主共振时的幅频响应特性
8

近似解的计算

结果与数值计算结果的对比表明'增量谐波平衡方法的精度

可灵活控制'且收敛速度快'结果可靠'是汽车强非线性动力

学行为研究的有效方法
8

关键词#定量研究%非线性系统%增量谐波平衡法%近似周

期解%稳定性
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汽车的振动是影响其平顺性+操纵稳定性和零

部件疲劳寿命的重要因素
8

因此'研究汽车的振动并

将其控制在最低水平是十分迫切的任务之一
8

作为一种工业产品的高度集成'汽车中的非线性

无所不在
8

对于汽车垂向振动系统'悬架系统+轮胎等

的非线性的影响非常突出
8

悬架弹簧在变形较大时会

出现非线性特性'阻尼的压缩阻力与复原阻力一般并

不相同'压缩+拉伸速度不同时'阻尼力也有较大变

化
8

轮胎的非线性特征对汽车的平顺性+行驶稳定性

及转向性能都有着重大影响
8

此外'汽车在行驶过程

中还会有许多不确定因素'其非线性因素在一定的载

荷和频率域内影响十分突出)

%H#

*

8

目前'对于汽车非线性系统的研究'多以数值仿

真为主'即采用数值积分方法'计算系统的响应'从

而分析系统中存在的分岔+混沌现象)

!HB

*

%而在汽车

非线性系统的定量研究方面'大多基于摄动法+多尺

度法等传统的解析方法开展)

>H"

*

'其共同特点是引

入小参数
"

'将原系统处理为弱非线性系统再研究
8

然而'汽车系统作为一个复杂的强非线性系统'

经典的摄动法等定量分析方法将不再适用
8

本文即

基于增量谐波平衡方法)

%$

*

'对汽车非线性系统进行
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定量研究'计算其近似周期解'并确定周期解的稳定

性'同时以外激励圆频率为参数进行了跟踪计算'得

到系统的幅频特性曲线
8
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汽车非线性垂向振动系统建模

简化的二自由度
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汽车非线性垂向振动系统)
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二自由度汽车非线性垂向振动系统模型
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建立图
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R

$

9

3

-

>

4

%

!

/

R

>

O6E>

&9

:

R

>

EDF>

&

"

#

?

R

4#

/

R

$

9

3

-

>

4

%

!

#

/

R

>

O6E>

&91

:

R

>

EDF>

&

"

R

4

%

'

#

!

>

4

%

'4'

1

*

+

-

!

%<

"

!!

设

%

E

4

)

%

!

O6E

&!

O6E#

&!

4

!

O6E-

&

EDF

&!

EDF#

&!

4

!

EDF-

&

*

#

R

4

)

/

R

$

!

/

R

%

!

/

R

#

!

4

!

/

R

-

:

R

%

!

:

R

#

!

4

!

:

R

-

*

.

#

#

R

4

)

#

/

R

$

!#

/

R

%

!#

/

R

#

!

4

!#

/

R

-

#

:

R

%

!#

:

R

#

!

4

!#

:

R

-

*

.

!

%B

"

!!

令

+

4

%

E

$

$ %

) *

E

(

4

(

%

(

) *

#

#

(

4

#

(

%

#

(

) *

#

!

%>

"

!!

则精确解
,

$

及其增量
#

,

可表示为

,

$

4

+(

#

,

4

+

#

2

(

!

%I

"

!!

将式!

%I

"代入式!

%?

"'并应用
/:7V;[DF

平均过

程'得

9

#

%

$

4

!

#

,

"

.

)

0

#

$

$

&

#

,(

90

$

%

&

%

#

,'

9

'

&

%

#

,

*

W

&4

9

#

%

$

4

!

#

,

"

.

)

.

&

6

!

#

0

$

$

&

,(

$

9

%

&

%

,'

$

9

-

&

!

##

"

"

#0

*

W

&

!

%"

"

!!

积分式!

%"

"并展开'即可得到如下以增量
#

(

和
#0

为未知量的线性方程组

'

LO

#

(

4

.

6

.

LO

#0

!

#$

"

其中'

'

LO

^

0

#

$

$_

0

$

%

%

_'

%

%

. -̂H

!

0

#

$

$_

0

$

%

#

_'

#

"

(

%

.

LO

^

!

#

0

$

$_%

%

_-

#

"

(

%

$^

9

#

%

$

+

.

$

&

+(

W

&

%

%

%

^

9

#

%

$

+

.

%

&

%

+'W

&

%

%

#

^

9

#

%

$

+

.

%

&

#

+'W

&

%

'

%

^

9

#

%

$

+

.

'

&

%

+W

&

%

'

#

^

9

#

%

$

+

.

'

&

#

+W

&

%

-^

9

#

%

$

+

.

-

&

W

&

%

-

#

^

9

#

%

$

+

.

-

&

!

##

"

W

&

8

式!

#$

"即为应用增量谐波平衡法推导得到的以

增量
#

(

和
#0

为未知量的二自由度汽车非线性垂

向振动系统近似周期解的迭代计算公式'如果取谐

波次数为
-

'则它是由
#d

!

#-_%

"个方程组成的线

性方程组
8

"!#

!

迭代计算流程

以增量
#0

为控制增量'则在迭代过程中'

0

保

持为常量'即
#0

^$

'其他的增量通过式!

#%

"求

解'即

'

LO

#

(

4

.

!

#%

"

!!

重复上述的迭代直到不平衡力
.

的模达到足够

小为止'这时即可得到一个稳态解'此过程称为迭代

步骤
8

在迭代步骤完成后'给变量
0

增加一个增量

#0

'于是在新的
0

值下进行新的迭代'直到得到另

一个近似周期解
8

此过程称为增量步骤
8

整个求解过

程即在增量步骤和迭代步骤交替下完成的
8

迭代求

解的流程图如图
#

所示
8

#

!

仿真结果

#!!

!

近似解计算结果

系统中各参数的取值如表
%

所示
8

>$?
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!

图
C

!

迭代求解流程图

A6

2

BC

!

A4'?-1.&9'869)&.96()5'4,96'"

表
@

!

系统参数表

I.=B@

!

:.&.$)9)&5'8.,9'$'96()5

<

59)$

参数名称 参数取值

簧上质量
;

%

#?$[

S

簧下质量
;

#

?"[

S

悬架非线性弹簧力拟合系数
>

%

%#!"?*.L

H%

悬架非线性弹簧力拟合系数
>

#

H>!B"B*.L

H#

悬架非线性弹簧力拟合系数
>

!

!%>$?$$*.L

H!

悬架非线性阻尼力拟合系数
8

%

%!I<8?*.E.L

H%

悬架非线性阻尼力拟合系数
8

#

<#?8#I*.E

#

.

L

H#

轮胎非线性弹簧力拟合系数
>

M%

"I$$$*.L

H%

轮胎非线性弹簧力拟合系数
>

M#

%I<$$$$*.L

H#

轮胎阻尼系数
8

M

!$%#*.E.L

H%

!!

为对求解结果进行检验比较'分别取
#

次谐波

和
?

次谐波'计算得到振幅向量结果分别为

#

#

4

)

>8<#%V

H

?

H

$8$!!BB

H

<8#?%V

H

?

$8$%$#"

H

?8#"IV

H

? %8$>"V

H

!

H

$8$#>I"

H

<8B<<V

H

<

H

$8$%$<#

?8I<?V

H

<

*

.

#

?

4

)

>8<$<V

H

?

H

$8$!!B#

H

<8%"%V

H

?

H

<8<%"V

H

<

H

%8I??V

H

B $8$%$#"

H

?8#%#V

H

?

H

"8<?"V

H

< <8$!>V

H

B

%8$>>V

H

!

H

$8$#>I<

H

>8$I#V

H

<

H

"8<%?V

H

<

H

%8!<"V

H

<

H

$8$%$<#

B8>%>V

H

< %8##!V

H

? %8?$%V

H

<

*

.

!!

从式!

%I

"可得系统的近似周期解的解析表达
8

根据计算系统的相图'同时采用
?

阶
)QF

S

V=UQMM:

法

对系统进行数值计算'计算系统的相图'将各次谐波

的结果与数值计算的结果进行比较'如图
!

所示
8

图
H

!

#D\3

与数值计算的相图结果比较

A6

2

BH

!

0'$

%

.&65'"'891)

%

1.5)*6.

2

&.$5=)9?))"

#D\3."*",$)&6-.4$)91'*

!!

从图中可以看出'

0\J9

结果与数值计算结果

之间存在较小的偏差'而悬架动挠度响应的结果对

谐波次数的依赖较小'不同谐波次数结果与数值计

算结果相差不大
8

同时'计算出各次谐波结果的时间历程曲线'与

数值计算结果进行比较'如图
?

所示
8

从图中可以看

出'除了数值计算初始的瞬态解外'

0\J9

结果与数

值计算结果几乎完全重合
8

图
J

!

#D\3

与数值计算的时间历程结果比较

A6

2

BJ

!

0'$

%

.&65'"'891)96$)1659'&6)5=)9?))"

#D\3."*",$)&6-.4$)91'*

!!

为分析谐波次数对近似周期解结果的影响'分

别取谐波次数为
#

+

!

+

?

+

<

+

B

+

>

'计算
0\J9

结果与数

值计算结果间的
)93

!

;66MLV:FE

c

Q:;V

"误差'结果

I$?



!

第
!

期 盛
!

云'等#基于
0\J9

的汽车非线性悬架系统定量研究
!!

如图
<

所示
8

可以看出'除了
!

次谐波结果外'其余

均与数值计算结果较为接近'且
)93

误差小于
<!

'

此外'当谐波次数大于
!

时'近似解的
)93

误差与

谐波次数关系不大
8

为提高计算效率'取
?

次谐波即

可得到较好的近似解结果
8

图
M

!

谐波次数与
P3;

误差间的关系

A6

2

BM

!

P)4.96'"=)9?))"91)1.&$'"6-",$=)&

."*P3;)&&'&

#!"

!

周期解幅频曲线

应用图
#

所示的迭代求解过程'以路面激励圆

频率
0

为可变参数'其值从
%

递增至
!$

'计算得到

系统的幅频曲线如图
B

所示
8

从图中可以看出'随着激励圆频率
0

的增加'

簧上质量和悬架响应的幅值均有所增加'当
0

>̂

时'簧上质量运动的幅值达到最大'当
0

<̂

时'悬

架动挠度的幅值达到最大%此后'随着
0

的增加'簧

上质量响应的幅值逐渐减少'而悬架动挠度的幅值

在
0$

%#

后逐渐趋于一常值
8

图
N

!

系统周期解的幅频曲线

A6

2

BN

!

!$

%

469,*)/8&)

`

,)"-

<

-,&()5'8

%

)&6'*6-5'4,96'"5

$

!

周期解稳定性分析

设
,

$

是通过增量谐波平衡法求得的周期解'由

于某种原因产生了偏离量
#

,

'即

,

4

,

$

9#

,

!

##

"

!!

将式!

##

"代入式!

%#

"'展开并略去高阶小量'并

注意到
,

$

满足式!

%#

"'最后可以得到以
#

,

为未知

量的方程

0

#

$

&

#

,(

90

%

&

%

#

,'

9

'

&

%

#

,

4

$

!

#!

"

!!

式!

#!

"称为摄动方程'即从已知的平衡位置摄

动而得到的方程
8

得到摄动方程后'原方程稳态周期

解的稳定性问题就对应于具有周期系数
'

&

%

的线性

常微分方程!

#!

"解的稳定性
8

将式!

#!

"写为

/'

4

*

!

&

"

/

!

#?

"

式中#

/^

#

,

#

,

) *

'

.

'

#

,^

#

'

#

) *

S

.

%

*

!

&

"

^

= 0

*#% *

) *

##

%

*#%

^H

%

0

#

$

&

H%

'

&

%

%

*##

^H

%

0

$

&

H%

%

&

%

8

式中#

=

表示
#d#

零矩阵%

0

表示
#d#

单位矩阵
8

由于
,

$

是
&

的周期函数'周期为
D #̂

%0

'因

此'

*#%

中的每一元素也是具有与
,

$

相同周期的周

期函数
8

对于方程!

#?

"'存在如下的基础解矩阵

/

4

L

%%

L

%#

L

%!

L

%?

L

#%

L

##

L

#!

L

#?

L

!%

L

!#

L

!!

L

!?

L

?%

L

?#

L

?!

L

%

&

'

(

??

!

#<

"

!!

显然'矩阵
/

满足矩阵方程

/'

4

*

!

&

"

/

!

#B

"

!!

由于
*

!

&

_D

"

^

*

!

&

"'所以
/

!

&

_D

"也是基

础矩阵解'可以表示为

/

!

&9

D

"

4

1

9

/

!

&

" !

#>

"

式中#

1

9

为非奇异的常数矩阵'称为变换矩阵

!

.;:FEP6;L:MD6F9:M;DG

"

8

根据
-76

c

QVM

理论'系统

的稳定性准则与矩阵
1

9

的特征值有关
8

如果
1

9

的

所有特征值的模都小于
%

'则系统的运动是有界的'

因而周期解是稳定的%否则'系统的运动是无界的'

解也不稳定)

%$

*

8

将每一个周期
D

等分成
-

份'其中'第
>

份
#

>

^

&

>

H

&

>H%

'在第
>

份时间间隔中'周期系数矩阵
*

!

&

"以常系数矩阵
*>

代替

*>

4

%

#

>

9

&

>

&

>

6

%

*

!

$

"

W

8

!

#I

"

!!

因此'变换矩阵
1

9

可表示为)

%$

*

"$?
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!

1

9

4

:

-

<

4

%

0

9

3

C

R

4

%

!

#

<*<

"

R

R

) *

?

!

#"

"

式中#

C

为指数矩阵展开的矩阵多项式的项数%

0

为

单位矩阵
8

对得到的近似周期解进行稳定性判定
8

计算得

到其变换矩阵
1

9

1

9

4

$@#??"

6

$@$#>B$$@>B#I$

6

$@$!<<>

$@%I?B

6

$@$#!%#$@<I$#$

6

$@$#>!#

6

$@III!$@$!B!>

6

$@$#I!#$@$$$>$I"

6

$@BI??$@$!B<B

6

$@$#BB< $@

%

&

'

(

$$%%!>

其特征值为

*

%

4*

&

#

4

$@$"I#<

9

$@>I<><

*

!

4*

&

?

46

"@??$V

6

?

9

>@<?"V

6

?

1

*

+ <

可得特征值的模

*

%

'

#

4

$@>"%I$$

*

!

'

?

4

$@

2

$$%#$"

!!

显然'变换矩阵
1

9

特征值的模均小于
%8

因此'

得出结论'当
0

Î

时'系统的近似周期解稳定
8

%

!

结论

以汽车非线性悬架系统为研究对象'基于增量

谐波平衡方法对其进行定量研究'结论如下#

!

%

"分析了汽车悬架系统和轮胎的非线性弹簧

力和阻尼力'建立了二自由度汽车非线性垂向振动

系统的动力学模型%

!

#

"推导了汽车非线性系统的增量谐波平衡过

程'研究了迭代计算过程'分别采用
#

次+

?

次谐波'

计算得到了系统的近似周期解%和数值计算结果的

比较发现'

0\J9

具有较高精度'收敛速度快'能得

到系统近似周期解的解析表达%采用
?

次谐波即可

较精确地得到汽车非线性系统的近似周期解%

!

!

"以路面激励的圆频率为参数进行跟踪计

算'得到了系统主共振时的幅频响应曲线%

!

?

"根据
-76

c

QVM

理论'计算了系统近似周期解

的变换矩阵'通过变换矩阵的特征值计算'发现系统

的近似周期解稳定
8
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