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摘要#在一组能描述梁索耦合结构中主缆曲率和吊索变形对

系统影响的偏微分方程组基础上)通过
0;8PV̂DF

方法得到了

系统在时域上一次截断的非线性常微分方程组
9

用多尺度法

分析了所得的非线性常微分方程组
9

得到了主共振和
&S$

内共振情况下以作用在梁上荷载的幅值为参数的振幅响应

曲线和一次近似解析解
9

结果显示)一次近似解析解有良好

的精度
9

系统发生内共振时)随激励幅值变化存在振幅突然

变化的跳跃现象)而且低频共振时发生跳跃的分岔值小于高

频共振时的分岔值
9

这说明低频共振更容易使结构发生大幅

振动
9

该结果对工程应用有一定指导意义
9
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梁索耦合结构是现代大型结构普遍采用的结构

类型
9

例如大跨度桥梁和悬索承重屋盖
9

一般情况下

该结构类型是强非线性结构)对其进行研究有较大

的难度
9

例如悬索桥的振动特性一直是桥梁工程界

面临的重大挑战
9

自
&"?%

年)美国
/;R7K;

桥在风致

振动中倒塌)以及
&"#!

年瑞典
WD88;VE

车站大厅悬索

屋盖在风致振动中破坏后)有很多学者对梁索耦合

结构的动力学特性进行了大量研究并建立了不同的

数学模型*

&

+

9

其中
,969-;ePV

等*

$

+建立了一组考虑

悬索桥吊索松弛对系统影响的数学模型)并对该模

型进行了研究
9

但该数学模型中没有反映主缆曲率

对系统的影响
9

之后
0;UVDP8;

等*

!

+证明了
,969-;ePV

和
[9'9:R̂PFF;

建立的单侧约束下梁索耦合微分方

程组解的存在惟一性
9+9)9,XKPQ

等*

?

+用数值方法

研究了文献*

$

+中的偏微分方程组
9*9a9[8;MN

*

#

+研

究了主缆与加径梁间的对角连接松弛对
/;R7K;

桥

风致振动的影响'

.PF

O

和
/M

*

AH>

+在吊索可松弛条件

下用非光滑动力学的方法系统研究了索梁和索板耦

合结构在多种支撑条件下的动力学行为
9

针对不同

的数学模型)研究者用解析或数值方法进行了不同

侧面的研究*

JH&%

+

9

但上述工作的不足之处是研究的

模型没有同时考虑主缆曲率和吊索松弛对系统的影
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年黄坤等*
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+建立了一组新的能反映吊索松

弛和主览曲率对系统影响的非线性偏微分方程组)

并通过
0;8PV̂DF

方法和多尺度方法得到了系统在吊

索未松弛条件下非共振情况的一次近似解析解
9

此

外)冯维明等*

&$

+用多尺度法研究了斜拉桥形式的梁

索耦合结构的非线性振动特性
9

赵跃宇等*

&!H&?

+对多

种索结构进行了较系统的研究
9

对于悬索桥形式的

梁索耦合结构的风致振动机理)自
/;R7K;

桥倒塌后

一直是研究热点
9

该系统不仅存在混沌现象*

&#

+

)而

且吊索的松弛对系统的动力学行为也存在显著的影

响*

$

+

9

本文将在吊索未松弛情况下讨论系统的动力

学行为
9

通过研究主缆及梁的振幅变化情况来确定

吊索可能松弛的情况)为下一步研究系统在吊索松

弛情况下的动力学行为做准备
9
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振动微分方程组的建立及
+,-./012

简化

要对物理系统进行合乎实际的研究)建立能反

映物理系统主要特性的数学模型是第一步
9

本文在

文献*

&&

+建立的数学模型的基础上进行讨论
9

该模

型反映了主缆曲率和吊索变形对系统动力学行为的

影响
9

在本文中将忽略吊索松弛对系统的影响
9

考虑

如图
&

所示的计算模型!加劲梁和主缆两端为铰

支"

9

在连续膜假设!连续膜假设是指把吊索看成一

张连续张在主缆和梁之间的连续膜"条件下建立如

下能反映主缆曲率对系统动力学行为影响的微分方
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=
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=
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从式!

&!

")!

&?

"可以看出)系统在振动时除了
)

&

#

)
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)

)

&

#)

&&

)

)

$

#)

&$

)

)

$

#)

&&

等
?

种主共振)还存

在
)

&&

#

$

)

&$

内共振情况
9

在工程中)作用在梁上的

荷载远大于作用在主缆上的荷载
9

故可仅考虑作用

在梁上的荷载引起共振的情况)此时有
)

&

#)
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)

)

&

#)

&&

和
)

&&

#

$

)

&$

等
!

种情况
9

"!!

!

荷载激起低频模态的情况!
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!
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#
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#

"

#
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#

"!!!!

!

发生主共振时

此时令
)

&

b

)
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c

'!

&

)在无内共振时)为了确定

式!

&!

",!
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"的可解条件)设式!

&!

",!
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"有如下形

式的特解*

&A

+

#

L

$

7

@

$&

PG

Y

!

D

)

&&

Q

%

"

C

=
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=
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&
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&
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&
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&
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由消除久期项的条件)从式!
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&
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=
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=
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=
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=
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=
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!

第
#

期 黄
!

坤)等#梁索耦合结构的非线性振动
!!

!!

由线性代数理论可知)线性非齐次方程组中

@

$&

)

@

$$

)

=

$&

)

=

$$

有非零解的充分必要条件是系数

矩阵与增广矩阵的秩相同
9

从式!

&$

"中
)

&&

)

)

&$

的表

达式可知式!

&>

")!

&J

"的系数行列式为零)故
@

$&

)

@
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)

=

$&

)

=
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有解的充分必要条件为下列行列式为

零
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)
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D

%

&

)

&&

@

&
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=
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=
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=
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=

&
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其中)

$

&

7

$

)

&&

!

2B)

$
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!
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$
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$
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&
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引入极坐标变换)令
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$

2
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!
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&

"
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=
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&
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"

其中
2

&

)

9

&

)

0

&

)

0

$

为
Q

&

的任意实函数
9

把式!

$!

"

带入!

$&

"分离实部和虚部)并通过代数及三角函数

运算可把方程组!

$&

"化为如下微分方程组#
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&
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$

$

$

&

2

&

)
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&
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&
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&
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&
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&
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"

其中
+

b

!

&

Q

&

c

0

$

)自治常微分方程组!

$?

"的稳态

解!

Q

&

3g

"为
2#

&

b9#

&

b

0

#

&

b

+

#b%

时系统的平

衡点
9

令式!

$?

"右边为零可得确定微分方程组稳态

解的超越方程组)通过求解该方程组得如下的稳

态解#

(

3

%

4

)

)
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%

*0,-.
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+
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"

式中
$

前的正负号由
+

所在的象限决定
9

把式!
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"

带入式!

$!

"求得
@

&

)

=

&

后)把
@

&

)

=

&

带入式!
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"和

!

A

")并注意到
)

&

b

)
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c
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&

可得系统的一次近似

解析解
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$
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&
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"
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从式!

$A

"可知)在非内共振情况下)当外激励的

频率和系统的低阶频率接近时)系统的解实际上是

线性问题的解
9

系统的振动幅值随激励幅值增加而

增加
9

"!!!"

!

同时发生内共振和主共振

令
)

&&

b$

)
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&
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把

上述表达带入式!
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")通过和非内共振情况相似的

推导可得确定
@
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的常微分方程组

D

$

&

Q@

&

QQ

&

C

D

$

$

@

&

C$

!

=

$

&

PG

Y

!

B

D

!

$

Q

&

"

7

%

D

$

?

Q=

&

QQ

&

C

D

$

#

=

&

C$

A

@

&

=

(

&

PG

Y

!

D

!

$

Q

&

"

B

!!!

'

&

$

>

PG

Y

!

D

!

&

Q

&

"

7

4

5

%

!

$>

"

!!

引进极式记号

@

&

7

&

$

2

&

!

Q

&

"

PG

Y

*

D

0

&

!

Q

&

"+

=

&

7

&

$

9

&

!

Q

&

"

PG

Y

*

D

0

$

!

Q

&

*

+

,

"+

!

$J

"

!!

把式!

$J

"带入式!

$>

")分离实部和虚部)通过代

数和三角运算得

2#

&

7B

$

$

$

&

2

&

B

$

!

$

&

9

$

&

EDF

+

&

9#

&

7B

$

#

$

?

9

&

B

$

A

$

?

2

&

9

&

EDF

+

&

B

'

&

$

>

$

?

EDF

+

$

2

&

+

#

&

7B

$

!

$

&

9

$

&

R7E

+

&

C

2

&

!

$

+

#

$

C

$

!

&

B!

$

"

9

&

+

#

$

7

$

A

$

?

2

&

9

&

R7E

+

&

B

'

&

$

>

$

?

R7E

+

$

B!

&

9

0

1

2

&

!

$"

"

其中

$

!

7

K

&&

-*

$

$

$

A

7

$

-

K

&&

*

&

*

$

+

&

7

$

0

$

B0

&

B!

$

Q

&

+

$

70

$

B!

&

Q

*

+

,

&

!

!%

"

系统的稳态响应对应系统的平衡点
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有两种可能的
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解)第一种情况
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6

%

)
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)即非内共振时由式

!
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"给出的解'第二种
2

&

6

%

)

9

6

%

时的解可以通过

令方程组!
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通

过对该超越方程组的求解可得
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"可知)内共振起作用时系统的稳态响应是
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此时令
)

&

b

)

&&

c

'!

!

)并代入式!

&A

")和低频共

振情况相似)可得
@

&

)

=

&

满足的方程为

D

$

&

,

@

&

,

Q

&

C

D

$

$

@

&

B

'

&

$

J

PG

Y

!

D

!

!

Q

&

"

7

%

D

$

?

,

=

&

,

Q

&

C

D

$

#

=

&

7

0

1

2

%

!

!#

"

其中
$

J

b

&

$

!

2

H

)

$

&&

")把未知量记为极式

@

&

7

&

$

2

$

!

Q

&

"

PG

Y

!

D

0

!

!

Q

&

""

=

&

7

&

$

9

$

!

Q

&

"

PG

Y

!

D

0

?

!

Q

&

""

!!

代人式!

!#

"分离实部和虚部)并经过代数和三

角运算后得稳态解满足的方程组为

9#

$

7B

$

#

$

?

9

&

2#

$

7B

$

$

$

&

2

$

B

'

&

$

J

$

&

EDF

+

!

0

#

?

7

%

2

$

+

#

!

7B

'

&

$

J

$

&

R7E

+

!

C!

0

1

2

!

!

!A

"

!!

其中
+

!

b

0

!

H

!

!

Q

&

9

令式!

!A

"的右端为零)通

过求解所得的超越式方程组可得系统的稳态解

如下#

2

$

7

'

&

$

J

!

$

$

$

C!

$

!

$

$

&

"

B

&

$

$

9

$

7

%

+

!

7

!

;VRN;F

B

$

$

$

&

!

"

!

X$

0

?

7

*

+

,R7FEN

!

!>

"

式中
$

前的正负号由
+

所在的象限决定
9

注意到
)

&

b

)

&&

c

'!

!

)可把非共振时的一次近似解析解写为

L

!

?

)

8

"

7'

2

$

R7E

!

+

!

C)

&

8

"

C

F

!

'

$

"

/

!

?

)

8

"

7'*

&

2

$

R7E

!

+

!

C)

&

8

"

C

F

!

'

$

0

1

2

"

!

!J

"

"!"!"

!

同时发生内共振和主共振的情况

此时有
)

&

b

)

&&

c

'!

!

)

)

&&

b$

)

&$

c

'!

$

)和前面

的讨论类似)将其代入式!

&A

")经运算后可得
@

&

)

=

&

满足的方程组

D

$

&

Q@

&

QQ

&

C

D

$

$

@

&

C$

!

=

$

&

PG

Y

!

B

D

!

$

Q

&

"

B

!!!!

'

&

$

J

PG

Y

!

D

!

!

Q

&

"

7

%

D

$

?

Q=

&

QQ

&

C

D

$

#

=

&

C$

A

@

&

=

(

&

PG

Y

!

D

!

$

Q

&

"

7

0

1

2

%

!

!"

"

!!

引进极式记号)

@

&

b

&

$

2

$

!

Q

&

"

PG

Y

!

D

0

!

!

Q

&

"")

=

&

b

&

$

9

$

!

Q

&

"

PG

Y

!

D

0

?

!

Q

&

"")并代入式!

!"

")分离

实部和虚部)整理后得如下自治常微分方程组#

2#

$
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$

$

$

&

2

$

B

$

!

$

&

9

$

$

EDF

+

?

B

'

&

$

J

$
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!
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$
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$

#

$

?

9

$

C

$

A

$

?

2
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9
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?
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$
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#

!

7

$

!

$
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9

$

$

R7E
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?

B

'
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$

J

$
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!
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!

2

$

9

$

+

#

?

7

$

$

A

$

?

2

$

9

$

R7E
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B

!

+

#

!

C!

$

C!

!

"

9

0

1

2

$

!

?%

"

其中的系数如下#

%>A
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!!

$

J

7

&

$

!

2B)

$

&&

"

+

!

70

!

B!

!

Q

&

+

?

7

$

0

?

B0

!

B!

$

Q

*

+

,

&

!

?&

"

令方程组!

?%

"的右边为零可得稳态解满足的列超越

方程组)求解该方程组的稳态解为

!

2

$

7

!

?

$

$

#

C$

$

?

!

!

$

C!

!

"

$

"

&

$

$

$
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A
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B

T

$
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T

$

$

B
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!
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!

B
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&
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+

?
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$
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#
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$
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!

9
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!

!

2

$
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9

$

$

R7E
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! "

!

X

*

+

,

$

!

?$

"

式中
$

前的正负号由
+

!

)

+

?

所在的象限决定
9

其中

的系数为

T

&
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$

!

T

$

7

B

$

$

$
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!

$

#
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!

$
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!

!

!

!
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$

"

$

A

T

!

7

*

$

$

$
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$

&

!

$

!

+!

?
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$

#

C$

$

?

!

!

$

C!

!

"

$

"

?

$

$

A

由式!

?$

"得
'

&

为实数的
$

个临界值为

'

&
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&

7
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T

!

B

T

$

$

"
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$

$

$

$

J

T槡 &

)

'

&
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$

7

T槡 !

$

J

!
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"

!!

由上式可知
4

$

%4

&

9

注意到
)

&

b

)

&&

c

'!

!

)可

得系统的一次近似解析解为

L

!

?

)

8

"
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$

*

R7E
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$

!

+

!

C+

?
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&

8

+

"

C
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和地频共振相似)在高频内共振时系统的响应

是
$

个周期振动的叠加
9

#

!

解的稳定性分析

上文求得的平衡解的稳定性可通过把系统在平

衡点处线性化)通过线性化的
';R7UD

矩阵
/

的特征

值来判别平衡解的稳定性
9

通常情况下)当
/

的特征

值的实部全为负时)原方程的稳态解是渐进稳定的'

当
/

的特征值有至少一个正实部时)原方程的稳态

解是不稳定的'当
/

的特征值有零实部)原方程稳态

解的稳定性须进一步讨论
9

在低频共振时非内共振

和内共振的
';R7UD

矩阵分别由方程组!

$?

",!

$"

"求

得
9

在高频共振时非内共振和内共振的
';R7UD

矩阵

分别由方程组!

!A

",!

?%

"求得
9

$

!

算例及讨论

为了检验解析解的精度并细致讨论系统的动力

学特性)现以如下的数据为例进行分析和数值计算#

%

b%>&

)

#

b&#

)

K

&&

b"

)

2

b$%

)

)

$

b?

)

K

$$

b&&>#

)

-

bH&

)

'

b%>&

)

'

h

$

b%>%&>

在激起低阶模态时取
)

&

b$>A!

)激起高阶模态

时取
)

&

b#>!9

相应的各参数如下#

)

&&

b#>$"

)

)

&$

b

$>A#

)

*

&

bH&>??

)

*

$

b%>J>

)

$

&

bH$$&>A

)

$

$

bH

?$

)

$

!

bHA>J&

)

$

?

b&&%>!

)

$

#

b!?>?

)

$

A

b$$>A>

$!!

!

低频共振时

此时有
$

>

bA>#>

把上述数据带入式!

$#

",!

!&

"

得如下的以激励幅值为参数的响应幅值曲线!图
$

"

9

图中实线为可以实现的稳定解)虚线为不能实现的

不稳定解
9

图
D

!

激发低阶模态的振幅响应

>+

?

@D

!

:C

B

-+"#$.0.1

B

&'1.3#0,.1&5"9.-&8T&0$.0C&$.

!!

从图
$

中可以看出)系统一开始振动内共振就

起作用)系统的高频振动和低频振动同时被激发
9

在

激励幅值较小时振幅随激励幅值增大而较快地增

大)之后增幅逐渐减小
9

系统的响应幅值在激励幅值

较小时就有突然变化的跳跃现象
9

本节中比较了在
'

h

&

b%>$

时
/

数值解和解析解

!图
!

"'并给出了
'

h

&

b%>$

时
L

)

/

的时程图!图
?

"和

/

)

/

-

相图!图
#

"

9

!!

从时程图可以看出)主缆的变形幅值和梁的变

形幅值相近
9

这说明当外激励激起系统低阶模态时

不能忽略主缆的变形
9

从解析解和数值解的对比!图

!

"可以看出)解析解有很好的精度
9

由式!

!?

"可知)

在内共振起作用时梁和主缆都是
$

个周期振动的叠

加)但数值模拟没有明显地表现出该种
$

倍周期运

&>A
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动
9

这说明若要较精确地研究系统的分岔行为需要

考虑
'

$量级的项对系统的影响
9

图
F

!

$

`

=

R̂)D

时
*

的解析解和数值解的对比

>+

?

@F

!

/&C

B

(0+1&';."8..''#C.0+3(-1&-#"+&'

('$('(-

%

"+3(-1&-#"+&'"&*8+"9

$

`
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R̂)D

图
H

!

$

`

=

R̂)D

时
+

%

*

的时程图

>+

?

@H

!

A+C.9+1"&0+.1&5+('$*8+"9

$

`

=

R̂)D

图
J

!

$

`

=

R̂)D

时
*

%

*

(

的相平面图
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?

@J

!

69(1.

B

-('.5&0*('$*

(

8+"9

$

`

=

R̂)D

$!"

!

高频共振时

此时有
$

J

bH!>""9

把前述数据带入式!

!>

")

!

?$

"得如下的以激励幅值
'

&

为参数的
2

$

)

9

$

响应

幅值曲线!图
A

"

9

图中实线为可以实现的稳定解)虚

线为不能实现的不稳定解
9

!!

从图
A

可知)在激励幅值
'

&

的
$

个分岔值
4

&

和

4

$

处
2

$

及
9

$

沿不同的曲线变化)系统的振幅发生

跳跃现象
9

比较图
$

和图
A

可以发现)尽管荷载激发

高阶或低阶模态时系统都会发生跳跃现象)但低频

共振时
'

&

的分岔值远远小于高频时的分岔值
9

这说

明系统在低频共振时更容易产生大幅振动
9

同时)系

统存在跳跃现象可以给出
/;R7K;

桥在倒塌前竖向

振动幅值增大现象*

$

+的解释
9

图
A

还揭示出在高阶

共振时)相应于高频
)

&&

的振幅
2

$

有饱和现象
9

此

外)从式!

?!

"及
$

$

)

$

#

)

$

A

的表达式可知
2

$

和
9

$

发

生跳跃的临界值
4

$

随阻尼系数
%

及内外共振的协

调参数
7!

&

7

!

&b$

)

!

"增大而增大)随非线性项的系

数
-

的增大而减小
9

上述结果为数值计算所证实
9

这

说明结构阻尼对抑制梁索耦合结构的振动有十分重

要的作用)而增大主缆的曲率则会减小系统产生跳

跃现象的临界值
9

图
K

!

激发高频共振时的振幅响应曲线

>+

?

@K

!

:C

B
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B

&'1.3#0,.1&5"9.9+

?
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'

h

&

b%>&

的时程图和相图

本节中给出了
'

h

&

b%>&

时
L

)

/

的时程图!图
>

"

和
L

)

L

-

相图!图
J

"

9

图
L

!

$

`
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R̂)=

时
+

%

*

的时程图

>+

?

@L

!
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$
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图
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时
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的相平面图
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$9"9"

!

'

h

&

b%>!

的时程图和相图

本节中比较了在
'

h

&

b%>!

时
/

数值解和解析解

!图
"

"'并给出了
'

h

&

b%>!

时
L

)

/

的时程图!图
&%

"

和
/

)

/

-

相图!图
&&

"

9

图
O

!

$

`

=

R̂)F

时
*

的解析解和数值解的对比

>+

?

@O

!

/&C

B
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图
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时
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的时程图
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@=R

!
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$

`
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R̂)F

图
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时
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(

的相平面图
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!
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-('.5&0*('$*
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$

`

=

R̂)F

!!

从时程图可以看出)梁的振幅和主缆的振幅相

近
9

在振动过程中有梁向上而索同时向下的运动)此

时吊索可能发生松弛
9

因此)为了能更好地认识梁索

耦合结构的动力学特性)有必要考虑吊索松弛对系

统的影响
9

从解析解和相图可以看出)当
'

&

在
4

$

处

分岔后)系统的响应是
$

个周期运动的叠加
9

作用在

主缆上的荷载对系统的影响很小
9

从数值计算和解

析解的比较!图
"

"可知)解析解有较好的精度
9

%

!

结论

从上面对在余弦动荷载作用下悬索桥形式的梁

索耦合结构的解析和数值研究可以看出)若系统产

生主共振和
&S$

内共振)则系统在静平衡位置附近

的振动有如下性质#

!

&

"作用在梁上的荷载无论是激起低阶共振还

是激起高阶共振)梁和主缆的振幅都相近
9

故在分析

梁索耦合系统的动力学行为时不能忽略主缆的

变形
9

!

$

"以作用在梁上的荷载幅值为参数)则系统

在低频共振时发生振幅跳跃的分岔值远远小于高频

共振时的分岔值
9

这说明低阶共振更容易使系统产

生大幅振动
9

!

!

"在发生高频共振时)系统出现梁向上而索

同时向下的运动
9

在此情况下系统的吊索可能发生

松弛
9

故有必要在高频共振时研究吊索松弛对系统

的动力学影响
9

!

?

"本文得到的一次近似解析解有良好的

精度
9
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