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随机场的随机谐和函数表达

梁诗雪1，孙伟玲1，李杰1,2
（1.  同济大学 土木工程学院，上海 200092; 2. 同济大学 土木工程防灾国家重点实验室 上海 200092） 
摘要：首先证明：采取随机谐和函数表述二维随机场，则当随机波数与相位服从独立均匀分布、幅值由随机波数和目标功率谱密度共同决定时，随机谐和函数的功率谱密度精确地等于目标功率谱密度。对这类随机谐和函数的平稳性和渐进正态性进行了讨论。进而，将二维随机场的随机谐和函数表达推广至多维，给出了统一表达式。最后，通过数值算例验证了采用随机谐和函数表述随机场的正确性。
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文献标识码：A
Simulation of multi-dimensional random fields by stochastic harmonic functions

LIANG Shixue 1，SUN Weiling 1，LI Jie 1,2
(1. School of Civil Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China; 2. Key Laboratory of Disaster Reduction in Civil Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China) 

Abstract:  The subject of this paper is to propose the stochastic harmonic functions into the multi-dimension, homogeneous, Gaussian random fields. In the first place, it proved that in the two-dimensional random field when the random phase angles and random circular frequencies are independent and uniformly distributed, the amplitude can be obtained by the target power spectral density function and the random circular frequencies specifically. Meanwhile, the power spectral density function is equal to the target one. Then, it proved that stochastic harmonic random field is asymptotic to the normal distribution. In addition, the stochastic harmonic functions can be expanded into multi-dimensional random fields by the uniformed expression in the paper. Finally, several numerical examples are given to clarify the validity of stochastic harmonic function.
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实际的工程结构，由于其材料特性、边界条件和系统输入均不同程度地存在随机性，因而在许多场合将工程结构视为随机结构系统[1]是较确定性结构系统更为合理的一种反映方式。举例言之，对于混凝土材料，由于初始随机元（微裂缝、微孔洞等）和随机组份（骨料分布等）的存在，导致工程结构中混凝土强度、弹性模量等将是三维随机场。采用概率论的观点才能更为科学、细致地反映随机结构的受力力学行为[2]。
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在随机场直接模拟方法中，最为典型的即为谱表现[3]方法、Karhunen-Loeve分解方法[4]、双重正交分解方法[5]等。文献[6]对有代表性的方法进行了比较研究。然而，由于上述方法采用无穷级数，为了保证足够的精度，须引入足够多的随机变量对随机场进行模拟，增加了计算难度、降低了计算效率。

1969年，Goto和Toki率先提出了一类频率和相位同时具有随机性的谱表现方法[7]。Shinozuka等对谱表现方法进行了系统深入的研究[8]，并在1996年将这一工作扩展至多维随机场模拟[9]。在上述背景下，陈建兵、李杰提出了随机谐和函数的概念[10]。在此基础上，孙伟玲等进一步提出了随机过程的第二类随机谐和函数表达[11]。研究表明：当频率与相位在经过剖分的子空间内分别服从独立均匀分布，幅值由随机频率与目标功率谱密度决定时，无论随机谐和函数分量的个数是多少，该随机过程的功率谱密度函数均精确地等于目标功率谱密度函数。

本文试图将上述随机谐和函数表达进一步扩展至空间多维随机场，并证实采用随机谐和函数表达二维（多维）随机场的适用性。

1 二维随机场的第二类随机谐和函数表达

随机场是随机过程在空间域（场域）上的自然推广。对于二维随机场
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其自相关函数：
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其中二维空间变量
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表示数学期望，定义自协方差函数
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则自协方差函数与自相关函数关系为
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对于平稳随机场，其自相关函数可写为：
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式中
[image: image10.wmf]r

为距离向量。
单个波动组分在时间上的频度称为频率，而在空间上的频度称为波数，其表示
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单位长度内波的个数。
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式中
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表示波长。
平稳随机场
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的自相关函数与功率谱密度函数
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之间存在如下的维纳-辛钦关系：
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式中
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分别为
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方向的波数；
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方向的距离。出于实际应用考虑，通常取波数
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分别为随机场在
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方向的上限截止波数，由此，式（7）可写为
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二维随机场双象限单边功率谱
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对随机过程的随机谐和函数表达[11]作二维扩展，有二维随机场的随机谐和函数表达
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如下：
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式中
[image: image31.wmf]12

,

NN

为随机谐和函数展开项数，
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分别为随机场第
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个谐和分量的幅值、波数和相位角。
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的内点，且满足
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在上述表述中，波数
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为随机变量。

显然，式（10）的自相关函数为
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对于式（10）所示的随机谐和函数，存在以下定理：

（1）
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为相互独立的随机变量，服从
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区间的均匀分布。
（2）
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为相互独立的随机变量，分别服从
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区间内均匀分布，概率密度函数
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（3）
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为随机波数的函数：
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不妨设
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【证明】：由式（10），有
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若相位角
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服从均匀分布，易知
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又
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将式（18）进行分解
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当
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同理，当
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时，式（19）第4项的值也为零。
考察式（19）第2，3项，对于任意
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综上所述，仅考虑第1项和第4项在
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将式（12）~（14）代入（21），有
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【证毕】

2 随机谐和函数随机场的性质

2.1 平稳性

由第1节的证明同时根据式（22）可见采用随机谐和函数表达的随机场的相关函数仅与坐标差有关，且
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2.2 渐进正态性

采用Lanning-Batting提出的双变量中心极限定理[12]并将其推广到空间域，则若满足定理（1）的条件，且当
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事实上，对于式（10）定义的二维随机场，有
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令
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由Laning-Batting定理知，当
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则
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考察式（26）括号内第1项，根据孙伟玲等的研究[11]易知:当
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类似地，式（25）括号内第2~4项分别为零，因此
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同理可证:
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根据Laning-Batting定理，可知
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根据多维正态随机变量的性质可将结论推广至任意
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2.3 截口概率密度函数

通过截口随机变量的概率密度函数考察随机谐和函数（10）的性质。首先，引入随机谐和函数的前几阶中心距对生成的随机场进行描述（其中
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对随机场4阶中心矩进行讨论，显然峰度系数
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将式（13）、式（14）代入上式，当波数区间
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若
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均有界，引入二维功率谱形状参数
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则峰度系数
[image: image138.wmf]e
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可以写为
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对于随机场的一维概率密度函数，当前4阶矩均已知时，可以采用Pearson[13]分布函数族逼近
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式中：
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前已述及二维随机谐和函数形式前4阶矩不随坐标位置的变化而改变，因此
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由此可以获得随机场的一维概率密度函数。

采用相对熵[14]比较2个概率密度函数的近似程度【注】，取标准正态分布
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为目标分布，相对熵
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此时，考察
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将上式代入式（39），可以获得相对熵。图1给出了当二维随机场谱密度形状参数
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图1 一维概率分布与标准正态分布

Fig.1 One-dimensional probability density function and normal distribution
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图2 一维分布与标准正态分布的相对熵

Fig.2 Relatively entrophy of one-dimensional probability density function and normal distribution

3 多维随机场的随机谐和函数表述

式（10）所示的二维随机谐和函数形式可以推广至多维情况。对于
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其中，相位角
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4 数值算例

考虑二维平稳随机场，其均值为零，相关函数形式如下：
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由平稳随机场可知，其功率谱密度函数为
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其中，参数
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采用（10）式表述的随机谐和函数生成二维随机场。图3给出了上述情况下目标功率谱密度函数；图4给出了采用随机谐和分量
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的目标函数的功率谱密度函数；图5给出了采用经典谱表现方法
[image: image193.wmf]12

6464

NN

´=´

的功率谱密度函数；图6分别给出了在
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方向的3种功率谱的比较。可见，经典谱表现方法和随机协和函数表达均能较好地符合目标功率谱，然而，采用随机谐和函数生成的随机场所需随机变量更少，计算耗时更短。
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5 结论

将第二类随机谐和函数推广至多维随机场，可以采用较少的随机谐和分量表示较为丰富的概率信息。证明了对于二维甚至多维随机场，当随机波数和随机相位服从独立均匀分布时，采用有限项随机协和函数表达的随机场的功率谱密度函数可精确地等于目标功率谱函数。同时，这类随机场服从平稳性、渐进正态性。以数值算例验证了采用随机谐和函数生成的二维随机场，相比经典的谱表现方法，本文建议方法可以反映更多的概率信息，所需展开项数更少，计算更为快速、有效。
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图4 随机谐和函数建模功率谱密度


Fig.4 Power spectral density function by stochastic harmonic function





图3 目标功率谱密度


Fig.3 Target power spectral density function





图6a（� EMBED Equation.DSMT4 ���）  





图5 谱表现方法建模功率谱密度  


Fig.5 Power spectral density function by


 spectrum representation





图6c（� EMBED Equation.DSMT4 ���）  





图6b（� EMBED Equation.DSMT4 ���）  





图6d（� EMBED Equation.DSMT4 ���）  





图6  功率谱函数  


Fig.9 Power spectral density function spectrum 








【注】采用相对熵可描述2个函数的相似性。即：若2个函数完全相同，则相应的相对熵为零，2个函数相差越大，则相对熵绝对值越大。
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