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摘要: 本文考虑一类中立型延迟抛物方程的有限元分析. 基于线性有限元空间, 首先构造中立型延迟抛物方程的半离散和两个全离散有限元格式. 其次, 借助投影算子作为分析工具, 证明了半离散和全离散有限元格式解的
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范数误差估计. 最后, 数值实验验证了理论分析结果.
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Abstract:  In this paper, finite element analysis for a class of neutral delay parabolic equation is considered. Based on a linear finite element space, one semi-discrete and two full discrete finite element schemes are constructed for the neutral delay parabolic equation. And then the 
[image: image2.wmf]2

L

 norm error estimates of the semi-discrete and two full discrete schemes are obtained by the projection operator. Finally, the numerical experiments show the validity of theoretical analysis.
Key words: neutral delay parabolic equation; finite element scheme; error estimate.
1引言

本文考虑如下形式的中立型延迟抛物方程
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(1)其中
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为已知的正实常数, 
[image: image8.wmf](

)

,

fxt

, 
[image: image9.wmf](

)

,

gxt

, 
[image: image10.wmf](

)

1

t

y

和
[image: image11.wmf](

)

2

t

y

为已知的函数, 记 
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.延迟微分方程又称时滞微分方程, 其广泛应用于生物学、统计学、控制论、电力系统、神经网络、交通调度、航天技术行业等领域, 它是一种关于时间的导函数依赖于解在过去时间点上的值的微分方程[1,2,3]. 自上世纪五十年代以来, 延迟微分方程的理论得到了众多国内外学者的大量研究, 且研究成果已经相当丰富. 但由于只有少数延迟微分方程可以得到解析解, 并且延迟项的存在又给理论分析带来不少困难, 在过去很长一段时间里人们更多的是集中于对理论解存在性、振动性和稳定性的研究 [4,5,6]. 因此, 开展高效的延迟微分方程数值算法的研究, 具有重要的理论意义和实际应用价值.
近年来, 文献[7,8]构造了一类空间二阶导数含有延迟项的中立型延迟微分方程的显式和隐式有限差分格式, 并分别讨论解的渐近稳定性. 文献[9]构造了一类时间导数亦含延迟项的中立型延迟微分方程(即方程(1))的隐式差分格式, 并给出离散
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范数意义下的无条件稳定性分析; 针对同一方程,文献[10]则构造了隐式的紧差分格式, 并对时间方向采用Richardson技术, 使之在时间和空间方向上可同时达到四阶的收敛精度. 与传统的高阶差分方法相比, 紧差分格式只需较少的计算和相对较低的CPU计算花费, 然而该方法通常对解的正则性要求也比较高. 有关延迟微分方程紧致差分方法的进一步研究可参阅文献[11,12,13]. 据我们所知, 有限元方法作为一种高效的偏微分方程数值离散方法, 它在延迟微分方程的理论研究和数值分析远不如有限差分方法成熟. 当前, 针对一类空间导数含有延迟项的中立型延迟微分方程, 文献[14]构造了不同的全离散有限元格式, 并分别讨论解的渐近稳定性和最优
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范数误差估计. 文献[15,16]则考虑了一类非线性延迟微分方程的间断有限元法求解, 并讨论解的稳定性和
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范数误差估计. 此外, 文献[17,18]研究了比例延迟微分方程的间断有限元法, 并得到了整体的收敛阶.
本文中, 我们考虑中立型延迟抛物方程(1)的有限元求解.首先, 基于线性有限元空间, 构造中立型延迟抛物方程的半离散有限元格式, 并给出解的
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范数误差估计. 其次, 构造相应的向后Euler和Crank-Nicolson全离散有限元格式, 并证明了这两种全离散有限元格式的
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范数误差收敛阶分别为: 
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.最后,数值实验验证了文中有限元格式的有效性和理论分析结果的正确性.
本文接下来的结构如下: 第2节中构造中立型延迟抛物型方程(1)的半离散有限元格式, 并给出
[image: image20.wmf]2

L

范数误差估计; 第3节中构造两个稳定的全离散格式,并给出各自的
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范数误差估计; 第4节用数值实验验证了理论分析的正确性; 最后一节是结论和展望.
2 半离散有限元格式
本文用到的Sobolev空间都是标准的(参见[19]).为书写方便,文中记: 
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 , 其他类似. 文中C表示与网格剖分步长无关的任一正常数, 且在不同的地方其值可不同.
方程(1)的变分形式为: 求
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其中内积定义如下:
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假设
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为给定的正整数, 
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为空间方向的步长, 则
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是的一个网格剖分. 令
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, 定义有限元空间如下:


[image: image36.wmf](

)

(

)

(

)

1

0

{:(),1,00}

n

h

In

SvCvPInNvvL

=ÎWÎ££==

.          (4)
方程(1)的半离散有限元格式为: 求
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其中
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为有限元空间
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的基函数.则(5)又可写成
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(6)

半离散有限元格式(6)相应的矩阵形式为:
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其中
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为未知函数向量,
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为右端项.

为理论分析需要, 定义椭圆投影(Ritz投影)算子
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关于投影算子
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有如下结论成立.

定理2.1([19])设算子
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如(8)式所定义,则有如下估计
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特别地, 定义投影算子
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则投影算子
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有如下结论成立.
定理2.2([14])设
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是变分方程(2)的解,且有

[image: image64.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

0

h

utRutChutt

t

-£-££

,
则下面估计成立
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接下来, 给出半离散格式解的收敛性及误差阶估计.
定理2.3令
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和
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分别是变分方程(2)和半离散有限元格式(5)的解. 假设
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以及
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, 则有下面的估计式成立
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证明：记
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下面只需估计
[image: image73.wmf](

)

t

q

.

由(2), (5)和(10)，易得误差方程
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其中，
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即有
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不失一般性, 假设
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注意到
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因此有
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即
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利用Gronwall不等式得
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则有
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上式结合(13), 则定理得证. 
3 全离散有限元格式及其误差分析
本节中, 我们构造求解中立型延迟抛物方程(1)的两个全离散有限元格式,并分别给出它们的
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范数误差估计.
3.1 向后Euler有限元格式
对于正整数
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其中
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接下来，给出向后Euler全离散有限元格式(15)的
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定理3.1设
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分别为变分方程(2)和向后Euler有限元格式(15)的解，假设
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证明：记
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由(11)可得
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故下面只需估计
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由(2)，(15)和(10)，易得如下误差方程
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其中
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在(19)中取
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则由Cauchy-Schwarz不等式得
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因此有
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利用Gronwall不等式得
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对(20)式右端第三项，有
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另一方面
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则有
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最后，结合(18)，(20)-(22)，定理得证.
3.2 Crank-Nicolson 有限元格式

与半离散格式(5)相应的Crank-Nicolson全离散有限元格式为：求
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    同理，(23)的矩阵形式为：
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其中
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接下来，给出Crank-Nicolson全离散有限元格式的误差估计.

定理3.2设
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和
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分别为变分方程(2)和Crank-Nicolson有限元格式(23)的解,假设
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证明：记
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故下面只需估计
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由(2),(23)和(10)，易知有如下误差方程


[image: image134.wmf](

)

1111

0

,,,,

22

,,,

nnnPnPnnnPnP

nh

aa

tt

S

qqqqqqqq

cccc

gcc

--------

æöæöæöæö

--Ñ+ÑÑ+Ñ

++Ñ+Ñ

ç÷ç÷ç÷ç÷

DD

èøèøèøèø

=-"Î

(27)

其中
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在(27)中取
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由Cauchy-Schwarz不等式得
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即
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因此有
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利用Gronwall不等式得
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对上式右端第三项，有
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则有
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另外
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则有
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最后，结合(26),(28)-(30), 定理得证.
4 数值实验

本节, 我们给出两个数值算例来验证文中有限元格式的有效性和理论分析的正确性. 
4.1 算例1

考虑如下中立型延迟抛物方程
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其中
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，初边值由精确解得到.表格中的N和P分别表示空间网格剖分数和延迟项的剖分数.

    收敛阶定义如下：
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其中
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范数.
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首先, 图1中显示了当网格剖分取
[image: image155.wmf](,)(200,200)

NP

=

时, 算例1对应的有限元解与真解曲面图; 图2则显示了当取不同网格步长时, 两种全离散有限元格式的误差曲线图. 由图1和图2不难看出, 文中的有限元格式是有效的.
其次, 表1列出了算例1中两种全离散格式的求解精度. 由表1不难看出两种全离散格式的收敛阶与文中理论分析是相吻合的.
表1  算例1中两种全离散有限元格式的收敛阶
Tab. 1 Convergence orders of two full discrete finite element schemes for example 1
	[image: image1.wmf]2

L

向后Euler格式
	Crank-Nicolson格式

	(N,P)
	Error
	Order
	(N,P)
	Error
	Order

	(30,40)
	  2.93e-03
	 --
	(30,40)
	  2.51e-04
	 --

	(60,160)
	  7.41e-04
	  2.00
	(60,80)
	  6.23e-05
	  2.00

	(120,640)
	  1.86e-04
	  2.00
	(120,160)
	  1.55e-05
	  2.00

	(240,2560)
	  4.63e-05
	  2.00
	(240,320)
	  3.87e-06
	  2.00
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4.2 算例2

考虑如下中立型延迟抛物方程
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其中
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, 该问题的精确解
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, 初边值由精确解得到. 我们注意到, 方程(33)中的右端非齐次项
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有关, 其计算要比方程(31)复杂.

首先, 图3和图4中分别显示了有限元格式求解中立型延迟方程(33)所得的数值解和误差曲面图. 由图3和图4不难看出, 文中有限元格式是有效且收敛的.
其次, 表2中列出了算例2对应的两种全离散格式的求解精度. 从表2中可以看出, 两种全离散格式的收敛阶与理论分析是相吻合的, 这进一步说明了文中理论分析的正确性.
表2  算例2中两种全离散有限元格式的收敛阶.
Tab. 2  Convergence orders of two full discrete finite element schemes for example 2.
	[image: image168.wmf](,)(200,200)
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向后Euler格式(P=6000)
	Crank-Nicolson格式(P=3000)

	N
	Error
	Order
	
	Error
	Order

	4
	5.03e-02
	--
	
	1.78e-01
	--

	8
	1.31e-02
	1.95
	
	5.47e-02
	1.61

	16
	3.00e-03
	2.12
	
	1.44e-02
	1.89

	32
	7.14e-04
	2.07
	
	3.79e-03
	1.94
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5 结论
本文构造了中立型延迟抛物方程的半离散和两个全离散线性有限元格式. 采用文献[14]中新的投影算子作为分析工具, 给出了有限元格式的
[image: image165.wmf]2

L

范数误差估计. 数值实验进一步验证文中方法的有效性和理论分析的合理性. 
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图1当网格剖分取� EMBED Equation.DSMT4  ���时真解与有限元解曲面.


Fig. 1 The surfaces of true solutions and finite element solutions based on grids� EMBED Equation.DSMT4  ���.
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图2 当取不同网格步长时, 两种全离散有限元格式的误差曲线


Fig.2 The error curves of two full discrete finite element schemes based on different grids
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图3当网格剖分取� EMBED Equation.DSMT4  ���时, 真解与有限元解曲面图.


Fig. 3 The surfaces of true solutions and finite element solutions based on grids� EMBED Equation.DSMT4  ���.
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图4当取不同网格步长时, 两种全离散有限元格式的误差曲线图.


Fig. 4 The error curves of two full discrete finite element schemes based on different grids.
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