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摘要#建立了方差互换金融衍生产品的定价模型&基于控制

变量技巧&对随机波动率情形下的一类方差互换产品的定价

问题&提出了一种有效的蒙特卡罗计算方法
9

通过进一步的

理论分析和高效率控制变量的选取&大大减小了模拟误差&

提高了计算效率
9

最后&对数值结果进行了分析&并考察了影

响方差互换产品价格的因素
9

该计算方法可为其他方差互换

衍生产品&如
67SSCW7S

方差互换(

0JIIJ

方差互换和

67EWCOC7EJ8

方差互换等产品以及其他多因子模型假设下的

衍生产品定价提供有效思路
9
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国际期权市场协会!

1(c,

"与国际期权清算协

会!

1(6,

"在芝加哥举行的
$%%=

年年会期间&在国际

期权市场协会!

1(c,

"会议上所作的报告中指出&自

#&"!

年布莱克 斯科尔斯!

V8J<Y4<N78;D

"期权定价

模型创立以来&波动率就始终是市场关注的焦点之

一
9

通过对
#&&G

年以来的金融衍生品市场中交易波

动率产品的发展情况的考察&可以发现就交易和套

利的研究&国外的对冲基金和投行的套利部门十分

重视对波动率交易策略和波动率产品的开发
9

交易

波动率除了将不同市场连接起来&同时对整个资本

市场也存在重大的意义
9

方差作为市场交易风险的

一种量化的量度&在交易越来越频繁(交易方式越来

越复杂的金融环境中&重要性日趋突显&因此衍生出

了方差和波动率互换市场
9

方差互换是众多互换产品的一种&它是一份远

期合约&收益基于某资产指数的实际方差
9

合约买方

从签订方可获得的收益取决于整个合约期内实现的

资产指数波动率超出合约签订时敲定的波动率的多

少&偿付额为一设定的单位乘数与此差值的乘积&即
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式中#

8

是名义本金&

"

$

S

是实际

方差&

S

$

QJS

是敲定方差
9

现今&在原有方差互换的基础

上&又衍生出新一代方差互换产品&包括#

67SSCW7S

方差互换(

0JIIJ

方差互换和
67EWCOC7EJ8

方差互

换等
9

风险来源于不确定性&国外的波动率交易会广

泛地开展&源于对风险的重视
9#&&"

和
#&&G

年的金

融危机为金融市场带来了很高的波动率风险水平

后&波动率衍生产品便蓬勃发展起来&与之相关的产

品模型的建立和定价研究&也有了重大进步
9

具有代

表性的较早学者有
:;SIJE

等)

#

*和
:;O;I

X

8;

等)

$

*

&

他们揭示了方差互换产品的性质&以
V8J<Y4<N78;D

期权定价理论为基础&提出通过一系列标准期权的
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投资组合来复制相应的互换'

VS7<YNJUD

等)
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*对波动

率衍生产品价格提供了近似解析解'他们的理论研

究促进了方差互换产品的兴起和发展
9

本文使用偏微分方程!

e:3

"方法建立了方差互

换衍生产品的定价模型&基于控制变量!

<7EOS78

QJSCJO;

"技巧&对随机波动率情形下的一类方差互换

产品的定价问题&提出了一种有效的蒙特卡罗

!

c7EO;6JS87

"计算方法
9

通过进一步的理论分析和

高效率控制变量的选取&大大减小了模拟误差&提高

了计算效率
9

最后&对数值结果进行了分析&并考察

了影响方差互换产品价格的因素
9

本文提出的计算

方法也适用于其他方差互换产品的定价&以及多因

子模型下的衍生产品定价
9
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定价模型

本文对方差互换定价模型的讨论是建立在随机

波动率假设前提下
9

随机波动率问题的研究是从上

世纪
"%

年代开始的
9#&"!

年&

V8J<Y

和
4<N78;D

给出

了股票期权的定价公式&成为衍生品定价上的一项

重大突破
9

然而
V8J<Y4<N78;D

模型假定波动率为一

常数&这一假设无法与期权的实际情况相符合&因为

实际情况下&标的资产的概率分布并不是呈现为一

个对数正态分布&它的两尾不是完全对称的'该假设

也与实际市场不一致&波动率的微笑曲线验证了这

一点
9

随机波动率模型是对确定型波动率模型的拓

展&其概念最先由
bU88

和
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*提出&之后
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及
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*等&对其研究工作做了进一步拓展&

提出不同的随机波动率模型
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本文所使用的随机波动率模型是由
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年最初提出的几何布朗运动的随机

波动率模型
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即在鞅测度下&标的资产
Q

!

B

"和波动

率
"

B

适合如下随机微分方程#

WQ

B

$

Q

B

3

GWB

5"

B

W%

#B

&

"

B

3

!槡 B

!

#

"

W!

B

$

!

B

3)

WB

5"

j

W%

$B

!

$

"

式中#

G

为常数&表示无风险利率'

)'

%

和
"

j

'

%

亦

为常数&分别描述方差的漂移和波动情况'

%

#B

和

%

$B

是标准
VS7LE

运动&且
67Q

!

W%

#B

&

W%

$B

"

`

,

WB9

进一步&假设市场无套利&不考虑市场摩擦&下面建

立方差互换产品的定价模型
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的各概率密度没有封闭解&很
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"的解析表达式&所以只能通过数值方法

估计
9

对于此类路径依赖变量的产品定价问题&若用
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以下将应用控制变量技巧研究此计算问题
9

数值

结果表明这是一种有效的方法
9

"

!

控制变量
=>?@A&BCD>

方法

控制变量技巧是一种被广泛使用的减小
c7EO;

6JS87

模拟误差的方法&它是一种充分利用已知量的

估计误差来降低未知量的估计误差的技术)

"

*

9

若

:

#

&0&

:

;

是期权到期回报贴现的
;

次独立模拟

值&那么期权价格的
c7EO;6JS87

估计为
:

%

`

!

:

#

a

0

a:

;

"$

;9

假设得到
:

'

的同时能得到另一个随

机变量
N

的样本
N

'

&

6

)

N

*已知&样本!

N

'

&

!

'

"独

立&则对于确定的数
I

有
:

'

!

I

"

`:

'

HI

!

N

'

H

6

)

N

*"

9

则期权价格的控制变量估计值即为
:

%

!

I

"

`

#

;

%

(

#

$

"

!

:

'

HI

!

N

'

H6

)

N

*""

9

控制变量估计是无

偏估计&且方差为
2JS

!

:

'

!

I

""

`2JS

!

:

"

a

I

$

2JS

!

N

"

H$I 2JS

!

:槡 "

2JS

!

N槡 "

,

N:

9

当最优控

制系数
I

1

`67Q

)

N

&

:

*$

2JS

!

N

"时&上述方差达到

最小&为

2JS

!

:

'

!

I

1

""

3

!

#

4,

$

N!

"

2JS

!

:

'

"

控制变量估计的误差减小效果取决于待定价期权与

控制变量的相关性&相关性越大方差减小效果越好
9

目前&很多学者致力于控制变量
c7EO;6JS87

方

法为金融衍生产品定价的研究
9+;8D7E

)

G

*有相关文

献的系统介绍&在此不再做详细的介绍
9

下面使用
e:3

方法求波动率为常数时方差互

换产品价格&即控制变量的解
9

"!!

!

控制变量问题的求解

考虑另外一种衍生产品&像标准方差互换条款

一样&名义本金也为
8

&敲定方差也为
S

$

QJS

&同样的

观察日期
B

%

%̀

&

B

%

+

B

#

+

0

+

B

#

`F

&但标的资产

过程
Q

B

服从常数几何布朗运动

WQ

B

$

Q

B

3

GWB

5"

<

W%

#B

!

"

"

式中#

G

'

%

为无风险利率'

"

<

'

%

为波动率'

%

#B

与

式!

#

"中
%

#B

为相同的布朗运动
9

产品的收益函数也为
)

!

Q

%

&

Q

#

&0&

Q

#

"&

%`

%

!

Q

&

B

"表示该产品价值&定价模型为

-

#

%

B

2

%

2

B

5

#

$

"

<

$

Q

$

2

$

%

2

Q

$

5

GQ

2

%

2

Q

4

G%

3

%

&

!!!!

%

+

Q

+

5n

&

B

'

4

#

+

B

&

B

'

%

B

3

F

3

)

!

Q

%

&

Q

#

&0&

Q

#

"

#

$

"

!

G

"

!!

根据
%

在
B

'

处连续&以下求解当有
#

个观察

点时的初值问题!

G

"的解析表达式
9

先考虑单个观测点的情形&则定价模型为

-

#

%

3

%

&

%

+

Q

+

5n

&

%

+

B

&

F

%

B

3

F

3

)

!

Q

%

&

Q

"

#

$

"

其解析解为

%

!

Q

%

&

%

"

`

;

4

GF

)

5

n

4

n

# $槡
%

;F

X

)

4

#

$

$

0

$

*

)

+

!

Q

%

&

Q

%

;

"

<

槡F
0

4

/"

$

<

F

"

W

0

!

&

"

#

个观测点的情形&其定价模型为

-

#

%

#

3

%

&

%

+

Q

+

5n

&

B

#

4

#

&

B

+

B

#

3

F

%

#

B

3

B

#

3

)

!

Q

%

&

Q

#

&0&

Q

#

4

#

&

Q

"

#

$

"

-

#

%

'

3

%

&

%

+

Q

+

5n

&

B

'

4

#

+

B

&

B

'

%

'

B

3

B

'

3

%

'

5

#

!

Q

'

&

B

5

'

"&

'

3

#

&

$

&0&

#

4

"

#

$

#

!!

利用单个观测点的计算结果及
%

在
B

'

处的连

续性&通过归纳法可推得

%

!

Q

%

&

%

"

3

;

4

GF

)

5

n

4

n

0

)

5

n

4

n

# $槡
%

"

#

+

;F

X

)

4

!

0

$

#

5

0

50

$

#

"

$

*

)

!

Q

%

&

Q

%

;

"

<

1

B槡 #

0

#

4

/"

$

<

1

B

#

&

0&

Q

%

;

"

<

1

B槡 #

0

#

4

/"

A

$

1

B

#

5

0

5

"

A

1

B槡 #

0

#

4

/"

$

<

1

B

#

"

W

0

#

0

W

0

#

!

#%

"

$%"#



!

第
#$

期 马俊美&等#方差衍生产品定价与控制变量蒙特卡罗方法
!!

取收益函数
)

如式!

!

"&计算得如下定理
9

定理
<

!

基于标的过程!

"

"的具有
#

个观察点

的标准方差互换产品的价格为

%

!

Q

%

&

%

"

3

;

4

GF

8

!

"

$

<

F

5/

$

"

?

<

%

#

'

3

#

1

B

'

$

4

S

QJS

$

"

!

##

"

其中&

8

&

G

&

"

<

&

S

QJS

&

F

具体含义与前文相同&

/

#̀

$

$HG

$

"

$

<

9

证明
!

由式!

#%

"计算可得

%

!

Q

%

&

%

"

3

;

4

GF

)

8

%

#

'

3

#

)

5

n

4

n

0

)

5

n

4

n

##

!

$槡
%

"

#

+

;F

X

)

4

!

0

$

#

5

0

50

$

#

"$

$

!

*

" 1

B槡 '

0

'

4

/"

$

1

B

"

'

$

W

0

#

0

W

0

#

4

)

5

n

4

n

0

)

5

n

4

n

#

$!

$槡
%

"

#

+

;F

X

)

4

!

0

$

#

5

0

50

$

#

"$

$

*

S

QJS

$

W

0

#

0

W

0

*

#

3

;

4

GF

8

!

.

#

4

.

$

"

则

.

$

3

S

$

QJS

!

$槡
%

"

#

C

#

'

3

#

)

5

n

4

n

;F

X

)

40

$

'

$

$

*

W

0

'

3

S

$

QJS

.

#

3

#

!

$槡
%

"

#

%

#

'

3

#

)

5

n

4

n

0

)

5

n

4

n

;F

X

)

4

!

0

$

#

5

0

50

$

#

"$

$

*

+

!

"

$

1

B

'

0

$

'

4

$

/"

!

1

B槡 '

1

B

'

0

'

5/

$

"

?

1

B

$

'

"

W

0

#

0

W

0

#

3

#

!

$槡
%

"

#

%

#

'

3

#

!

D

#

'

5

D

$

'

5

D

!

'

"

D

#

'

3

)

5

n

4

n

0

)

5

n

4

n

;

4

#

$

!

0

$

#

5

0

5

0

$

#

"

"

$

1

B

'

0

$

'

W

0

#

0

W

0

#

3

"

$

1

B

'

!

$槡
%

"

#

D

$

'

3

)

5

n

4

n

0

)

5

n

4

n

;

4

#

$

!

0

$

#

5

0

5

0

$

#

"

+

$

"

!

/ 1

B槡 '

+

1

B

'

0

'

W

0

#

0

W

0

#

3

%

D

!

'

3/

$

"

?

1

B

$

'

!

$槡
%

"

#

所以
.

#

3"

$

F

5/

$

"

?

%

#

'

3

#

1

B

$

'

M

从而&

%

!

Q

%

&

%

"

3

;

4

GF

8

!

"

$

F

5/

$

"

?

%

#

'

3

#

1

B

$

'

4

S

$

QJS

"

M

"!"

!

方差互换定价的控制变量技巧算法设计
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动率
"

1

<

的搜索区间定为)

%9#=H%9%=

&

%9#=a

%9%=

*&时间方向做
#%%

步离散&由于敲定波动率

S

QJS

是个常数减量&不影响对计算结果的分析&所以

不妨取
S

QJS

%̀9

下面分别记录了观察次数
# #̀

和

# =̀

时的计算结果
9

当观察次数
# #̀

时&表
#

记录了不同模拟路

径数
;

对应的数值结果
9

表
<

!

!P<

时的模拟结果

D%8><

!

D#$57(?+%-7/,&$5?+-5;7-#!P<

;

$次 !

"

<

"

#

!

"

1

<

"

$

P :

6

$

#%%% %9#=%% %9#=%% #=&9%A#? $#9!&?# %9%%A#

$%%% %9#=%% %9#=%% #?"9!G#" $#9!&!A %9%%?"

=%%% %9#=%% %9#=%% #?A9$"=G $#9?%#! %9%%!#

#%%%% %9#=%% %9#=%% #?$9"%=# $#9!&G" %9%%$$

#=%%% %9#=%% %9#=%% #?$9$$?" $#9!&G? %9%%#G

!!

表
#

中&!

"

<

"

#

表示由定理
$

所确定的波动率常

数'!

"

1

<

"

$

表示经过最优化搜索到的最优波动率常

数'

:

表示产品的价格'

6

$

表示控制变量
c7EO;

6JS87

模拟误差'若
6

#

表示传统
c7EO;6JS87

模拟误

差&则
P`6

#

$

6

$

&表示误差减小倍数
9

从表中结果

可看到&每次搜索到的最优波动率常数都是

%9#=%%

&与由定理
$

确定的
"

<

相等'控制变量技巧

具有明显的减小模拟误差的效果&误差减小倍数都

在
#?%

以上&不使用控制变量的模拟路径数需要增

加
P

$倍才能达到给定模拟路径数的控制变量估计

的精度
9

随着模拟路径数的增加&控制变量估计误差

逐渐变小&计算的产品价格比较稳定
9

图
#

记录了部分最优常数波动率的搜索情况&

即误差减小倍数与控制变量的波动率常数关系图&

试验结果显示误差减小倍数
P

与控制变量常数波

动率
"

<

非常敏感'每次模拟的误差减小倍数&在以最

优的
"

1

<

%̀9#=%%

为中心呈对称分布
9

图
<

!

!P<

时的搜索情况

=7

)

><

!

"$%&3#$0&$5?+-5;7-#!P<

进一步考察了方差互换产品的价格与模型参数

)

&

S

&

F

的量化关系&见图
$9

方差互换的价格随
)

的变大不断变大
9

这是因为如果波动率值有一个不

断增加的趋势&标的资产的波动将会越来越厉害&高

风险对应高收益&相应的产品价值将攀升
9

产品价值

与敲定方差呈反比关系&同时与合约期限的长短也

有一定的关系
9

期限越长&意味着不确定的因素越

多&从而隐含的风险就高
9

而对一份金融产品而言&

高风险必然要求高回报&故而期限长的互换在其他

一致的前提下其价值高于期限短者
9

为便于比较&记录了观察次数
# =̀

时的部分

数值计算结果&见表
$

和图
!9

?%"#
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第
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期 马俊美&等#方差衍生产品定价与控制变量蒙特卡罗方法
!!

图
@

!

模拟次数
@RRR

次控制变量的波动率
R><E

时方差互换产品价格与参数
+

&

*

&

+

的关系

=7

)

>@

!

K&73$/1-#$I%&7%,3$5;%

6

%

)

%7,5-

6

%&%($-$&5

+

&

*

&

+

表
@

!

!PE

时的模拟结果

D%8>@

!

"7(?+%-7/,&$5?+-5;7-#!PE

;

$次 !

"

<

"

#

!

"

1

<

"

$

P :

6

$

#%%% %9#=%% %9#=#% &!9"A%" $#9AG&= %9%%?A

$%%% %9#=%% %9#=%% &#9?#"G $#9AGG% %9%%!=

=%%% %9#=%% %9#=%% &%9=G$? $#9A&## %9%%$$

#%%%% %9#=%% %9#=%% G"9&%?! $#9AG"& %9%%#A

#=%%% %9#=%% %9#=%% GG9$AG? $#9AG"! %9%%#!

图
A

!

!PE

时的搜索情况

=7

)

>A

!

"$%&3#$0&$5?+-5;7-#!PE

!!

结果表明&

# =̀

时的变化规律与
# #̀

时的变

化规律比较一致&最优波动率常数在
%9#=%%

附近取

得&只在
; `#%%%

次时&搜索的最优波动率为

%9#=#%

&与定理
$

确定的
%9#=%%

略有波动&但可看

到此时的减小倍数
&!9"A%"

与
%9#=%%

时对应的减

小倍数
&!9"%?"

差别很小
9

控制变量估计误差随着

模拟次数增加也有减小趋势&每次模拟计算得到的

产品价格较稳定&略高于
# #̀

时的价格
9

由图
!

可

看出&误差减小倍数仍以最优值为中心成对称分布
9

#

!

结语

本文用控制变量技巧对方差互换衍生产品进行

定价&通过选取高效的控制变量大大减小了模拟误

差&提高了计算效率
9

该算法不仅可以类似地推广到

其他方差互换衍生产品&如
67SSCW7S

方差互换等产

品价值的计算&也可以为其他随机波动率模型下的

衍生产品的定价及多因子模型价格的计算等提供有

效思路
9
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