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负载扰动下磁浮车辆多点悬浮建模与控制

徐俊起 1，林国斌 1，陈 琛 1，2，3，荣立军 1，吉 文 1

（1. 同济大学 磁浮交通工程技术研究中心，上海 201804；2. 同济大学 道路与交通工程教育部重点实验室，上海 201804；
3. 同济大学 交通运输工程学院，上海 201804）

摘要：以同济大学磁浮交通工程技术研究中心研制的低速

磁浮车辆为研究对象，研究非线性时变扰动下多点悬浮的控

制算法设计及优化问题。建立多点悬浮的非线性数学模型，

并基于交叉耦合控制算法对各个悬浮点的输出误差进行补

偿。与单点比例‒积分‒微分（PID）控制算法的比较结果表

明，基于交叉耦合的反馈控制算法，能够克服以往基于假设

完全解耦设计出的控制算法的不足，具有较高的控制精度和

较强的鲁棒性。最后，通过试验验证负载扰动下交叉耦合反

馈控制算法的有效性。
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Modeling and Control of Multi-point
Levitation of Maglev Vehicle Under
Loading Disturbance

XU Junqi1，LIN Guobin1，CHEN Chen1，2，3，RONG Lijun1，
JI Wen1
（1. Maglev Transportation Engineering R&D Center， Tongji
University，Shanghai 201804，China；2. Key Laboratory of Road
and Traffic Engineering of the Ministry of Education，Tongji
University， Shanghai 201804， China； 3. College of
Transportation，Tongji University，Shanghai 201804，China）

Abstract： Taking the low-speed maglev vehicle in
Maglev Transportation Engineering R&D Center of Tongji
University as the research object， the design and
optimization of control algorithm for multi-point levitation
under nonlinear time-varying disturbance is discussed in
this paper. Firstly，the nonlinear mathematical model of
multi-point levitation is established，and the output errors
of each levitation point are compensated based on cross-

coupling control algorithm. Compared with the single-

point PID control algorithm， the feedback control

algorithm based on cross-coupling can overcome the
shortcomings of the previous control algorithm based on
the hypothesis of complete decoupling and has high
control accuracy and strong robustness. Finally， the
effectiveness of the cross-coupling feedback control
algorithm is verified by experiments.

Key words： maglev train； multi-point levitation；

loading disturbance；cross coupling

自2003年上海高速磁浮示范线投入运营以来，

日本、韩国和中国又先后建成了四条中低速磁浮应

用线。经过半个多世纪的研发和初期应用，磁浮交

通正逐步进入推广应用阶段。磁浮列车以其独特的

无接触悬浮运行特点，吸引了众多专家学者的关注。

车辆悬浮系统的性能是磁浮交通的关键指标，而这

一性能指标最初的悬浮控制技术研究大多基于单点

悬浮系统，仅仅关注悬浮的稳定性。然而，随着研究

的进行，越来越多的学者发现，应该更深入地分析悬

浮系统在不同激励扰动下的动态响应品质、系统鲁

棒性及抗干扰性等。Kim 等［1］、Al-Muthairi 等［2］基

于单电磁铁线圈进行控制器设计，分别提出模糊比

例‒积分‒微分（PID）控制、滑模变结构控制等方法

对磁浮车辆进行悬浮控制，有效提高了单电磁铁线

圈悬浮间隙的控制精度，但是仍未解决参数调试难

问题。Chen等［3］基于柔性轨道单跨简支梁的动力学

方程和悬浮电磁铁自身的非线性方程以及径向基函

数（RBF）网络逼近原理，设计了磁浮系统的滑模自

适应状态反馈控制器，但是没有考虑实际系统中多

点共同支撑悬浮时可能存在的输出不一致问题。陈

琛等［4］建立了轨道分段链式结构的离散形式和轨道
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结构的运动方程，采用虚拟激励法将轨道不平顺产

生的随机激励转化为系统输入激励，并将轨道随机

高低不平顺作为振动激励源进行车轨振动控制，但

是没有对控制算法进行有效优化。封伟［5］、李奇南

等［6-7］以钢板为例，分析了多个电磁铁协调下悬浮间

隙控制的超静定问题，但算法并未得到有效验证。

张敏等［8］基于中低速磁浮列车中电磁铁线圈的连接

方式及分布方式，提出一种更为科学的电磁铁连接

方式，并与现有系统进行对比，验证该连接方式的优

越性。由于交叉耦合系统能够在多体或多轴系统中

进行有效的输入输出协同，因此在多电机传动、多体

机器人协同配合等领域得到了比较普遍的应用［9-10］。

基于非线性动力学方程搭建多点系统的悬浮模

型，并设计负载扰动下多点悬浮控制算法。首先定

义各悬浮点间的误差关系，然后基于交叉耦合控制

算法对各悬浮点的输出误差进行补偿，最后针对负

载扰动变化进行系统改进。基于Nyquist稳定性判

据确定闭环系统的控制参数调节范围，从而在降低

调试难度的情况下提高系统悬浮稳定性。

1 悬浮系统模型

由磁浮列车悬浮系统结构可知，每列车厢的悬

浮系统由若干个相互独立的悬浮架构成，每个悬浮

架由4个悬浮点构成，如图1、2所示。下面首先分析

单点悬浮模型，然后对单侧模型进行相应建模。

1. 1 单点悬浮系统模型

以同济大学低速磁浮试验车为例，假定悬浮系

统可以进行完全解耦。为便于分析，将悬浮系统假

定为单电磁铁控制系统，在忽略耦合作用的情况下

进行系统建模。单电磁铁控制系统包括磁浮轨道、

电磁铁模块、悬浮控制器、电涡流间隙传感器、斩波

器等。单电磁铁控制系统如图3所示［11-13］。

图3中，电磁力F（B，z）由悬浮电磁铁产生，z（t）
是电磁铁和磁浮轨道之间的间隙，i（t）是流过电磁铁

线圈的电流，u（t）是电磁铁线圈两端的激励电压，

B（t）是悬浮电磁铁表面的磁通密度，A是电磁铁的磁

极面积，mg是车体重力。由于悬浮系统最重要的是“浮

车”和“落车”过程，因此仅仅考虑竖直方向自由度。

基于电流控制的悬浮电磁力可以描述为

F= dWm

dz = d
dz ∫wmdV =

d
dz ( )1
2
ϕ2r z
μ0A

= 1
2
ϕ2r
μ0A

（1）

式中：wm是磁场能量密度；Wm是体积V的磁场能

量；μ0是真空磁导率；ϕr是主磁通；z是悬浮间隙（未

考虑时间变量）。

悬浮电磁铁的控制电压方程如下所示：

u ( t )=Ri ( t )+ dψ
dt ≈

d(Nϕr)
dt =Ri ( t )+

μ0N 2A
2z ( t )

di ( t )
dt - μ0N 2A

2( z ( t ) )2
dz ( t )
dt （2）

式中：ψ是间隙磁链；R是磁阻；N是线圈数。

基于牛顿定律，单点悬浮系统的动力学方程可

表示为

mz̈ ( t )=-F ( t )+mg （3）

式中：g是重力加速度；m是车体质量。

悬浮系统的非线性模型如下所示［14］：

图1 磁浮车辆结构侧视图

Fig. 1 Side view of maglev vehicle structure

图2 磁浮车辆悬浮架俯视简图

Fig. 2 Overlooking sketch of levitation frame of
maglev vehicle

图3 单电磁铁控制系统

Fig. 3 Single electromagnet control system
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μ0AN 2

4 ( )i0z0
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F ( i，z )= μ0AN 2

4 ( )i ( t )
z ( t )

2

mz̈=-F ( i，z )+mg

u ( t )=Ri ( t )+ μ0N 2A
2z ( t )

di ( t )
dt - μ0N 2A

2( z ( t ) )2
dz ( t )
dt
（4）

式中：( i0，z0)表示平衡点。

1. 2 单侧悬浮架电磁铁线圈系统协同模型

为分析低速磁浮车辆控制器的协调作用，将两

侧 8个电磁铁线圈假设为 2个完全相等的 4个电磁

铁线圈并分别协同，如图 4所示。由于电磁铁线圈

之间采用刚性连接，因此单侧电磁铁的连接结构可

视为杆结构。单侧 4个线圈采用 2个控制回路进行

连接，并且两头安装对应电磁铁，因此仅需要对2个
回路的输出进行协同，机械结构如图5所示［15-17］。

根据运行要求，在悬浮精度允许的范围内作如

下假设：

（1）对于四线圈耦合件而言，轨道具有无穷大的

刚度系数，因此只对四线圈耦合件相对于轨道的运

动关系进行分析。

（2）假定漏磁通现象和磁场边缘效应不存在，并

且忽略铁芯和轨道磁阻。

（3）4个线圈排列均匀，质量分布均匀。

设单侧悬浮架在竖直方向上的位移为 zcg，转动

时产生的线位移为 zcθ，期望间隙为 ztar，线圈之间距

离为 2l，系统二系悬挂参数为 ks、cs，悬浮模块（线圈

组）相对于轨道的转角为θ，如图6所示。

假设θ很小时zcg和zcθ与单侧线圈输出间隙的关

系为

zcg =
z1+ z3
2 ，zcθ =3θl=

z1- z3
2 （5）

式中：z1、z3分别为由传感器1和传感器3直接测得的

间隙。z1、z3与单侧悬浮架运动坐标系中的位移 zcg、
zcθ存在如下变换关系：

é
ë
ê

ù
û
ú

zcg
zcθ
= 1
2
é
ë
ê

ù
û
ú

1 1
1 -1

é
ë
ê
ù
û
ú
z1
z3

，é
ë
ê
ù
û
ú
z1
z3
= é

ë
ê

ù
û
ú

1 1
1 -1

é
ë
ê

ù
û
ú

zcg
zcθ

（6）

将式（6）中常数矩阵定义为坐标系变换矩阵，如下

所示：

Q= é
ë
ê

ù
û
ú

1 1
1 -1

é
ë
ê
ù
û
ú
z1
z3

，Q-1 = 1
2
é
ë
ê

ù
û
ú

1 1
1 -1 （7）

单侧电磁铁线圈电磁力的合力FL为4个线圈提

供电磁力的叠加，计算式如下所示：

FL =F1+F1_mid+F3_mid+F3 （8）

式中：F1、F1_mid、F3_mid、F3分别为线圈 1~4所提供的

悬浮力。

质心平动的动力学方程可描述为
FL-mg=-mz̈cg （9）

单侧悬浮架绕质心转动的相关动力学方程可描述为

Tθ = Iθ̈，Tθ = I
z̈cθ
3l =(-3F1-F1_mid+

F3_mid+3F3) l （10）

式中：I为转动惯量。定义转动等效质量 mθ =
I/(9l2)，可将式（10）进一步改写为

mθ z̈cθ =- 13 (3F1+F1_mid-F3_mid-3F3)（11）

令转动力Fθ =-mθ z̈cθ、垂向力Fg =-mz̈cg，则单侧

悬浮架运动坐标系中的运动特性可描述为

é
ë
ê

ù
û
ú

Fg
Fθ
= é

ë
ê

ù
û
ú

-m 0
0 -mθ

é
ë
ê

ù
û
ú

z̈cg
z̈cθ

（12）

图4 电磁铁线圈作用下的悬浮系统结构（单侧）

Fig. 4 Structure of levitation system under the
action of electromagnet coils (one side)

图5 单侧线圈耦合模型

Fig. 5 Coupling model of one-side coil

图6 单侧线圈作用下轨道变形和间隙变化示意图

Fig. 6 Schematic diagram of track deformation and air
gap change under the action of one-side coil
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悬浮力在单侧悬浮架运动坐标系与传感器坐标系下

的变换关系为

é
ë
ê

ù
û
ú

Fg
Fθ
=Q é

ë
ê

ù
û
ú

3F1+F1_mid
F3_mid+3F3

，é
ë
ê

ù
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3F1+F1_mid
F3_mid+3F3

=Q-1 é
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ê

ù
û
ú

Fg
Fθ
（13）

进而得到
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3F1+F1_mid
F3_mid+3F3

（14）

传感器坐标系下单侧悬浮架动力学方程可以描述为

é
ë
ê
ù
û
ú
z̈1
z̈3
=Q

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

- 1
m -

1
mθ

- 1
m +

1
mθ

- 1
m +

1
mθ

- 1
m -

1
mθ

é
ë
ê

ù
û
ú

3F1+F1_mid
F3_mid+3F3

（15）

根据以上分析可以看出，如果对单侧悬浮架进

行整体分析，仅考虑 2个控制回路悬浮间隙即可固

定整体悬浮。由式（15）所示动力学方程的系数矩阵

可以看出，系数矩阵为非对角阵，因此可以判断多点

悬浮系统中不同输出之间存在耦合［18］。

根据以往磁浮车辆单电磁铁悬浮系统的相关研

究［1-4］，可以得到只考虑单电磁铁情况下的动力学描

述与电磁特性描述。假设平衡点为 ( i0，z0)，在该点

线性化可以得到
ΔFj= kcΔij- kzΔzj，j=1，1_mid，3_mid，3（16）

式中：kc为关于悬浮力变化量与悬浮电流变化量的

变化系数；kz为关于悬浮力变化量与悬浮间隙变化

量的变化系数；ΔFj为不同线圈产生的悬浮力变化

量；Δij、Δzj为对应的电流变化量和间隙变化量。kc
和kz可表示为

ì

í

î

ïï
ïï

kc =
∂F ( i，z )
∂i | ( i0，z0) = μ0N 2A

2
i0
z20

kz =
∂F ( i，z )
∂z | ( i0，z0) =- μ0N 2A

2
i20
z30

（17）

电磁铁线圈运动方程与控制电压特性方程可以

由下式得到：

{mΔz̈=-kcΔi+ kzΔz+ fdΔu=RΔi+ μ0N 2A
2z20

Δi̇- kcΔż

（18）

式中：Δu为控制电压变化量；Δi为稳定悬浮时电流

变化量；Δz为稳定悬浮时悬浮间隙变化量；fd为负载

扰动力。

根据式（16）~（18）可以得到

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

Δz̈1 = ( )- kc
m -

kc
mθ
Δi1+ ( )kz

m +
kz
mθ
Δz1+ ( )- kc

m +
kc
mθ
Δi2+ ( )kz

m -
kz
mθ
Δz2

Δz̈3 = ( )- kc
m +

kc
mθ
Δi1+ ( )kz

m -
kz
mθ
Δz1+ ( )- kc

m -
kc
mθ
Δi2+ ( )kz

m +
kz
mθ
Δz2

（19）

为简化方程书写，可以作如下假设：

a21 = a54 =
kz
m +

kz
mθ

，a23 = a56 =-
kc
m -

kc
mθ

，a24 =

a51 =
kz
m -

kz
mθ

，a26 = a53 =-
kc
m +

kc
mθ

，a32 = a65 =

2ztarkc
μ0N 2A

，a33 = a66 =-
2ztarR
μ0N 2A （20）

悬浮间隙误差、悬浮间隙误差变化速率以及悬

浮 电 流 偏 差 可 以 采 用 向 量 形 式 表 示 ，即

[ Δzn Δżn Δin ]T，n=1，3。
结合式（20），采用一般空间状态方程对单侧悬

浮架开环模型进行描述，如下所示：
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（21）

式中：b31、b32分别为悬浮点1和悬浮点3所对应的控

制增益；y为系统输出。

对单侧悬浮架悬浮系统输入输出以传递函数的

形式进行描述，如下所示：
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úú

Δz1 ( s )
Δz3 ( s )

= é

ë
êê

ù

û
úú

G11 ( s ) G12 ( s )
G21 ( s ) G22 ( s )

é

ë
êê

ù

û
úú

Δu1 ( s )
Δu3 ( s )

（22）

传递函数矩阵中的各个子传递函数如下所示：
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G11 ( s )=G22 ( s )=
-kc (m+mθ) ( )s3+ 2ztarR

μ0N 2A
s2- 8kzztarR

(m+mθ) μ0N 2A

mmθ
μ0N 2A
2ztar ( )s3+ 2ztarR

μ0N 2A
s2- 42kzztarR

mθμ0N 2A ( )s3+ 2ztarR
μ0N 2A

s2- 42kzztarR
mμ0N 2A

（23）

G12 ( s )=G21 ( s )=
-kc (m-mθ) ( )s3+ 2ztarR

μ0N 2A
s2

mmθ
μ0N 2A
2ztar ( )s3+ 2ztarR

μ0N 2A
s2- 42kzztarR

mθμ0N 2A ( )s3+ 2ztarR
μ0N 2A

s2- 42kzztarR
mμ0N 2A

（24）

式（22）~（24）中：s为对应特征值。根据对传递函数

矩阵中各个子传递函数的相关描述，可以确定

G12 ( s )、G21 ( s )为非零且有理，单侧悬浮架两端状态

变量传递函数矩阵为非对角阵。由此可以确定，两

端状态变量中不同输出之间存在耦合关系［19-20］。

2 悬浮控制算法仿真平台设计

针对不同模型进行仿真分析（见图7），验证所设

计控制算法在抑制动态扰动以及提升系统控制精度

方面的有效性。

该仿真平台共由以下六部分组成：

（1）基于动力学方程对车体进行基本约束，定义

时只考虑垂向位移以及多电磁铁间位移输出不同步

的垂向摆动，不考虑横向位移。

（2）对如表1所示的系统物理参数进行定义。

（3）选取单点悬浮状态方程所需状态变量或者

多点悬浮协同输出下状态变量用以构造模型。

（4）基于Simulink设计相关控制算法，并进行相

关参数调试。

（5）采集相关变量进行网络通信，构成闭环控制

回路，并接出相关信号线以便系统调试。

（6）保存仿真计算结果，对于不同控制算法进行

比较分析。

3 控制算法设计

3. 1 PID控制算法

PID控制算法是最为经典且使用最为广泛的线

性化控制方法，控制原理如图8所示［21］。图8中，KP、

KI、KD分别为比例控制增益、积分控制增益以及微

分控制增益。

采用PID控制时，如图3所示的控制表达式为

u ( t )=KPe ( t )+KI ∫0
t

e ( τ ) dτ+KD
de ( t )
dt =

KP ( )e ( t )+ 1
TI ∫0

t

e ( τ ) dτ+TD
de ( t )
dt （25）

式中：e ( t )为悬浮误差；TI为积分时间常数；TD为微

分时间常数。令 τ=0.1，可以得到KP的变化情况及

取值范围，得到的取值范围为（2 500，6 000）。

图7 悬浮系统算法仿真流程

Fig. 7 Simulation flow chart of the algorithm for
levitation system

表1 多点悬浮系统物理参数

Tab.1 Physical parameters of multi-point levitation
system

物理参数
悬浮块质量/kg

线圈匝数
目标间隙/m

电磁铁面积/m2
真空磁导率/(H ⋅m-1)

线圈电阻/Ω
稳定电流/A

漏磁率

参数值

100
700
0.008
0.024

4π×10-7
1.2
19.5
0

图8 PID控制原理框图

Fig. 8 Block diagram of PID control principle
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3. 2 交叉耦合反馈控制算法

对悬浮架单侧线圈的协同控制可看作是两端线

圈为基础的双轴系统，交叉耦合控制可以实现在受

到非线性时变扰动时的同步协调控制。

设 2个线圈的控制参数以及机械参数保持一

致，定义 u1、u3为悬浮点 1和悬浮点 3各自悬浮系统

的控制输入，采用悬浮间隙反馈、悬浮间隙变化速率

反馈两方面构成的双环反馈系统。定义 ε为频域内

悬浮间隙同步误差，可以采用下式进行描述：

ε= kw ( Δz1-Δz3)= ks (( Δz1-Δztar)-
(Δz3-Δztar) )=ks ( e1- e3) （26）

式中：k为交叉耦合加权系数；w为耦合增益系数；e1、
e3分别为悬浮点 1和悬浮点 3反馈系统的悬浮间隙

跟踪误差；ks为交叉耦合增益。

在对悬浮架单侧协同引入悬浮间隙交叉耦合之

后，控制律u1、u3在频域范围内可以表示为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

u1 = kp ( Δz1 ( s )-Δztar ( s ) )+ skvΔz1 ( s )+
Δf1 ( s )+ ε ( s )

u3 = kp ( Δz3 ( s )-Δztar ( s ) )+ skvΔz3 ( s )+
Δf3 ( s )- ε ( s )

（27）

式中：Δf1 ( s )、Δf3 ( s )为单侧悬浮架两端各自对应的

扰动量；kp为悬浮间隙反馈系数；kv为悬浮间隙变化

速率反馈增益。

根据式（27）与式（21），可以得到相关系统的闭

环输出，如下所示：

é

ë
êê

ù

û
úú

Δz1 ( s )
Δz3 ( s )

= é

ë
êê

ù

û
úú

G ( s ) 0
0 G ( s )

é

ë
êê

ù

û
úú

Δztar ( s )
Δztar ( s )

-

é

ë
êê

ù

û
úú

G11c ( s ) G12c ( s )
G21c ( s ) G22c ( s )

é

ë
êê

ù

û
úú

Δf1 ( s )
Δf3 ( s )

（28）

式中：
é

ë
êê

ù

û
úú

G ( s ) 0
0 G ( s ) 是以悬浮间隙为输出变量的传

递函数矩阵，其中G ( s )为 2个线圈各自对应的传递

函数。G ( s )的表达式如下所示：

G（s）=
4μ0AN 2kpkvztar
mμ0AN 2

s3+ 2ztarR
μ0AN 2 s

2+ 4kpkvztar
mμ0AN 2 s+

4ztar ( kpkv- k iR )
mμ0AN 2

（29）

式中：k i为电流误差反馈增益。

从式（29）可以看出，该式与传统单点悬浮系统

传递函数高度一致。由此可以得到，在对系统引入

交叉耦合控制算法后，并不影响以单线圈悬浮间隙

为输出变量的传递函数。

é

ë
êê

ù

û
úú

G11c ( s ) G12c ( s )
G21c ( s ) G22c ( s )

为扰动作用于系统输出的传递

函数矩阵，通过下式对各个子传递函数进行相关描述：

G11c ( s )=G22c ( s )=
k iWA

mmθ
WT

4ztar

1

s3+ R
2WT s2+

( kckv- k iR )WT

m

1

s3+ kckv
mθ
WT s+

k f ( kp+2ks)- kzR
mθztar

（30）

WT=
μ0N 2A
ztar

，WA=(m+mθ)
WT

2 s3+(m+mθ)Rs2+4kckv s+4k f ( kp+ ks)-4k iR

G12c ( s )=G21c ( s )=
-k iWD

mmθ
WT

4ztar

1

s3+ R
2WT s2+

kckvWT

2m + ( kckp- k iR )WT

m

1

s3+ R
2WT s2+

kckv
mθ
WT s+

k f ( kp-2ks)- kzR
mθztar

（31）

WD =(m-mθ)
WT

2 s3+(m-mθ)Rs2+4kcks
式（30）和式（31）中：kf为扰动增益。可以看出，在扰

动作用下，交叉耦合控制增益作用于系统输出的传

递函数矩阵，但对全局悬浮间隙系统反馈不产生

影响。

3. 3 稳定性分析

根据悬浮间隙闭环输出可以得到，在对系统采

取交叉耦合控制策略进行协同输出时，对应的特征

方程为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

s3+ 2ztarR
μ0N 2A

s2+ 2ztarkckv
mμ0N 2A

s+

4( kckp- k iR ) ztar
mμ0N 2A

=0

s3+ 2ztarR
μ0N 2A

s2+ 2ztarkckv
mθμ0N 2A

s+

4( k fkp+ k fks- kzR ) ztar
mθμ0N 2A

=0

（32）
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在进行单点悬浮控制时，同样可以根据悬浮间

隙以及不同反馈控制参数列出特征方程组，因此在

进行悬浮架单侧输出协同控制时得到的式（32）与单

点悬浮控制得到的特征方程组具有高度相似性。根

据式（32）以及特征根和系统稳定性的关系可以得到

kp >
k iR
kc

，kc >
μ0N 2A( kvkp- k iR )

2k iztar （33）

在进行单点悬浮控制时，也可以根据悬浮间隙

以及式（33），得到交叉耦合控制算法在单侧悬浮架

协同控制时所需要满足的稳定性条件，如下所示：

0< ks <
ztark iR
μ0N 2A

+ kzR
2kc -

kpkv
2kc （34）

系统静悬浮时，在系统参数摄动及外载扰动的作用

下，频域内各个线圈之间的悬浮误差可以表示为

E ( s )=Δz1 ( s )-Δz3 ( s )=

4kcztar ( Δf1 ( s )-Δf3 ( s ) )
mθμ0N 2As

s3+ 2ztarR
μ0N 2A

s2+ 4kckvztar
mθμ0N 2A

s+ 4ztar ( k fkp+2k fks-2kzR )
mθμ0N 2A

（35）

根据终值定理得到频域内稳定状态时的同步误

差，如下所示：

Es = e (∞)= lim
s→∞

sE ( s ) Δf1 ( s )-Δf3 ( s )

kp+2ks-
k iR
k f

（36）

式中：Es表示频域内单侧悬浮架悬浮点1和悬浮点3
之间的稳态同步协调误差。通过式（36）可以看出，

耦合增益系数的变化可以对两线圈之间的悬浮间隙

差异进行有效协同，即随着 ks的增大，Es逐渐减小。

交叉耦合系数 ks取值不能过大，当取值过大时，可能

会对系统整体稳定性造成影响。

4 数值仿真

4. 1 PID控制算法仿真

在对磁浮列车悬浮系统进行PID算法仿真计算

时，采用目前广泛使用的线性传递函数模型。控制

参数取KP =5 000，τ=0.1。负载扰动力如图 9所
示。分别对静浮状态以及可变负载状态下的悬浮间

隙进行仿真，如图10和图11所示。

从仿真结果可以看出，当磁浮列车处于静浮状

态时，PID控制算法下的悬浮状态非常平稳，并且静

态误差很小，大约为0. 01 mm。然而，磁浮列车在运

行过程中负载变化不可避免。可变负载状态下悬浮

间隙接近±1 mm，这表明PID控制算法对干扰较为

敏感，系统鲁棒性不强，在多点系统中难以保持悬浮

间隙输出的一致性。

4. 2 交叉耦合反馈控制算法仿真

为了对交叉耦合控制律在低速磁浮车辆多线圈

协同输出中的效果进行验证，同样基于Matlab/
Simulink平台搭建控制模型并进行数值仿真。为了

与PID控制算法在负载变化激励影响下的控制性能

进行对比，分别对悬浮点1施加不同干扰，并在交叉

耦合增益 ks作用下描述4个电磁铁线圈的相互协同

效果。

（1）t=6 s时在悬浮点 1上施加等效扰动量为 3

图9 负载扰动力

Fig. 9 Load disturbance force

图10 静浮状态下悬浮间隙输出

Fig. 10 Output of air gap in static floating state

图11 可变负载状态下悬浮间隙输出

Fig. 11 Output of air gap under variable load
conditions
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mm的阶跃扰动

从图 12看出，交叉耦合协同作用下耦合增益 ks
发挥着重要作用。当 ks =0时，交叉耦合控制算法

不起作用，线圈输出偏差很大。在等效扰动量为 3
mm的阶跃扰动下，悬浮点1的输出悬浮间隙始终为

11 mm，距离 8 mm的期望悬浮间隙误差非常大，无

法实现稳定悬浮。然而，随着交叉耦合系数的增大，

系统同步性增强，悬浮点间能够更好地协同。当

ks =200时，系统同步性最强，不同悬浮点输出的悬

浮间隙误差最小。虽然悬浮点1受到对应的阶跃扰

动，但是由于交叉耦合作用，输出得到强制调整，系

统恢复到稳定悬浮状态，整体误差不超过1. 5 mm。

（1）t=7 s时在悬浮点 1上间隔 4 s施加一次等

效扰动量为±2 mm的方波干扰（共4次）

从图 13a可以看出，在交叉耦合协同作用下，耦

合增益 ks发挥着十分重要的作用。t=7 s时首次对

悬浮点1施加方波时，出现2 mm悬浮间隙误差。与

此同时，由于刚性耦合的作用，悬浮点3同样出现悬

浮误差，大致为 0. 8 mm。在最后一次方波时，对悬

浮点 1造成的悬浮误差有轻微减轻，大致为 1. 8
mm，而悬浮点 3出现的误差仅为 0. 2 mm。仿真结

果表明，在方波扰动期间各个悬浮点输出悬浮间隙

差异较大，各悬浮点间会产生较大耦合扰动，不利于

悬浮稳定。如图 13b所示，ks =50时，悬浮点 1首次

遇到方波扰动的情况下，悬浮间隙误差相对于图13a
有所减轻，而悬浮点3的误差相应放大，此时各个悬

浮点有协同作用的迹象。如图 13c~13d所示，进一

步增大交叉耦合增益时，悬浮点 1在方波扰动下的

悬浮间隙误差有了明显降低，而悬浮点 3的输出误

差与悬浮点1有了明显的一致性。在图13d中，悬浮

点 1在受到方波扰动时误差仅为 0. 5 mm，悬浮点 1

输出误差基本与悬浮点3保持一致。

5 试验验证

以同济大学磁浮交通工程技术研究中心低速磁

浮试验车为例进行悬浮系统仿真，试验车的车轨耦

合系统如图 14所示。分析不同控制算法下试验车

的悬浮情况。

通过冲击力干扰响应，比较多点悬浮系统交叉

耦合控制算法的协同控制与独立控制的性能指标。

试验分为两个步骤：第一步采用 2个悬浮点独立控

制而没有施加交叉耦合控制算法的悬浮控制策略，

第二步采用加入交叉耦合控制算法的协同控制策

略。试验结果如图15~18所示。

从图 15~18可以看出，在加入交叉耦合控制算

法的协同控制策略时，悬浮点 1的间隙波动是未加

交叉耦合控制策略时的 40%，避免了因悬浮点 1间
隙的较大波动而发生该悬浮点滑撬触轨的可能，同

时悬浮点3的间隙波动也有所减小。

图12 阶跃扰动下不同交叉耦合增益的多线圈悬浮间隙响应

Fig. 12 Response of multi-coil air gap with different cross-coupling gains under step disturbance
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图15 悬浮间隙响应（未施加协同作用）

Fig. 15 Levitation air gap response (no synergistic
effect)

图17 悬浮间隙响应（协同作用）

Fig. 17 Levitation air gap response (synergistic
effect)

图14 车轨耦合系统

Fig. 14 Vehicle-rail coupling system

图16 电流响应（未施加协同作用）

Fig. 16 Current response (no synergistic effect)

图13 方波扰动下不同交叉耦合增益的多线圈悬浮间隙响应

Fig. 13 Response of multi-coil air gap with different cross-coupling gains under square wave disturbance
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6 结语

以单点悬浮模型为基础构造了多点悬浮模型，

并且通过求解多点系统中子传递函数来确定多点悬

浮系统不同输出之间存在耦合。引入交叉耦合控制

算法，基于特征方程求解系统稳定所需要的控制参

数，并且给出了频域内的同步误差。不断调节交叉

耦合增益 ks，可以有效改善多点悬浮输出不一致的

问题。交叉耦合增益使得悬浮点的输出强制同步，

提高系统的鲁棒性，从而改善悬浮系统稳定性。
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