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基于降维观测器与多胞体方法的执行器故障检测

朱芳来， 李铭伟
（同济大学 电子与信息工程学院，上海 201804）

摘要：针对具有执行器故障且状态方程和输出方程同时受

到外部扰动影响的离散系统，研究了降维观测器设计方法和

基于多胞体理论的区间估计方法，并在此基础上提出了基于

区间估计的执行器故障检测方法。首先，通过适当的状态等

价变换，将原系统分解成2个降维子系统，使得一个子系统可

以直接解耦干扰。然后，在无执行器故障发生的前提下，基

于对干扰解耦的子系统，提出了一种降维观测器设计方法，

实现了原系统状态的渐近收敛估计。其次，针对具有干扰的

子系统，设计了Luenberger型观测器，并结合多胞体理论，提

出了一种对可测输出的区间估计方法。之后，基于可测输出

的区间估计，提出了一种残差的构造方法，以此提出了一种

执行器故障检测新方法。最后，给出了仿真设计和分析，验

证了方法的有效性。

关键词：执行器故障；故障检测；降维观测器；区间估计；多

胞体方法；残差构造。
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Actuator Fault Detection based on 
Combination of Reduced-order Observer 
and Zonotope Method

ZHU　Fanglai， LI　Mingwei
（College of Electronics and Information Engineering， Tongji 
University， Shanghai 201804， China）

Abstract： For the discrete-time system with actuator 
fault， and the state equation and output equation are 
affected by external disturbance， the reduced-order 
observer design method and interval estimation method 
based on the zonotope theory are studied， and an interval-
observer-based actuator fault detection method is 
proposed. First， the original system is decomposed into 
two reduced-order subsystems by an appropriate state 
equivalent transformation， so that one subsystem can 
directly decouple the disturbance. Then， under the 

assumption that system has no actuator fault， a reduced-

order observer design method is proposed for the 
subsystem without disturbance to obtain the asymptotic 
convergence state estimation of the original system. Next， 
a Luenberger observer is designed for another subsystem， 
and by combining it with the zonotope theory， an interval 
estimation method for measurable output is proposed. 
Afterwards， based on the interval estimation of the 
measurable output， a new actuator fault detection method 
is proposed by constructing a new residual. Finally， a 
simulation example is given and analyzed to verify the 
effectiveness of the method.

Key words： actuator fault； fault detection； reduced-

order observer； interval estimation； zonotope method；

residual construction 

故障检测与隔离可用来检测系统中故障的发生

并发出警示信号。实际系统往往由于组件失灵或运

行条件的改变， 系统的状态或性能发生意想不到的

变化， 这种现象可以归为系统发生了故障。故障检

测与隔离（fault detection and isolation，FDI）的目的

是当系统存在故障时产生警报信号（FD）， 并找出故

障发生的位置（FI）， 以便后续采取相应的措施削弱

或消除故障的负面影响。FDI方法可以分为基于模

型的方法和基于数据的方法两大类别。在基于模型

的故障检测方法中， 基于观测器的FDI是最为有效

的方法之一， 该类方法目前已经取得了很多突出的

研究成果［1-4］。例如， 文献［1］针对离散广义系统， 提
出了一种基于 H-/L∞ 观测器及多胞体残差构造的

故障检测和隔离方法， 该方法由于考虑了H-性能

指标， 相比传统的基于多胞 7讨论了互联系统的故

障估计和调节问题。
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近期一种特别的观测器——区间观测器，越来

越受到学者们的关注。区间观测器不同于需要对系

统状态进行渐近收敛估计或邻域稳定估计的

Luenberger观测器， 它只需提供系统状态的一个稳

定的上下界估计。与传统的Luenberger型观测器相

比， 区间观测器能更加便利地处理未知输入（外部

扰动、执行器故障和模型不确定性）和非线性项。这

是由于未知输入和非线性项的很大一部分信息， 例
如观测器匹配条件和Lipschitz条件等可以在区间观

测器的设计中被忽略。由于这样的特点， 区间观测

器的研究得到了学者们的极大关注， 并产生了众多

的研究成果［5-11］。最近， 多胞体理论被应用于离散时

间系统， 通过迭代计算得到包围系统状态的最小多

胞体， 以此得到系统状态的区间估计［12-14］。实际上， 
将多胞体理论应用于离散时间系统这一方法构成了

一种特别类型的区间观测器。基于多胞体理论的

FDI方法近几年得到了极大的关注， 并且有众多优

秀的研究成果［15-16］。

基于观测器的FD方法， 通常要求所设计的观

测器针对干扰鲁棒而对故障敏感， 这样的观测器可

以作为故障检测器。其主要技术手段之一就是构造

合理的残差， 通过残差来标志故障是否发生。如果

采用基于 Luenberger 类观测器的 FD 方法， 通常采

用测量输出向量及其估计值的偏差构造残差。区间

观测器作为一种未知输入观测器的特殊类型， 其产

生的残差区间估计实际上是残差天然的阈值。因

而， 基于区间观测器的 FD 方法成为了基于模型

FDI 方法的主要方法之一［17-21］。例如， 文献［17］重

点比较了基于集论未知输入观测器的方法和基于区

间观测器方法的故障检测鲁棒性。文献［18］研究了

具有有界扰动的离散线性变参数系统的故障检测

问题。

针对执行器故障和扰动同时直接影响状态方程

和输出方程的系统， 本文基于Luenberger型观测器

和多胞体方法的结合研究执行器故障检测的问题。

设计降维观测器并分析观测器误差动态系统的稳定

性，使用多胞体方法提出状态的区间估计方法，并给

出新的残差构造方法，实现执行器故障的检测。

1 离散系统的问题描述 

在给出问题描述之前，先给出一些符号说明。

假设A= [aij ]∈Rn × m 和B= [bij ]∈Rn × m，则A≤
B⇔aij ≤ bij ( i = 1，⋯，n；j =1，⋯，m )。 设 A=

[aij ]∈Rn × m， max (0，A)=[αij ]∈Rn × m， 而 αij =
max (0， aij)。∀x∈Rn， diag (x )表示以向量x为对角

元的 n × n 阶对角方阵。设M为对称方阵， M≺ 0
表示M为负定矩阵。

考虑一类受到未知输入和执行器故障影响的离

散时间线性系统

x ( k + 1)=Ax ( k )+B(u( k )+ fa ( k ) )+Dη( k )
y ( k )=Cx ( k ) （1）

式中：x ( k )∈Rn，u( k )∈Rm，y ( k )∈Rp和η( k )∈Rq分别

为系统状态， 已知控制输入，可测量输出和未知输

入。A∈ Rn × n， B∈ Rn × m， C∈ Rp × n 和D∈ Rn × q 为已

知的常数矩阵。矩阵B和D为列满秩， 而C为行满

秩 ， 并 有 n ≥ p ≥ q。 不 失 一 般 性 ， 假 设

C= [ Ip O ]。

假设 1　秩条件 rank é
ë
êêêê ù

û
úúúúsI-A D

C O
= n + q对所

有满足| s |≥ 1的复数 s成立。

对系统（1）中的干扰变量及其系数矩阵D做假

设，如假设2。
假设 2　针对干扰 η( k )，几乎所有的 l ≥ q 成

立，有

rank [η(1 ) ⋯ η( l ) ]= q

且对其系数矩阵D，满足

rank(D )= rank(CD )= q
引理 1 ［22］　假设 1 和假设 2 成立的充分必要条

件为： 对于任意正定对称矩阵Q∈ Rn × n，有如式（2）
的Lyapunov矩阵代数方程组：

{(A+LC )TP (A+LC )-P=-Q
DTP=GC

（2）

关于矩阵 L∈ Rn × p 和 G∈ Rq × p 以及正定对称矩阵

P∈ Rn × n有解。

假设 3　对初始状态 x ( 0 )， 存在 2 个已知向量 
x0和 x̄0， 使得x0 ≤ x ( 0 ) ≤ x̄0。对于未知输入η( k )， 
存在2个已知向量

-
η和 η̄ 使得

-
η ≤ η( k ) ≤ η̄ 。

定义 1　n 维 s 阶的多胞体 Z 是单位超立方体

Bs =[-1，+ 1 ]s（s ≥ n） 的仿射变换： Z = p⊕HBs =
{ p+Hz，z∈Bs}， 其中向量 p∈Rn 是多胞体 Z 的中

心， 而H∈R n × s 是多胞体Z的生成矩阵。这里符号

⊕代表闵可夫斯基和。

为了简化符号， 使用 Z = p，H 来表示多胞

体。多胞体具有如下性质。

性质1［13］ 
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p1，H1 ⊕ p2，H2 = p1 + p2，[ ]H1 H2

L⊙ p，H = Lp，LH

式中：p，p1，p2∈Rn， H∈Rn × s， H1 ∈Rn × s1 H2 ∈Rn × s2 和

L∈Rl × n 是具有相应维数的矩阵， 符号⊙代表线性

映射。

性质2［13］  对n维 s阶多胞体Z = p⊕HBs ={ p+
Hz，z∈Bs} ∈Rn 按照欧几里得范数降序排列矩阵H

的各列得到矩阵 Ĥ。那么有Z ⊆ p，ℜd (H )  （n ≤
d ≤ s） ， 其 中 ℜd (H )=[H a H b ]∈ Rn × d， 
H a ∈ Rn ×( d - n ) 是 由 Ĥ 的 前 d - n 列 构 成 ， 而

H b ∈ Rn × n 是对角矩阵， 以 H b
i，i = ∑

j = d - n + 1

s

|| Ĥ i，j ( i =

1，. . . n ) 作为其对角线元素。其中，Hi，j代表矩阵 Ĥ
的第 i行第 j列的元素。

性质 3［13］  对 n 维 s 阶的多胞体 Z = p⊕HBs，

∀x =[ x1 ⋯ xn ]T ∈ Z， 有

p i -∑
j = 1

s

||H ij ≤x i ≤ p i +∑
j = 1

s

||H ij ( i = 1，...n )

式中：H i，j 为矩阵 H的第 i 行、第 j 列的元素；p=

[ p1 … pn ]T
是多胞体的中心。

性质 4 ［13］　对任意 x ∈ Rn： 有 -x≤x≤ x̄， 其中

-x，x̄ ∈Rn，那么 x∈ Zx = px⊕HxBn= px，Hx ， 其

中， px = 1
2 ( -x+ x̄ )和Hx = 1

2diag( x̄--x )。

引理 2［23］　设向量变量 -x ( k )， x ( k )，x̄ ( k )∈Rn

满足 -x ( k )≤x ( k )≤ x̄ ( k )， 那么对任何常数矩阵

M∈Rm × n， 有 M+
-x ( k )-M-x̄ ( k )≤Mx ( k )≤

M+ x̄ ( k )-M-
-x ( k )，其 中 M+ = max ( 0，M ) 和

M-= max ( 0，-M )。

2 降维未知输入观测器设计 

首先基于一个等价变换将原系统分解成2个子

系统， 其中一个子系统对干扰解耦。然后针对干扰

解耦的子系统设计降维观测器，在无执行器故障发

生的前提下， 给出系统状态的估计。

对状态向量 x， 矩阵A、B、D、L和式（2）中的P
写成分块形式

x= é
ë
êêêê ù

û
úúúúx1

x2
，A= é

ë
êêêê ù

û
úúúúA11 A12

A21 A22
，B= é

ë
êêêê ù

û
úúúúB1

B2

D= é
ë
êêêê ù

û
úúúúD1

D2
， L= é

ë
êêêê ù

û
úúúúL1

L2
，P= é

ë
êêêê ù

û
úúúúP11 P12

P12 T P22

式 中 ： x1 ∈R p， x2 ∈R ( n - p )， A11 ∈R p × p， 
A1 2 ∈R p ×( n - p )， A21 ∈R ( n - p )× p， A22 ∈R ( n - p )×( n - p )， 
B1 ∈R p × m， B2 ∈R ( n - p )× m， D1 ∈R p × q， D2 ∈R ( n - p )× q， 

L1 ∈R p × p， L2 ∈R ( n - p )× p， P11 ∈R p × p， 和

P22 ∈R ( n - p )×( n - p )。

对系统（1）作等价状态变换

z ( k )= é
ë
êêêê ù

û
úúúúz1

z2
=Tx ( k )= é

ë
êêêê ù

û
úúúúIp 0

K In - p

é
ë
êêêê ù

û
úúúúx1

x2

其中K∈R ( n - p )× p 为之后需要确定的参数矩阵。在

该等价变换下， 有

z1 ( k + 1)= [ ]Ip 0 é
ë
êêêê ù

û
úúúúA11 A12

A21 A22
·

é
ë
êêêê ù

û
úúúúIp 0

-K In - p

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

z1 ( k )
z2 ( k )

+

[ ]Ip 0 Bu( k )+[ ]Ip 0 Bfa ( k )+
[ ]Ip 0 Dη( k )

和

z2 ( k + 1)=

[ ]K In - p
é
ë
êêêê ù

û
úúúúA11 A12

A21 A22

é
ë
êêêê ù

û
úúúúIp 0

-K In - p

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

z1 ( k )
z2 ( k )

+

[ ]K In - p Bu( k )+[ ]K In - p Bfa ( k )+
[ ]K In - p Dη( k )

由式（2）的第 2 式并注意到C的特别形式可以得到

[P12
T P22 ]D= 0， 这 意 味 着 如 果 选 取 K=

P22
-1P12

T， 就有 [K In-p ]D= 0。于是得到

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

z1 ( k + 1)=(A11 -A12K ) z1 ( k )+A12z2 ( k )+
B1u( k )+B1 fa ( k )+D1η( k )

z2 ( k + 1)=(KA12 +A22 ) z2 ( k )+[(A21 -
A22K )+K (A11 -A12K ) ] y ( k )+
(KB1 +B2 )u( k )+(KB1 +
B2 ) fa ( k )

（3）
定理 1　在 执 行 器 无 故 障 发 生 的 情 况 下

（fa ( k )≡ 0）， 如果取K=P-1
22 P T

11， 则
ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ẑ2 ( k + 1)=(KA12 +A22 ) ẑ2 ( k )
+[(A21 -A22K )+K (A11 -
A12K ) ] y ( k )+
          (KB1 +B2 )u( k )

x̂=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úy ( k )

ẑ2 ( k )-Ky ( k )

（4）

系统（4）是原系统（1）的渐近降维观测器，即有
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lim
k → ∞

( x- x̂ )= 0。

证明　首先，注意到 y (k )= z1 (k )， 然后式（3）
的第2式减去式（4）的第1式得到降维观测器误差动

态方程为

z͂2 ( k + 1)=(KA12 +A22 ) z͂2 ( k ) （5）

其中 z͂2 ( k )= z2 ( k )- ẑ2 ( k )。根据Schur补引理， 式
（2）的第1式等价于

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

-P ( PA+WC )T

PA+WC -P
≺ 0

其中W=PL。进行矩阵分块展开， 有
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê -P11

∗
P11 (A11 +L1 )+
P12 (A21 +L2 )

∗

∗
-P22

∗
P12

TA12 +P22A22

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú(A11 +L1 )TP11 +
(A21 +L2 )TP12

T

∗
-P11

∗

∗
A22

TP22 +A12
TP12

∗
-P22

≺ 0

再经同等的初等行和列变换得到

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê -P11

P11 (A11 +L1 )+
P12 (A21 +L2 )

∗
∗

(A11 +L1 )TP11 +
(A21 +L2 )TP12

T

-P11

∗
∗

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú∗
∗

-P22
P12

TA12 +P22A22

∗
∗

A22
TP22 +A12

TP12

-P22

≺ 0

故有

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú-P22 A22

TP22 +A12
TP12

P12
TA12 +P22A22 -P22

≺ 0

（6）

和

é
ë
êêêê

-P11

P11 (A11 +L1 )+P12 (A21 +L2 )
ù
û
úúúú                                                   (A11 +L1 )TP11 +(A21 +L2 )TP12

T

-P11
≺ 0

（7）

再由 Schur 补引理， 知式（6）和式（7）分别等

价于

(KA12 +A22 )TP22 (KA12 +A22 )-P22 ≺ 0 （8）

M TP11M-P11 < 0 （9）

其中，M=A11 +L1 +P11
-1P12 (A21 +L2 )。即在假

设1和假设2下， 式（8）与式（9）成立。而式（8）意味

着 式（5）是 渐 近 收 敛 稳 定 的 系 统 ， 于 是 有

lim
k → ∞

z͂2(k )= 0， 从而有 lim
k → ∞

x͂ (k )= 0， 其中 x͂=x-

x̂， 证毕。

3 区间观测器设计与故障检测 

针对式（3）的第1式所决定的关于 z1 ( k )的动态

系统， 结合Luenberger型观测器和多胞体理论，提出

一种能估计 y (k )=z1 (k )之上下界的区间观测器， 
以此提出一种执行器故障检测方法。

首先， 对于式（3）的第 1 式，考虑如式（10）的

Luneberger型观测器：

ẑ1 ( k + 1)=(A11 -A12K ) ẑ1 ( k )+A12 ẑ2 ( k )+
                                                 B1u( k )+N ( y ( k )- ẑ1 ( k ) )

（10）

其 中 N=-L1 -A12K-P11
-1P12 (A21 +L2 )，而

ẑ2 ( k )是 z2 ( k )的状态估计， 由降维观测器式（4）给

出。显然， 式（3）的第1式和式（10）共同决定的误差

动态系统如式（11）：
z͂1 ( k + 1)=  Mz͂1 ( k )+A12 z͂2 ( k )+Dη( k )      （11）

其中M=A11 +L1 +P11
-1P12 (A21 +L2 )。

引 理 3　 在 原 系 统 无 执 行 器 故 障 发 生

（fa (k )= 0）和无干扰（η (k )= 0）的假设下， 系统式

（10）是式（3）的第1式的渐近收敛估计观测器， 即有

lim
k → ∞

( z1 ( k )- ẑ1 ( k ) )= 0， 其 中

z͂1 (k )= z1 (k )-ẑ1 (k )。
证明　事实上， 当 fa (k )= 0 且 η (k )= 0 时，误

差方程（11）变为

z͂1 ( k + 1)=Mz͂1 ( k )+A12 z͂2 ( k ) （12）

考虑到 lim
k → ∞

z͂2(k )= 0， 由式（10）和Lyapunov稳

定 理 论 知 式（12）为 渐 近 稳 定 的 系 统 ，即 有

lim
k → ∞

z͂1 (k )= 0， 证毕。

注 意 到 y (k )= z1 (k )， 因 而

ey(k )：= y (k )-ŷ (k )= z1 (k )- ẑ1 (k )= z͂1 (k )。但由

于干扰η (k )事实上的存在（即事实上η (k )≠ 0）， 因
而观测器式（10）无法直接用于执行器故障检测器， 
因为观测器式（10）对干扰 η (k )不具有鲁棒性。基

于式（12）多胞体理论的结合提出一种对残差 ey(k )
的区间估计方法， 且该区间估计在区间估计意义下

是对干扰鲁棒的， 以此提出一种执行器故障检测

方法。
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首先， 由等价状态变换知 z1 (0)=Γx (0)，其中

Γ= [ Ip 0p ×( n - p ) ]T，于 是 z͂1 (0)=Γx (0)-ẑ1 (0)， 
其中 ẑ1 (0)是观测器式（10）设定的初值。再根据引

理2知道

Γ+
-x 0 -Γ-x̄0 - ẑ1 (0)≤ z͂1 (0)≤Γ+ x̄0 -

Γ-
-x 0 - ẑ1 (0)即观测误差 z͂1 (k )的初始值 z͂1 (0)的上

界（记为 z͂̄1，0）和下界（记为-z͂ 1，0）为

ì
í
î

ïï

ïï

z͂̄1，0 =Γ+ x̄0 -Γ-
-x 0 - ẑ1 ( )0

-z͂ 1，0 =Γ+
-x 0 -Γ-x̄0 - ẑ1 ( )0

引理 4　 在 假 设 3 下 ，有 z͂1 (0)∈ p0，H0 ，

η (k )∈ pη，  Hη ⊆ pη，  ℜd ( )Hη ，其中p0 =1
2 ( z͂̄1，0 +

-z͂ 1，0)， H0 = 1
2 diag ( z͂̄1，0 --z͂ 1，0)， pη =1

2 ( η̄+ η
_

)，

Hη = 1
2 diag( η̄- η

_
)。

证明　该引理的结论可以由多胞体性质4直接

得到。

由于 lim
k → ∞

z͂2(k )= 0， 在 fa (k )= 0的前提下，基于

（11）， 先考虑

z͂1 ( k + 1)=Mz͂1 ( k )+Dη( k ) （13）

定理 2　在假设 1、假设 2、假设 3和 fa (k )≡ 0的

前提下， 基于动态系统（13）， 有
z͂1 (k )∈ pk，Hk ⊆ pk，ℜd ( )Hk ，   k ≥ 1      （14）

其中 pk =Mpk - 1 +Dpη，Hk = [MHk - 1 DHη ]。这

里定义ℜd (H0 )=H0， ℜd (Hk )( k ≥ 1)的定义类似于

性质2中ℜd (H )的定义。

证明　基于引理 4， 有 z͂1 (0)∈ p0，H0 。在式

（13）中令k = 1得 z͂1 (1)=Mz͂1 (0)+Dη (0)， 于是有

z͂1 (1)∈M p0，H0 ⊕D pη， Hη   =
                p1，  H1 ⊆ p1，  ℜd ( )H1

其 中 p1 =Mp0 +Dpη 和 H1 = [MH0 DHη ]，而

ℜd (H0)=H0。 假 设 已 经 有

z͂1 (k - 1)∈ pk - 1，ℜd ( )Hk - 1 ，k ≥ 1， 由 式（13）推

导出

z͂1 (k )=Mz͂1 (k - 1)+Dη (k - 1)∈
M pk - 1，Hk - 1 ⊕D pη，  Hη =
pk，  Hk ⊆ pk，ℜd   ( )Hk

其中 pk =Mpk - 1 +Dpη，Hk = [MHk - 1 DHη ]，根据

数学归纳法， 证毕。

推论 1　在假设 1、假设 2、假设 3和 fa (k )≡ 0的

前提下， 基于动态系统（11）， 则存在正整数N0 > 0，
使得

z͂1 (k )∈ pk，Hk ⊆ pk，ℜd ( )Hk ，   k ≥ N0     

（15）

其中 pk =Mpk - 1 +Dpη，Hk = [MHk - 1 DHη ]。这

里定义 ℜd (H0 )=H0，ℜd (Hk ) ( k ≥ 1)的定义，类似

于性质2中ℜd (H )的定义。

证明　由于 lim
k → ∞

z͂2 ( k )= 0， 所以对充分小的正

数 ε > 0， 存在正整数 N0 > 0， 使得当 k ≥N0 时有

-ε1n - p < z͂2 ( k )< ε1n - p， 其 中 1n - p =
[1 ⋯ 1 ]T ∈Rn - p。由性质4，知

z͂2(k )∈ 0，   Hε ⊆ 0，   ℜn - p( )Hε

其中Hε = εIn - p。基于式（11）， 知当k ≥ N0时，有

z͂1 ( k )=Mz͂1 ( k - 1)+A12 z͂2 ( k - 1)+
Dη( k - 1)∈M pk - 1，Hk - 1 ⊕
A12 0，   Hε ⊕D pη，  Hη =
M pk - 1，Hk - 1 ⊕D pη，  Hη ⊕
A12 0，   Hε = pk，  Hk ⊕A12 0，   Hε =
pk，[ Hk A12Hε ] = pk，[ Hk εA12 In - p ] =

pk，[ Hk εA12 ]

即有

z͂1 ( k )∈ pk，[ Hk εA12 ] ⊆ pk，ℜd ( [ Hk εA12 ] )
其中p ≤ d ≤ d + q + n - p。

根 据 性 质 2， 记 Ĥ 为 将 矩 阵

[ Hk εA12 ]∈ Rp ×( d + q + n - p ) 各列按欧几里得范数降序

排列而得到。记

Ĥ=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
  Ĥ1  
d + q列

 Ĥ2 
n - p列

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

由于 ε充分小， 所以 Ĥ1就是Hk各列按欧几里得

范数降序排列后取其前d + q列， 记为 Ĥ1。而 Ĥ2为

εA12的各列按欧几里得范数降序排列而得到。根据

性质 2， 有 ℜd ( [ Hk εA12 ] )=[ Ha Hb ]，其中，Ha 为 Ĥ

的前 d - p 列，也就是 Ĥ1 的前 d - p 列。Hb 为对角

矩阵， 其对角元素满足

Hb ，ii = ∑
j = d - p + 1

d + q + n - p

|| Ĥ ij = ∑
j = d - p + 1

d + q

|| Ĥ ij +

          ∑
j = d + q + 1

d + q + n - p

|| Ĥ ij = ∑
j = d - p + 1

d + q

|| Ĥ ij + ∑
j = 1

n - p

|| Ĥ2，ij =

         ∑
j = d - p + 1

d + q

|| Ĥ ij + ε ∑
j = 1

n - p

|| A12，ij
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所以有

Hb = diag ( ∑
j = d - p + 1

d + q

|| Ĥ ij + ε ∑
j = 1

n - p

|| A12，ij )=

diag ( ∑
j = d - p + 1

d + q

|| Ĥ ij )+ ε ⋅ diag (∑j = 1

n - p

|| A12，ij )
由于 ε > 0为充分小的正数，有Hb ，ii ≈ ∑

j = d - p + 1

d + q

|| Ĥ ij ， 

那么有

ℜd ( [ Hk εA12 ] )=[ Ha Hb ]≈ ℜd (Hk )
证毕。

注 1　 记 ℜd ( [Hk εA12 ] )= [Ha Hb ]，其 中

Hb =Hc +Hd， Hc = diag ( ∑
j = d - p + 1

d + q

|| Ĥ ij )， Hd = ε ⋅

diag (∑j = 1

n - p

|| A12，ij )。同时记ℜd ( k )= [Ha Hc ]。 那么

有 p 维 d 阶多胞体 Z1 = pk，ℜd ( [ ]Hk εA12 ) 和多

胞体 Z2 = pk，ℜd ( k ) 是B d =[-1，+ 1 ]d 上的仿射

变换。对任意 u∈B d，有 u= [uT
1 uT

2 ]∈ B d，其中

u1 ∈Bd - p，u2 ∈Bp。那么

pk + ℜd ( [Hk εA12 ] )u= pk +Hau1 +Hbu2=
pk +Hau1 +Hcu2 +Hdu2

同时有 pk + ℜd ( k )u= pk +Hau1 +Hcu2。可

见多胞体Z1比多胞体Z2包含的范围更广。

推 论 2　 假 设 fa ( k )≡ 0， 则

z+
1 ( k )= pk+ẑ1 ( k )+αk 和 z-

1 ( k )= pk + ẑ1 ( k )-αk

分别给出了 z1 ( k ) 的上下区间估计，其中 αk =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑

j = 1

d

|H R
k，1j | ⋯ ∑

j = 1

d

||H R
k，nj

ù

û

ú
úú
ú

T

， 而 ẑ1 ( k )是由式（10）给出

的状态估计，其中H R
k，lj 表示推论 1 中 Rd (Hk ) 的第

l ( l = 1，⋯，n )行、第 j列元素。

证明　根据定理2和性质3，不难得出结论。

由于y (t )= z1 (t )， 所以有

ì
í
î

ïï

ïïïï

ȳ ( )k = pk + ẑ1 ( k )+αk

y
_ ( )k = pk + ẑ1 ( k )-αk

（16）

使得在 fa ( k )≡ 0的条件下，有 y
_ (k )≤ y (k )≤ ȳ (k )。

一个执行器故障检测逻辑如式（17）：

y (k )
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

∈[ y
_ ( )k ，ȳ ( )k ]，           无故障发生

∉[ y
_ ( )k ，ȳ ( )k ]，           有故障发生

（17）

把式（17）转变为更直观和更为方便验证的形

式。为此，定义 ey+ = y- ȳ和 ey
-=y

_
- y。此外，

定义 e+
y，max 和 e-

y，max 分别是 ey
+ 和 ey

-的最大元素。

然后再定义 r = ey，max= max{e+
y，max ， e-

y，max}作为故

障检测的残差。于是提出如式（18）的故障检测

方法：

r = ey，max
ì
í
î

> 0，有故障发生

≤ 0，无故障发生
（18）

基于多胞体方法进行故障检测的方案可由图 1
简要描述。

4 仿真案例 

对所提出的降维观测器设计方法和基于多胞体

理论的执行器故障检测方法给出仿真分析。炉温采

样控制系统、电枢控制的直流伺服电机系统等真实

世界中的连续系统均可进行等价离散化，以方便数

字控制系统的设计。例如，电枢控制的直流伺服电

机系统可选取角位移、角速度和角加速度作为状态

变量，以角位移和角速度为输出，构建状态方程。参

考文献［22］， 系统（1）对应的系统矩阵为

A=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0.49 0.10 0.06
-0.32 0.95 -0.23
-0.25 -0.06 0.63

，B=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0.4
0.4
0.5

D=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú-0.1
0.2

-0.1
，C= é

ë
êêêê
1
0

0 0
1 0

ù
û
úúúú。

图1　基于多胞体方法的执行器故障检测方案

Fig. 1　Actuator fault detection scheme based on Zonotope method
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通过构建线性矩阵不等式，可得到代数矩阵方程（2）
的解如下：

P=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú6.989 2 3.110 2 0.517 2
3.110 2 1.547 6 0.289 6
0.517 2 0.289 6 0.062 0

× 107

L=
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú0.004 9 0.178 8
-1.535 2 -2.007 5

5.325 8 2.954 9
G= [-1.285 9 -0.304 6 ]× 106

将矩阵P和L分块得到

P11 = é
ë
êêêê

ù
û
úúúú6.989 2 3.110 2

3.110 2 1.547 6 × 107

P12 = é
ë
êêêê

ù
û
úúúú0.517 2

0.289 6 × 107

P12
T = [0.517 2 0.289 6 ]× 107

P22 = [0.062 0]× 107

L1 = é
ë
êêêê

ù
û
úúúú0.004 9 0.178 8

-1.535 2 -2.007 5
L2 = [5.325 8 2.954 9 ]

由 于 K=P22
-1P12

T 计 算 得 到

K= [8. 346 1 ]    4. 673 0 。M和N亦可得到。

M= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú0.049 8 0.024 9

-0.010 9 -0.005 6

N= é
ë
êêêê

ù
û
úúúú-0.060 5 -0.205 3

1.610 5 2.030 4
首先验证无执行器故障发现下的降维观测器状

态 估 计 效 果 。 为 此 ， 假 设 控 制 输 入 为

u ( k )=5sin( 2k )，未 知 输 入 η( k )= sin (50k )，而 
fa ( k )≡ 0。在执行器无故障发生时， 根据定理1， 降
维观测器式（4）能产生原系统状态 x3 的渐进估计， 
其估计效果由图2c给出。图2a和2b展示了x1 和x2

的区间估计。

其次，为了体现基于多胞体的执行器故障检测

效果，假设执行器故障信号为

fa =ì
í
î

8sin( 7t )，      5 ≤ t ≤ 15
0，                                      其他

基于式（18）的执行器故障检测方法的故障检测

效果由图3给出。从图中可以看出5~15s时间段内

执行器发生故障，此时残差信号给出了对应的

示警。

图4针对多胞体方法（zonotope method， ZM）和

传统的区间观测器方法（traditional interval observer 
method， TIOM）的状态区间估计和故障检测效果两

方面进行了比较。图4a展示了2种方法获取到的上

界估计（upper boundary， UB）和下界估计（lower 
boundary，LB）。限于篇幅，仅呈现状态 x1的区间估

计。可以看到，由于估计偏差更小，采用ZM得到的

区间估计优于TIOM。图4b展示了2种方法构建的

残差。可见，由ZM法构建的残差对故障更敏感。

图2　状态的区间估计与渐近估计

Fig. 2　Interval estimation and asymptotic estimation of states

图3　存在执行器故障时的残差信号

Fig. 3　Residual signal in the presence of actuator 
fault
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5 结论 

针对离散系统研究了降维观测器设计方法及其

Luenberger型观测器和多胞体理论相结合的执行器

故障检测方法。为了达到这样的目的，首先对原系

统进行合理的状态等价变换，将原系统分解成 2个

子系统。然后针对干扰解耦的子系统，提出了无执

行器故障发生时的降维观测器设计方法。针对输出

动态子系统，基于多胞体理论和Luenberger 型观测

器的结合，提出了对输出误差的区间估计。基于输

出误差的区间估计，构造残差实现了执行器故障检

测的目的。如何将方法推广到连续系统将是下一步

的研究议题。
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