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基于Youla参数化的高速磁浮列车悬浮系统
控制与优化设计

翟明达， 李晓龙， 龙志强， 窦峰山
（国防科技大学 智能科学学院，湖南 长沙 410073）

摘要：为了解决高速磁浮列车悬浮系统长期运行过程中面

临的性能退化问题，通过悬浮系统的复杂动态特性分析，基

于控制器Youla参数化形式，提出了一种即插即用的悬浮系

统控制与优化模块化架构，并设计了基于残差驱动的在线优

化算法。仿真结果表明，设计的控制与优化架构以及在线优

化算法有效地提高了悬浮系统对未知扰动的鲁棒性和适应

能力。
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Control and Optimization Design of 
Magnetic Levitation System of High-
speed Maglev Train Based on Youla 
Parameterization

ZHAI　 Mingda， LI　 Xiaolong， LONG　 Zhiqiang， 
DOU　Fengshan
（College of Intelligence Science and Technology， National 
University of Defense Technology， Changsha 410073， China）

Abstract：In order to solve the performance degradation 
problem of magnetic levitation system of hign-speed 
maglev train during long-term operation， the complex 
dynamic characteristics of magnetic levitation system was 
analyzed to build a plug and play modular control and 
optimization architecture based on Youla parametric 
form， and an online optimization algorithm based on 
residual was designed. Simulation results show that the 
designed control and optimization architecture and online 
optimization algorithm improve the robustness and 
adaptability of the magnetic levitation system for 
unknown disturbance effectively.
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高速磁浮列车被称为零高度飞行器，彻底颠覆了

传统高速轮轨列车的轮轨关系与弓网关系，从而摆脱

了黏着限制、噪音振动以及车轨磨损，因此高速磁浮

技术是引发轨道交通产业变革的前瞻性、颠覆性技术，

也是世界科技争夺制高点［1-3］。德国、日本、美国等国

家均开展了相关技术研究［4-6］，我国也将发展高速磁浮

技术提升到国家战略层面。悬浮系统是时速600 km
高速磁浮列车的核心关键系统，车辆能否在复杂工况

下克服重力实现贴地飞行，直接取决于悬浮系统。然

而，悬浮系统结构复杂，呈现出非线性及强动态耦合

特性，是一个多输入多输出、时变的不稳定系统，因此

悬浮系统的控制与优化设计面临巨大的挑战。针对

磁浮列车悬浮系统，比例-积分-微分（PID）算法不依

赖系统模型、实现形式简单，但是依赖调试经验［6-7］；滑

模控制等先进控制方法能够提升系统的适应能力、提

高电流的响应速度，但是需要精确的模型参数［8-10］，对

控制器的计算能力和存储能力也要求较高。针对高

速磁浮列车悬浮系统的特性和复杂工况，很多学者开

展了大量研究工作，取得了很好的控制效果［11-13］。然

而，悬浮系统长期运行过程中会面临运行环境的不确

定性以及外界扰动的强随机性、不可预测性，导致已

经设计并调试良好的控制回路也会出现性能退化问题。

为了提高悬浮控制系统对未知扰动的鲁棒性和适

应能力，解决长期运行过程中面临的性能退化问题，重

点对悬浮系统的控制与优化问题展开研究。通过悬浮

系统的复杂动态特性分析，基于控制器Youla参数化
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形式，提出一种即插即用的悬浮系统控制与优化模块

化架构，并设计了基于残差驱动的在线优化算法。通

过对悬浮控制系统的动态补偿与在线优化，实现高速

磁浮列车悬浮系统的高效韧性运行。

1 高速磁浮列车悬浮系统结构 

高速磁浮列车车辆总体结构分为上下 2 层，以

车厢为主的上层部分与高铁等传统轮轨列车基本

相同，而以悬浮架以及悬浮单元为主的下层结构是

高速磁浮列车的特有部分。一节高速磁浮列车由 4
个悬浮架构成，每个悬浮架包含4个悬浮搭接结构，

每个悬浮搭接结构由2个悬浮单元构成。悬浮单元

是高速磁浮列车的“轮子”，支撑起整个列车车体以

实现贴地飞行。每个悬浮单元为一套完整的悬浮

控制系统，由悬浮电磁铁、悬浮控制器以及悬浮传

感器构成。高速磁浮列车的车辆总体结构如图 1
所示。

高速磁浮列车悬浮系统（见图 2）采用一种专

门设计的搭接结构，悬浮搭接结构将左右两侧的悬

浮电磁铁通过 2 个托臂以及托臂连接件耦合在一

起。托臂与悬浮电磁铁之间安装有叠片弹簧。当

列车收到起浮指令向上运动时，悬浮电磁铁压缩叠

片弹簧从而产生向上的支撑力，支撑起整个列车

车体。

2 悬浮系统建模 

为了分析高速磁浮列车悬浮系统的动力学特征

与运行规律，需要建立相应的数学模型。然而，悬浮

系统结构复杂，呈现出非线性及强动态耦合特性，是

一个多输入多输出、时变的不稳定系统，因此描述悬

浮系统变化规律的微分方程阶次非常高，巨量的计

算不利于解析求解。为了降低求解难度，分析和提

取悬浮系统蕴含的主要特性，一些不重要的因素在

实际建模过程中被忽略。其中，漏磁和边缘效应被

忽略，磁势被认为全部均匀降落在悬浮间隙上。同

时，忽略轨道的弹性形变和悬浮电磁铁沿水平方向

的滚动，只考虑悬浮电磁铁在垂直方向上的俯仰和

升降运动。高速磁浮列车悬浮系统模型示意图如图

3所示。

根据电磁学理论，悬浮电磁铁和轨道之间产生

电磁力，电磁力的解析表达式为

Fel ( i l，c l )=
μ0 N 2 A

4 ( i l

c l )
2

（1）

Fer ( ir，cr )=
μ0 N 2 A

4 ( ir

cr )
2

（2）

式中：Fel ( i l，c l )为左侧悬浮电磁铁产生的电磁力；

Fer ( ir，cr )为右侧悬浮电磁铁产生的电磁力；i l ( t )为
左侧悬浮电磁铁中的电流，ir ( t )为右侧悬浮电磁铁

中的电流；c l ( t )为左侧悬浮电磁铁在垂直方向上的

位移，cr ( t )为右侧悬浮电磁铁在垂直方向上的位移；

μ0为真空磁导率，N为线圈匝数，A为悬浮电磁铁的

有效磁极面积。由于悬浮电磁铁是一个电感性元

件，因此其电压与电流的关系式为

u l ( t )= Ri l ( t )+ d
dt ( N 2i l ( t )

2c l ( t )/μ0 A ) （3）

图1　高速磁浮列车结构

Fig.1　Structure of high-speed maglev train

图2　高速磁浮列车悬浮系统结构

Fig.2　Structure of magnetic levitation system in 
high-speed maglev train
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ur ( t )= Rir ( t )+ d
dt ( N 2ir ( t )

2cr ( t )/μ0 A ) （4）

式中：u l ( t )为施加到左侧悬浮电磁铁两端的控制电

压；ur ( t )为施加到右侧悬浮电磁铁两端的控制电

压；R为悬浮电磁铁电阻。

悬浮电磁铁与托臂之间的叠片弹簧等效为弹簧

阻尼系统，叠片弹簧作用在托臂上的力为

Fsl = k l ( l l0 -( c l + h l - H ) )- η l ( ċ l ( t )- Ḣ ( t ) )  （5）

Fsr = kr ( lr0 -( cr + hr - H ) )- ηr ( ċr ( t )- Ḣ ( t ) )  （6）

式中：Fsl 表示左侧悬浮电磁铁在托臂上的作用力，

Frl 表示右侧悬浮电磁铁在托臂上的作用力；h l 表示

左侧悬浮电磁铁高度，hr表示右侧悬浮电磁铁高度，

H表示托臂在垂直方向上的位移；k l表示左侧叠片弹

簧的刚度，η l 表示左侧叠片弹簧的阻尼，l l0 表示左侧

叠片弹簧的固有长度；kr表示右侧叠片弹簧的刚度，

ηr 表示右侧叠片弹簧的阻尼，lr0 表示右侧叠片弹簧

的固有长度。

根据牛顿第二定律，描述高速磁浮列车悬浮系

统运动的微分方程式为
m l c̈ l = m l g + Fsl + Fdl - Fel （7）

mr c̈r = mr g + Fsr + Fdr - Fer （8）

mb Ḧ = mb g + Fdb - Fsl - Fsr （9）

式中：m l为左侧悬浮电磁铁等效质量，mr为右侧悬浮

电磁铁等效质量，mb 为托臂质量；Fdl 为左侧悬浮电

磁铁受到的外部扰动力，Fdr为右侧悬浮电磁铁受到

的外部扰动力，Fdb为托臂受到的外部扰动力。

综合式（1）―（9），消去中间变量，高速磁浮列车

悬浮系统的开环模型为
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u l ( t )= Ri l ( t )+ d
dt ( )N 2i l ( t )

2c l ( t )/μ0 A

ur ( t )= Rir ( t )+ d
dt ( )N 2ir ( t )

2cr ( t )/μ0 A

m l c̈ l = m l g + k l ( l l0 -( c l + h l - H ) )- η l ( ċ l ( t )- Ḣ ( t ) )+ Fdl -
μ0 N 2 A

4 ( )i l

c l

2

mr c̈r = mr g + kr ( lr0 -( cr + hr - H ) )- ηr ( ċr ( t )- Ḣ ( t ) )+ Fdr -
μ0 N 2 A

4 ( )ir

cr

2

mb Ḧ = mb g + Fdb - k l ( l l0 -( c l + h l - H ) )+ η l ( ċ l ( t )- Ḣ ( t ) )-
kr ( lr0 -( cr + hr - H ) )+ ηr ( ċr ( t )- Ḣ ( t ) )

（10）

高速磁浮列车悬浮系统是典型的非线性系统，悬

浮系统模型中存在平方项等非线性环节，通过求解非

线性微分方程组来解析系统性能将非常困难。高速磁

浮列车悬浮系统工作点稳定，工作区间集中在工作点

附近，符合非线性系统的局部特性，可以通过线性化悬

浮系统模型，求解和分析系统的动态特性。

高速磁浮列车悬浮系统在平衡点处的边界约束

条件为

图3　悬浮系统模型示意图

Fig.3　Schematic diagram of magnetic levitation system model
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Fel ( i l0，c l0 )= m l g + k l ( l l0 -( c l0 + h l - H0 ) )+ Fdl0 = μ0 N 2 A
4 ( )i l0

c l0

2

Fer ( ir0，cr0 )= mr g + kr ( lr0 -( cr0 + hr - H0 ) )+ Fdr0 = μ0 N 2 A
4 ( )ir0

cr0

2

mb g = k l ( l l0 -( c l0 + h l - H0 ) )+ kr ( lr0 -( cr0 + hr - H0 ) )- Fdb0

Fdb0 = Fdl0 + Fdr0

（11）

式中：c l0为左侧悬浮电磁铁在平衡点处的稳态间隙，

cr0 为右侧悬浮电磁铁在平衡点处的稳态间隙；i l0 为

左侧悬浮电磁铁在平衡点处的稳态电流，ir0 为右侧

悬浮电磁铁在平衡点处的稳态电流；Fdl0为左侧悬浮

电磁铁在平衡点处的静态扰动力，Fdr0为右侧悬浮电

磁铁在平衡点处的静态扰动力，Fdb0为托臂在平衡点

处的静态扰动力；H0 为悬浮系统工作在平衡点处时

托臂与轨道间垂向距离。

        高速悬浮系统模型在平衡工作点处进行泰勒级

数展开，如下所示：
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Δu l ( t )= RΔi l ( t )+ ( )μ0 AN 2

2c l0
Δi̇ l ( t )- ( )μ0 AN 2i l0

2c2
l0

Δċ l ( t )

Δur ( t )= RΔir ( t )+ ( )μ0 AN 2

2cr0
Δi̇r ( t )- ( )μ0 AN 2ir0

2c2
r0

Δċr ( t )

m lΔc̈ l = k l ( ΔH - Δc l ( t ) )- η l ( Δċ l ( t )- ΔḢ ( t ) )- ( )μ0 AN 2i l0

2c2
l0

Δi l ( t )+ ( )μ0 AN 2i2
l0

2c3
l0

Δc l ( t )

mrΔc̈r = kr ( ΔH - Δcr ( t ) )- ηr ( Δċr ( t )- ΔḢ ( t ) )- ( )μ0 AN 2ir0

2c2
r0

Δir ( t )+ ( )μ0 AN 2i2
r0

2c3
r0

Δcr ( t )

mbΔḦ = η l ( Δċ l ( t )- ΔḢ ( t ) )- k l ( ΔH - Δc l ( t ) )+ ηr ( Δċr ( t )- ΔḢ ( t ) )- kr ( ΔH - Δcr ( t ) )
（12）

由上述分析和讨论可知，线性化后高速磁浮列车悬浮系统模型的阶次为8阶，状态变量如下所示：

x=( x1，x2，x3，x4，x5，x6，x7，x8 )T =( Δc l，Δċ l，Δi l，Δcr，Δċr，Δir，ΔH，ΔḢ )T

悬浮系统的输入为

u=[ u1 u2 ]=[ Δu l Δur ]
悬浮系统的状态方程为
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ẋ1 = x2

ẋ2 = p5 - k l

m l
x1 + -η l

m l
x2 + -p2

m l
x3 + k l

m l
x7 + η l

m l
x8

ẋ3 = p2

p1
x2 + -R

p1
x3 + 1

p1
u1

ẋ4 = x5

ẋ5 = p6 - kr

mr
x4 + -ηr

mr
x5 + -p5

mr
x6 + kr

mr
x7 + ηr

mr
x8

ẋ6 = p4

p3
x5 + -R

p3
x6 + 1

p3
u2

ẋ7 = x8

ẋ8 = k l

mb
x1 + η l

mb
x2 + kr

mb
x4 + ηr

mb
x5 - k l + kr

mb
x7 - η l + ηr

mb
x8

（13）

悬浮系统的输出方程为

y=( y1，y2，y3 )T =( Δc l，Δcr，ΔH )T

高速磁浮列车悬浮系统的状态空间表达式为

ì
í
î

ẋ=Ax+Bu
y=Cx

（14）
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y=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0

x （16）

p1 = μ0 AN 2

2c l0
，p2 = μ0 AN 2i l0

2c2
l0

p3 = μ0 AN 2

2cr0
，p4 = μ0 AN 2ir0

2c2
r0

p5 = μ0 AN 2i2
l0

2c3
l0

，p6 = μ0 AN 2i2
r0

2c3
r0

式（14）中：A为悬浮系统状态矩阵；B为悬浮系统控

制矩阵；C为悬浮系统输出矩阵。

高速磁浮列车悬浮系统建模过程中涉及的参数

如表1所示。

3 基于Youla参数化的控制与优化方
案设计 

3. 1　镇定控制器及其Youla参数化形式　

对于可控可观的线性时不变离散系统G ( z )，其
离散状态空间表达式的最小实现形式［14］为

ì
í
î

x ( k + 1)=Ax ( k )+Bu( k )
y ( k )=Cx ( k )+Du( k )

（17）

式中：D为直接传递矩阵。对于任意反馈回路，控制

输入 u( k )∈R l，系统输出 y ( k )∈Rn，系统状态变量

x ( k )∈Rn。系统的传递函数为

G ( z )= y ( z )
u( z ) =C ( zI-A )-1B+D （18）

式中：I为单位矩阵。如果反馈控制系统是适定的，则

在RH∞域内G ( z )均可以实现左右互质因式分解［15］。

取AF =A+BF，其中AF的特征根全部限定在以

原点为中心的单位圆内。重新选择新的系统控制输入

变量ω( k )=u-Fx ( k )，系统输出变量为u( k )，则
ì
í
î

x ( k + 1)=AFx ( k )+Bω( k )
u( k )=Fx ( k )+ω( k )

（19）

输入ω( z )到系统输出u( z )的传递函数为

M ( z )= é
ë
êêêê

ù
û
úúúúA+BF B

F I
= [A+BF B F I ]

 （20）

取CF =C+DF，其中AF 的特征根全部限定在

以原点为中心的单位圆内。重新选择新的系统控制

表1　高速磁浮列车悬浮系统参数

Tab.1　Parameters of magnetic levitation system in 
high-speed maglev train

符号

μ

N

A

R

m l

mr

mb

Fdb0

cl0

cr0

il0

ir0

物理意义

真空磁导率

电磁铁线圈匝数

电磁铁磁极面积

电磁铁线圈电阻

左侧电磁铁质量

右侧电磁铁质量

托臂等效质量

车厢作用于托臂上的静态扰动力

左侧设定间隙

右侧设定间隙

左侧稳态电流

右侧稳态电流

参考取值

4π×10-7

270
0. 115
3. 84
300
300
450

24. 5
12
12
31
31

单位

H•m-1

m2

Ω
kg
kg
kg
kN
mm
mm
A
A
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输 入 变 量 ω( k )=u-Fx ( k )，系 统 输 出 变 量 为

y ( k )，则
ì
í
î

x ( k + 1)=AFx ( k )+Bω( k )
y ( k )=CFx ( k )+Dω( k )

（21）

输入ω( z )到系统输出y ( z )的传递函数为

        N ( z )= é
ë
êêêê

ù
û
úúúúA+BF B

C+DF D
=

                [A+BF B C+DF D ] （22）

M ( z )可逆的条件下，则满足

G ( z )=N ( z )M-1 ( z ) （23）

此时，被控对象G ( z )成功实现了右互质分解。依据对

偶原理，G ( z ) 的对偶系统可以表示为 GT ( z )=
[AT CT BT DT ]，定义 AL =A-LC，BL =B-
LD，其中AL的特征根全部限定在以原点为中心的单

位圆内。同理，定义矩阵M̂ ( z )和 N̂ ( z )满足下列关系：

M̂ (z)= é
ë
êêêê ù

û
úúúúA-LC -L

C I
= [A-LC -L C I ]

（24）

         N̂ (z)= é
ë
êêêê ù

û
úúúúA-LC B-LD

C D
=

                 [A-LC B-LD C D ] （25）

M̂ (z)可逆的条件下，则满足

G ( z )= M̂-1 ( z ) N̂ ( z ) （26）

此时，被控对象G ( z )成功实现了左互质分解。对于

被控对象传递函数G ( z )，存在 8个稳定的传递函数

矩阵M ( z )、N ( z )、X ( z )、Y ( z )、M̂ ( z )、N̂ ( z )、X̂ ( z )
以及 Ŷ ( z )满足Bezout等式［16］：

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úX ( z ) Y ( z )

-N̂ ( z ) M̂ ( z )
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úM ( z ) -Ŷ ( z )

N ( z ) X̂ ( z )
= é

ë
êêêê ù

û
úúúúI 0

0 I
  （27）

所有镇定控制器K ( z )都可以通过左右互质分

解的形式实现Youla参数化，分别为

       K ( z )=-( X ( z )-Q ( z ) N̂ ( z ) )-1 (Y ( z )+
              Q ( z ) M̂ ( z ) ) （28）

       K ( z )=-(Ŷ ( z )+M ( z )Q ( z ) )( X̂ ( z )-
              N ( z )Q ( z ) )-1 （29）

式中：Q ( z )∈ RH∞ 是任意稳定的传递函数矩阵，称

之为Youla参数矩阵。

3. 2　基于Youla参数化的控制与优化模块化架构　

高速磁浮列车悬浮控制系统采用标准的反馈控

制系统结构，其动态结构如图4所示。图4中：K ( z )
为设计的悬浮控制器；G ( z )为被控对象悬浮电磁

铁；ω为参考输入，即悬浮设定间隙；e为悬浮控制系

统的跟踪误差；u为控制输入，即悬浮电磁铁上的电

压；y为系统输出，即测量得到的悬浮间隙。

悬浮控制器经过Youla参数化之后，控制输入u
可以表示为

u=( X ( z )-Q ( z ) N̂ ( z ) )-1 (Y ( z )+Q ( z ) M̂ ( z ) )e
（30）

经过 Youla 参数化后的控制器阶次较高，各个

环节并没有实际的物理意义，因此在实际应用过程

中缺乏可行性，并不能直接用于悬浮控制器设计。

对于可控可观的线性时不变离散系统G ( z )，其
状态观测器的空间表达式为

ì
í
î

x̂ ( k + 1)=Ax̂ ( k )+Bu( k )+L ( y ( k )- ŷ ( k ) )
ŷ ( k )=Cx̂ ( k )+Du( k )

（31）

式中：x̂ ( k ) 为系统状态量的观测量。定义残差

r ( k )= y ( k )- ŷ ( k )，r ( k )是实际系统的输出值与估

计值之间的差值，则可以得到

           x̂ ( k + 1)=(A-LC ) x̂ ( k )+
                         ( B-LD )u( k )+Ly ( k ) （32）

分别对式（31）以及式（32）进行z变换，则可以得到

ì
í
î

x̂ ( z )=( zI-A+LC )-1 (( B-LD )u( z )+Ly ( z ) )
ŷ ( z )=Cx̂ ( z )+Du( z )

（33）

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

M̂ ( )z = é
ë
êêêê ù

û
úúúúA-LC -L

C I
= [ ]A-LC -L C I = I-C ( zI-A+LC )-1L

N̂ ( )z = é
ë
êêêê ù

û
úúúúA-LC B-LD

C D
= [ ]A-LC B-LD C D =D+C ( zI-A+LC )-1 ( B-LD )

（34）

系统残差可以表示为

r ( z )= M̂ ( z ) y ( z )- N̂ ( z )u( z ) （35）

将式（33）―（35）代入式（30），最终得到以下表

示式：

图4　悬浮系统标准反馈控制结构

Fig.4　Standard feedback control structure of 
magnetic levitation system
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u( z )=F ( zI-A+LC )-1 (( B-LD )u( z )+Ly ( z ) )-Q ( z )( M̂ ( z ) y ( z )- N̂ ( z )u( z ) )=
                                 Fx̂ ( z )-Q ( z ) r ( z ) （36）

此时，控制器的结构形式分解成2个部分，即基于观

测器估计量的反馈控制部分Fx̂ ( z )以及基于残差驱

动的动态补偿部分-Q ( z ) r ( z )。观测器估计得到

的相关状态信息往往比较敏感，而且包含各种噪声，

不利于实际应用。

存在反馈控制器K0 ( z )使闭环控制系统稳定，

按照式（36）所示的结构形式，反馈控制器K0 ( z )可
以表示为

u0 ( z )=Fx̂ ( z )-Q0 ( z ) r ( z ) （37）

任意镇定控制器K ( z )均可以采用如式（36）所示的

结构形式进行表示：

u( z )=Fx̂ ( z )-Qc ( z ) r ( z ) （38）

式中：Qc ( z )∈ RH∞为对应的Youla参数矩阵。如果

令Qc ( z )=Q0 ( z )-Q ( z )，任意镇定控制器K ( z )可
以表示为

     u( z )=Fx̂ ( z )-Q0 ( z ) r ( z )+Q ( z ) r ( z )=
                     u0 ( z )+Q ( z ) r ( z )=u0 ( z )+ur ( z )（39）

此时，控制器的结构形式分解成2个模块：既有控制

器K0 ( z )以及基于残差驱动的动态补偿器。控制量

u由两部分组成：既有控制器产生的 u0 以及动态补

偿器产生的ur。因此，悬浮控制器可以进行模块化

设计，既有控制器K0 ( z )能够完全继承和保留现有

的控制器设计与调试经验，可以直接利用现有控制

器的主体结构与控制算法。基于残差驱动的动态补

偿器能够根据悬浮系统残差的变化，动态调整控制

量的输出。当悬浮控制系统工作在期望状态时，悬

浮系统的残差为零，此时动态补偿器控制量的输出

为零。当悬浮控制系统工作在非期望状态时，动态

补偿器会对悬浮控制系统进行动态补偿，最终实现

较为理想的控制状态。高速磁浮列车悬浮控制系统

的动态结构如图5所示。

如图5所示，提出的基于Youla参数化的悬浮系

统控制与优化模块化架构物理意义明确。该架构不

改变既有控制器，只通过设计动态补偿器就可以实

现对悬浮控制系统的动态补偿与在线优化，即插即

用，实现形式简单灵活。

4 基于残差驱动的在线优化算法设计 

动态补偿器中 Youla 参数矩阵Q ( z )是悬浮系

统实现在线优化的关键，如图 5所示，Youla参数矩

阵Q ( z )直接决定动态补偿器控制量的输出。Youla
参数矩阵Q ( z )的输入规范型可以表示为

ì
í
î

xr ( k + 1)=Ar (θArBr ) xr ( k )+Br (θArBr ) r ( k )
ur ( k )=Cr (θCr ) xr ( k )

（40）

采用最优二次型性能指标 J作为 Youla 参数矩

阵Q ( z )动态调整的依据，在能量消耗最小的情况下

使得系统的跟踪误差最小。J的计算式如下所示：

J ( j ) =

     1
2n ∑

k = kj

n + kj - 1

( e ( k )TWe ( k )e ( k )+u( k )TWu ( k )u( k ) )

（41）

式中：n表示窗口宽度；kj 表示窗口初值；括号中 j表

示迭代次数。权重矩阵We ( k )与参数向量θ并不相

关，其物理意义为误差 e ( k ) 的权重值。权重矩阵

Wu ( k )与参数向量 θ也不相关，其物理意义为控制

量u( k )的权重值。

Youla参数矩阵Q ( z )与参数向量θ存在一一对

应的映射关系，如果参数向量 θ沿着二次型性能指

标 J对 θ的负梯度方向更新，二次型性能指标 J就将

以最快的速度达到最小。动态补偿器中Youla参数

矩阵Q ( z )的参数向量θ更新律为

θ ( j )
i = θ ( j - 1)

i - λi∇J ( j ) （42）

式中：i为参数向量θ的分量标号；λi为参数更新的步长；

∇J ( j )为性能指标 J ( j )的梯度。∇J ( j )的计算式如下所示：

图5　基于Youla参数化的悬浮系统控制与优化模块化架构

Fig.5　Integrated control and optimization 
architecture of magnetic levitation system 
based on Youla parameterization
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∇J ( j ) = ∂J ( j )

∂θ ( j ) = 1
n ∑

k = kj

n + kj - 1 ( )e ( k )TWe( )k
∂e ( k )
∂θ ( j )

i

+u( k )TWu ( k ) ∂u( k )
∂θ ( j )

i
（43）

求取关于参数向量θArBr的微分，则可以得到

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∂e ( k )
∂θ ( j )

ArBr，i

=-Co
∂xo ( k )
∂θ ( j )

ArBr，i

∂u( k )
∂θ ( j )

ArBr，i

=F
∂xc ( k )
∂θ ( j )

ArBr，i

+Cr (θ ( j - 1)
Cr )

（44）

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

∂xo ( k + 1)
∂θ ( j )

ArBr，i

=Ao
∂xo ( k )
∂θ ( j )

ArBr，i

+BoF
∂xc ( k )
∂θ ( j )

ArBr，i

+BoCr (θ ( j - 1)
Cr ) ∂xr ( k )

∂θ ( j )
ArBr，i

∂xc ( k + 1)
∂θ ( j )

ArBr，i

=LcCo
∂xo ( k )
∂θ ( j )

ArBr，i

+(A-LcC+BF ) ∂xc ( k )
∂θ ( j )

ArBr，i

∂xr ( k + 1)
∂θ ( j )

ArBr，i

=Ar (θ ( j - 1)
ArBr ) ∂xr ( k )

∂θ ( j )
ArBr，i

+ ∂Ar (θ ( j )
ArBr )

∂θ ( j )
ArBr，i

xr ( k )+ ∂Br (θ ( j )
ArBr )

∂θ ( j )
ArBr，i

r ( k )

（45）

动态补偿器中Youla参数矩阵Q ( z )关于参数向量θArBr
的更新律为

θ ( j )
ArBr，i = θ ( j - 1)

ArBr，i - λi
1
n ∑

k = kj

n + kj - 1 ( )-Coe ( k )TWe ( k ) ∂xo ( k )
∂θ ( j )

ArBr，i

+u( k )TWu ( k ) ( )F
∂xc ( k )
∂θ ( j )

ArBr，i

+Cr (θ ( j - 1)
Cr ) （46）

求取关于参数向量θCr的微分，则可以得到

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∂e ( k )
∂θ ( j )

Cr，i

=-Co
∂xo ( k )
∂θ ( j )

Cr，i

∂u( k )
∂θ ( j )

Cr，i

=F
∂xc ( k )
∂θ ( j )

Cr，i

+ ∂Cr (θ ( j )
Cr，i )

∂θ ( j )
Cr，i

xr ( k )

（47）

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∂xo ( k + 1)
∂θ ( j )

Cr，i

=Ao
∂xo ( k )
∂θ ( j )

Cr，i

+BoF
∂xc ( k )
∂θ ( j )

Cr，i

+Bo
∂Cr (θ ( j )

Cr，i )
∂θ ( j )

Cr，i

xr ( k )+BoCr (θ ( j - 1)
Cr，i ) ∂xr ( k )

∂θ ( j )
Cr，i

∂xc ( k + 1)
∂θ ( j )

Cr，i

=LcCo
∂xo ( k )
∂θ ( j )

Cr，i

+(A-LcΧ+BF ) ∂xc ( k )
∂θ ( j )

Cr，i

（48）

动态补偿器中Youla参数矩阵Q (z)关于参数向量θCr
的更新律为

θ ( j )
Cr，i = θ ( j )

Cr，i - λi
1
n ∑

k = kj

n + kj - 1 ( )-Coe ( k )TWe ( k ) ∂xo ( k )
∂θ ( j )

Cr，i

+u( k )TWu ( k ) ( )F
∂xc ( k )
∂θ ( j )

Cr，i

+ ∂Cr (θ ( j )
Cr，i )

∂θ ( j )
Cr，i

xr ( k ) （49）

综上，式（46）以及式（49）给出了动态补偿器中

Youla 参数矩阵Q ( z )关于参数向量 θ的全部更新

律。基于残差驱动的在线优化算法流程如图 6 所

示。首先进行初始化，其次设置参数向量 θ更新步

长、误差 e ( k )的权重值、控制量 u( k )的权重值以及

窗口宽度，然后迭代计算性能指标关于参数向量的

下降梯度，最后按照梯度下降的方向更新 Youla 参

数矩阵Q ( z )对应的参数向量。

5 仿真验证 

高速磁浮列车悬浮系统长期运行过程中面临运行

环境的不确定性和外界扰动的强随机性、不可预测性，

高速磁浮轨道长定子下表面会出现随机不平顺。如图

7所示，轨道台阶和梁端切向扭转角为轨道随机不平顺

的典型代表，对于高速运行过程中的悬浮系统特别不

利。为验证所提出的控制与优化模块化架构以及基于
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残差驱动的在线优化算法，对悬浮系统在轨道随机不

平顺扰动下的在线优化情况进行仿真验证。

当高速磁浮列车以时速 600 km 通过幅值为 1 
mm 的轨道台阶时，悬浮系统优化前后的悬浮间隙

波动如图 8所示。对比发现，优化后的悬浮间隙波

动明显变小，悬浮系统性能得到改善。

当高速磁浮列车以时速 600 km 通过梁端切向

扭转角 0. 000 4 rad的轨道梁时，悬浮系统优化前后

的悬浮间隙波动如图 9所示。对比发现，优化后的

悬浮间隙波动明显变小，悬浮系统性能得到改善。

由图 8和图 9可知，悬浮系统受到未知扰动时，

悬浮间隙都会出现一定波动，但是采用标称控制器

的悬浮系统波动更为明显。仿真结果表明，随着参

数向量沿着二次型性能指标的负梯度方向不断更

新，基于Youla参数矩阵Q ( z )的动态补偿器能够通

过对既有悬浮控制器的动态补偿，实现悬浮系统性

能的在线优化。

6 结语 

以高速磁浮列车悬浮系统为研究对象，针对悬

浮系统长期运行过程中面临的性能退化问题，开展

了悬浮系统的控制与优化问题研究。通过悬浮系统

的复杂动态特性分析，建立了悬浮系统的数学模型。

采用左右互质分解的形式实现了控制器的Youla参
数化，提出了一种即插即用的、由既有控制器和动态

补偿器构成的悬浮系统控制与优化模块化架构。通

过基于残差驱动的在线优化算法设计，利用动态补

偿器完成了对悬浮控制系统的动态补偿与在线优

化。仿真果表明，设计的控制与优化模块化架构以

及在线优化算法有效地提高了悬浮系统对未知扰动

的鲁棒性和适应能力。
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图8　通过幅值1 mm轨道台阶时的悬浮间隙
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